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Dowolny obrét przestrzenny w przestrzeni R3 ma postaé

/

X X
y | =R| y |, lub ' = Rr,
Z z

gdzie R jest macierza obrotu, a (x, y, z) sa wspdtrzednymi
kartezjahskimi dowolnego punktu P € R3.
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Dowolny obrét przestrzenny w przestrzeni R3 ma postaé

X X
y |=R| vy |. lub 7=RPp
z z

gdzie R jest macierza obrotu, a (x, y, z) sa wspdtrzednymi
kartezjahskimi dowolnego punktu P € R3.

Poniewaz przy obrotach odlegto$¢ punktu P od poczatku uktadu
wspdtrzednych nie ulega zmianie, to

X2+ y?+ 2% =x>+y? + 72, lub T =7TF,

gdzie T oznacza transpozycje.
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Dowolny obrét przestrzenny w przestrzeni R3 ma postaé

X X
y |=R| vy |. lub 7=RPp
z z

gdzie R jest macierza obrotu, a (x, y, z) sa wspdtrzednymi
kartezjahskimi dowolnego punktu P € R3.

Poniewaz przy obrotach odlegto$¢ punktu P od poczatku uktadu
wspdtrzednych nie ulega zmianie, to

X2+ y?+ 2% =x>+y? + 72, lub T =7TF,
gdzie T oznacza transpozycje. Zatem

FTRTRF=F"F < RTR=I,

tzn. R jest macierza ortogonalng 3 x 3.
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Macierze ortogonalne tworza grupe. Jezeli Ry i R s3 macierzami
ortogonalnymi, to R R jest macierza ortogonalna:

(RiR)TRiRy = RI R RiRy, = 1.

Te grupe oznaczamy przez O(3).
Zadanie. Pokaza¢ spetnienie wszystkich postulatéw grupowych.
Y

77
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Macierze ortogonalne tworza grupe. Jezeli Ry i R s3 macierzami
ortogonalnymi, to R R jest macierza ortogonalna:

(RiR)TRiRy = RI R RiRy, = 1.

Te grupe oznaczamy przez O(3).
Zadanie. Pokaza¢ spetnienie wszystkich postulatéw grupowych.
y“
r

Przyktad. Aktywny obrét, tzn. obra-
0 r camy wektor 7" a osie uktadu wspét-
rzednych pozostaja niezmienione, o

> kat 0 wzgledem osi Oz.

z
Macierze obrotéw w przestrzeni R" tworza grupe O(n).
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Przy aktywnym obrocie o kat 8 wzgledem osi Oz zachodzi zwigzek

x! cosf sinf 0 X
y' | = —sinf cosf 0 y |,
rd 0 0 1 z

gdzie macierz obrotu ma postac

cosf sinf 0
R,(0) =] —sinf cosf O
0 0 1
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Przy aktywnym obrocie o kat 8 wzgledem osi Oz zachodzi zwigzek

x! cosf sinf 0 X
y' | = —sinf cosf 0 y |,
rd 0 0 1 z

gdzie macierz obrotu ma postac

cosf sinf 0
R,(0) =] —sinf cosf O
0 0 1

Analogicznie macierze obrotu wokét osi Ox i Oy maja postac

1 0 0 costp 0 —siny
Ri(p)=| 0 cos¢ sing |, R/(¥)= 0 1 0
0 —singp cosy sinyp 0 cosy
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Zauwazmy, ze te macierze nie komutuja ze soba, np.

Re(@)R=(0) # Rz(0)Rx (),

co oznacza, ze grupa obrotéw O(3) jest grupa nieabelowa.
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Zauwazmy, ze te macierze nie komutuja ze soba, np.

Re(@)R=(0) # Rz(0)Rx (),

co oznacza, ze grupa obrotéw O(3) jest grupa nieabelowa.

O(3) jest grupa Liego, tzn. grupa ciagfa z nieskonczonga liczba
elementéw, w ktoérej wartosci parametréw, w tym przypadku katow
obrotu, tworza zbiér kontinuum.
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Zauwazmy, ze te macierze nie komutuja ze soba, np.
Re(p)Rz(0) # Rz(0)Ru(0),

co oznacza, ze grupa obrotéw O(3) jest grupa nieabelowa.

O(3) jest grupa Liego, tzn. grupa ciagta z nieskonczona liczba
elementéw, w ktoérej wartosci parametréw, w tym przypadku katow
obrotu, tworza zbiér kontinuum.

tatwo sie przekona¢, ze dowolny obrét w R3 jest zadany przez 3
katy, gdyz macierz R ma 9 elementéw, a warunek RTR =1
nakfada na nie 6 niezaleznych warunkéw. Jako te parametry mozna
wybraé np. katy Eulera.
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Zauwazmy, ze te macierze nie komutuja ze soba, np.

Re(@)R=(0) # Rz(0)Rx (),

co oznacza, ze grupa obrotéw O(3) jest grupa nieabelowa.

O(3) jest grupa Liego, tzn. grupa ciagta z nieskonczona liczba
elementéw, w ktoérej wartosci parametréw, w tym przypadku katow
obrotu, tworza zbiér kontinuum.

tatwo sie przekona¢, ze dowolny obrét w R3 jest zadany przez 3
katy, gdyz macierz R ma 9 elementéw, a warunek RTR =1
nakfada na nie 6 niezaleznych warunkéw. Jako te parametry mozna
wybraé np. katy Eulera.

3 parametrom odpowiadaja 3 generatory okreslone réwnaniami

6 sinf O 0 —/ 0
1dR,(0 1d cos
J, == dO() =59 —sind cosf 0 =i 0 0|,
! =0 ! 0 0 1 0 00

0=0
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1 0 0 00 O
JX—l_dRJ(SO) :1di 0 cosp sing =00 —i |,
A de=0 192\ 0 _sing coso B 0 i
©=0
y= VRO 18 (TN T
Y= T e |, ide | N\
! $=0 siny 0 cosyp J| o\ =i 00

Generatory Jy, Jy, i J, s3 hermitowskie, a obroty infinitezymalne
zadane s3 przez zwiazki

R,(00) =1+ 0,00, R(0p) =1+ ihdp, R,(51) =1+ iJ,d1).
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1 0 0 00 O
JX—l_dRC;((SO) :1di 0 cosp sing =00 —i |,
A de=0 192\ 0 _sing coso B 0 i
©=0
y= VRO 18 (TN T
Y= T e |, ide | N\
! $=0 siny 0 cosyp J| o\ =i 00

Generatory Jy, Jy, i J, s3 hermitowskie, a obroty infinitezymalne
zadane s3 przez zwiazki

R,(00) =1+ 0,00, R(0p) =1+ ihdp, R,(51) =1+ iJ,d1).

Obliczmy komutator

0
[ b)) = ddy — Jyd = | —1
0

o oo
o oo
|
o oo
o o
o oo
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Zatem

ol =ddy —Ide=| —

oo
oo
o oo
Il
~
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Zatem

0
[ 4] = ddy — Jyd = | —1 = iJ,.
0

o O
o O O

Zadanie. Pokazaé, ze zwigzki komutacyjne dla generatoréw
obrotéw maja postac

[Ji, ] = igjj I,

gdzie utozsamilismy J; = J, b =J, i = J,.
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Zatem

0
[ 4] = ddy — Jyd = | —1 = iJ,.
0

o O
o O O

Zadanie. Pokazaé, ze zwigzki komutacyjne dla generatoréw
obrotéw maja postac

[Ji, ] = igjj I,

gdzie utozsamilismy J; = J, b =J, i = J,.

Zauwazmy, ze gdyby w definicji generatoréw Jy, J, i J,
wprowadzié¢ czynnik A, to otrzymalibysmy reguty komutacji dla
operatoréw momentu pedu

[J,', Jj] = ihe,-ijk.

Tak wiec operatory momentu pedu s3 generatorami obrotéw w R3.
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Powyzsze zwigzki komutacyjne pozwalajg wyznaczy¢ komutator
dowolnych dwéch operatoréw obrotéw infinitezymalnych.
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Powyzsze zwigzki komutacyjne pozwalajg wyznaczy¢ komutator
dowolnych dwéch operatoréw obrotéw infinitezymalnych.
Macierze obrotéw skonczonych otrzymamy sktadajac obroty
infinitezymalne, np. obrét wokét osi Oz o kat 6 = No6, gdzie
N — oo otrzymamy w nastepujacy sposob.

R.(0) = [R.(60)]" = <]I+ UZI?I)N _ eldeb
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Powyzsze zwigzki komutacyjne pozwalajg wyznaczy¢ komutator
dowolnych dwéch operatoréw obrotéw infinitezymalnych.
Macierze obrotéw skonczonych otrzymamy sktadajac obroty
infinitezymalne, np. obrét wokét osi Oz o kat 6 = No6, gdzie
N — oo otrzymamy w nastepujacy sposob.

R.(0) = [R.(60)]" = <]I+ UZI?I)N _ eldeb

Rzeczywiscie, obliczmy

. P 03 100
el =T — S0 i +..=| 0 10
2! 3 001
010 o1 00 g [0 10
+0[ =100 f4+0f 0 =10 |4+ 1 00|+
000 ' 0 00 Lo 00
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Zadanie. Pokazaé, ze po dodaniu wszystkich powyzszych macierzy
otrzymamy wzér

' cosf sinf O
el = [ —sinf cosh 0 | =R, (h).
0 0 1
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Zadanie. Pokazaé, ze po dodaniu wszystkich powyzszych macierzy
otrzymamy wzér

' cosf sinf O
el = [ —sinf cosh 0 | =R, (h).
0 0 1

Macierz obrotu skoriczonego wokét osi 7" o kat # ma oczywiscie
postac

gdzie 6 = 79, || = 1.
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Rozwazmy teraz grupe SU(2), czyli grupe macierzy unitarnych
2 x 2 z jednostkowym wyznacznikiem

Ut =Utu=1, detU=1.
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Rozwazmy teraz grupe SU(2), czyli grupe macierzy unitarnych
2 x 2 z jednostkowym wyznacznikiem

Ut =Utu=1, detU=1.

a b
v=(23)

dla dowolnych a, b, c,d € C.
Zadanie. Pokaza¢, ze warunki U = U~ i detU = 1 beda

spetnione jesli
t_ a* c* _ d —-b
v ( b*  d* ) ( —c a )’

skad otrzymujemy dwa niezalezne warunki a* = d, b* = —c.
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Wtedy
detU = ad — bc = aa™ + bb* = |a|* + |b|?,
gdzie uwzgledniliémy zwiazki d = a* i ¢ = —b*, a macierz U
przyjmuje postaé
_ a b 2 2 _
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Wtedy

detU = ad — bc = aa™ + bb* = |a|* + |b|?,

gdzie uwzgledniliémy zwiazki d = a* i ¢ = —b*, a macierz U
przyjmuje postaé

_ a b 2 2 _

Macierz U traktujemy jako macierz odwzorowania w przestrzeni
spinoréw

e=( ), edie a.mec,
&2
zdefiniowanego nastepujaco

¢—UeE, & —etul, gdzie €l = (¢1,6).
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Wtedy

detU = ad — bc = aa™ + bb* = |a|* + |b|?,

gdzie uwzgledniliémy zwiazki d = a* i ¢ = —b*, a macierz U
przyjmuje postaé

_ a b 2 2 _

Macierz U traktujemy jako macierz odwzorowania w przestrzeni
spinoréw

e=( ), edie a.mec,
&2
zdefiniowanego nastepujaco

¢—UeE, & —etul, gdzie €l = (¢1,6).

Oczywiscie £1¢ — £1UTUE = £ = |61 + |62,



a wiec wyrazenie 7€ jest niezmiennikiem tak zdefiniowanego
odwzorowania.
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a wiec wyrazenie 7€ jest niezmiennikiem tak zdefiniowanego
odwzorowania.
Jednoczesnie dla iloczynu zewnetrznego mamy

2 *
foct= ( 2 ) ©(6,6) = ( Gl s ) ~ Ugo Ut
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a wiec wyrazenie 7€ jest niezmiennikiem tak zdefiniowanego
odwzorowania.
Jednoczesnie dla iloczynu zewnetrznego mamy

2 *
foct= ( 2 ) ©(6,6) = ( Gl s ) ~ Ugo Ut

Zauwazmy, ze macierz £ @ &1 jest hermitowska.
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a wiec wyrazenie 7€ jest niezmiennikiem tak zdefiniowanego
odwzorowania.
Jednoczesnie dla iloczynu zewnetrznego mamy

i_ [ & N S Tha =T S togt
Zauwazmy, ze macierz £ @ &1 jest hermitowska.
Ze zwiazkéw
§— U, -t

wynika, ze spinory £ i &1 przeksztatcaja sie inaczej przy
odwzorowaniu U. Jednak z warunku unitarnosci macierzy U

wynika, ze spinory
& : —&3
& S

przeksztatcaja sie tak samo przy U € SU(2).



Rzeczywiscie, dokonajmy transformacji obu spinoréw
a\_( a b\(&a)_{[ aa+be
& —b* &2 —b*&1 + a6
~g'\_( a2 b\(-g\_( -azt+bg )
i A b+ aE]

Z drugiego réwnania macierzowego wynikaja zwigzki
transformacyjne

- &=+ b = G=-bG+ak
'=pG+ate = &= ab + b,
ktére po sprzezeniu zespolonym obu réwnan i podzieleniu

pierwszego réwnania przez (—1) s3 takie same jak zwigzki
transformacyjne wynikajace z pierwszego réwnania macierzowego.
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Zauwazmy, ze zachodzi zwigzek

(4)-( ) (H) -
0 —1
(13)

gdzie
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Zauwazmy, ze zachodzi zwigzek

(4)-( ) (H) -
0 —1
(13)

W ten sposéb pokazaliémy, ze spinory & i (€ transformuja sie tak
samo przy przeksztatceniach z grupy SU(2), co symbolicznie
zapisujemy w nastepujacy sposéb

€~ (€

gdzie
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Stad wynika, ze zachodza zwiazki
Fn@=(-& &),

i & B [ —as & )
ot <£2>®( @ 51)( -8 §1§2>— "
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Stad wynika, ze zachodza zwiazki
Fn@=(-& &),

i &1 T

& ~ ® —Q2, = = —H.
£®¢ <§2> (& &) ( C8 ek,
Zauwazmy, ze macierz H jest bezéladowa, a przy

przeksztatceniach z grupy SU(2) transformuje sie nastepujaco
H= -t — —Ut U = UHUT.
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Stad wynika, ze zachodza zwiazki
Fn@=(-& &),

&1 &b &
&N~ ®( —&, = = —H.
£®¢ <§2 (& &) C8 ek,
Zauwazmy, ze macierz H jest bezéladowa, a przy
przeksztatceniach z grupy SU(2) transformuje sie nastepujaco

H=-¢@& - —Usectut = UHUT.

Z wektora potozenia r'= (x, y, z) mozemy utworzy¢é macierz 2 x 2

h=r-0d=x0x+ + zo, = z x—ly
=r-0=x0x+yo, o, = x+ iy _, ,

gdzie & = (ox, 0x,0,) sa macierzami Pauliego

(01 (o0 =i (1 0
=\10) = \i o) %27 0o -1 )
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Oczywiscie macierz h jest hermitowska, a przeksztatcenie

h— K = UhUT

zachowuje hermitowsko$¢, gdyz

Wt = (unuhyt = UtT Rt UT = UnUT = 1.
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Oczywiscie macierz h jest hermitowska, a przeksztatcenie

h— K = UhUT

zachowuje hermitowsko$¢, gdyz

Wt = (unuhyt = UtT Rt UT = UnUT = 1.
Poniewaz macierze U € SU(2), to detU = 1, a zatem
det(h') = det(U)det(h)det(U') = det(h) = —z> — x* — y?,
a wiec jedli uwzglednimy, ze

’ I
h’zr"-&’z(x,j_iy, X_ij> = det(h) =27 - x? -y

to otrzymamy

X’2—|—y/2—|-z/2:X2—|-y2+Z2.
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Oczywiscie macierz h jest hermitowska, a przeksztatcenie

h— K = UhUT

zachowuje hermitowsko$¢, gdyz

Wt = (unuhyt = UtT Rt UT = UnUT = 1.
Poniewaz macierze U € SU(2), to detU = 1, a zatem
det(h') = det(U)det(h)det(U') = det(h) = —z> — x* — y?,

a wiec jedli uwzglednimy, ze

’ I
h’zr"-&’z(x,j_iy, X_ij> = det(h) =27 - x? -y

to otrzymamy
X/2 +y/2+2/2 :X2—|—y2 +22.

Widzimy, ze rozwazane przeksztatcenie unitarne U € SU(2)
macierzy h indukuje obrét wektora potozenia r.
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Utozsamiajac macierze H i h zauwazamy, ze przeksztatcenie z

grupy SU(2) nad spinorem
S
&2

jest réwnowazne przeksztatceniu z grupy O(3) nad wektorem

X

y
z
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Utozsamiajac macierze H i h zauwazamy, ze przeksztatcenie z

grupy SU(2) nad spinorem
S
&2

jest réwnowazne przeksztatceniu z grupy O(3) nad wektorem

X

y
z

Poniewaz
| && - _ z o x—ly
H_< & —§1§2>7 2 h_(X—i‘iy -z )

1 1
x=2(G-8), y=5(E+8), z=a%

to
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Przeksztatcenie U € SU(2) ma postaé ogdlng

a b
o=( % 2

a jego parametry a i b s3 liczbami zespolonymi, dla ktérych
la]? + |b|? = 1.
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Przeksztatcenie U € SU(2) ma postaé ogdlng

a b
o=( % 2

a jego parametry a i b s3 liczbami zespolonymi, dla ktérych

la]? + |b|? = 1.

W takim razie macierz U ma 3 niezalezne parametry rzeczywiste,
doktadnie tyle ile katéw ma przeksztatcenie z grupy O(3).
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Przeksztatcenie U € SU(2) ma postaé ogdlng

a b
o=( % 2

a jego parametry a i b s3 liczbami zespolonymi, dla ktérych

la|> + |b|? = 1.

W takim razie macierz U ma 3 niezalezne parametry rzeczywiste,
doktadnie tyle ile katéw ma przeksztatcenie z grupy O(3).
Znajdzmy zwiagzki pomiedzy tymi parametrami. W tym celu
wykorzystajmy zwiazki pomiedzy sktadowymi spinora & i wektora 7
po transformacji

1 2 2 1 2 2
X=lgogd v R@tr el Z-do
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oraz zwigzki transformacyjne

G=abt+b = & =aE+ b8+ 2abbrs,
G=-batah = & =bG+a?g -2 0%

Ponadto pamiegtajac, ze z poréwnania macierzy H i h wynikaja

zwigzki
G=-xtiy, &G=x+iy, &&=z

otrzymamy
/ 1 12 12 1 * 2 2\ ¢2 1 * 2 2\ 2 * |k
X:§(2 _fl)zi(b —3)§1+§(3 — b%)& — (a"b" + ab)&1&2

— §(b*2 —a®)(—x+iy) + 5(a 2 b?)(x+iy) — (a"b* + ab)z

1 .
= E(az—i- a*?— b?— b*H)x — é(a2— a* %+ b — b*?)y — (a*b*+ ab)z.
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Zadanie. Postepujac analogicznie pokazaé, ze

' 1
y = 5(32— a* 2= b2+ b )x + 5(;,;2+ a* %+ b+ b*?)y — i(ab — a*b*)z,
7/ = (ab* + ba*)x + i(ba* — ab*)y + (|a]® — |b|*)z.
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Zadanie. Postepujac analogicznie pokazaé, ze

] 1

y = 5(32— a* 2= b2+ b )x + 5(32+ a* %+ b+ b*?)y — i(ab — a*b*)z,

7/ = (ab* + ba*)x + i(ba* — ab*)y + (|a]® — |b|*)z.

Przyjmijmy, ze a = e'2, b = 0, co oczywiécie spetnia warunek

|a|2 + |b|? = 1, wtedy nasze zwiazki przyjmuja postaé
x' = xcosa + ysina,

y' = —xsina + ycosa,

Z =z,

co odpowiada zwigzkom transformacyjnym dla obrotu o kat «

wokét osi Oz

x' cosa sina 0 X
y' | = —sina cosa 0 y
z' 0 0 1 z
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Widzimy wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ pomiedzy
macierzami U € SU(2) i R € O(3)

ja cosa sina 0
e'2 0 .
U:< o ) — R=| —sina cosa 0

0 0 1
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Widzimy wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ pomiedzy
macierzami U € SU(2) i R € O(3)

NES cosa sina 0
U:< -a) — R=| —sina cosa 0

0 e 0o 0 1

mozemy napisac
_ o2 _ ik
U=¢e72, R = e"%%,

gdzie jak zwykle funkcje od macierzy rozumiemy jako jej
rozwiniecie w szereg potegowy.
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Zadanie. Pokazaé, ze przyjmujac a = cosg i b= sing w
zwiazkach transformacyjnych

1 .
X/: *(32—|— 3*2_ b2_ b*2)x—é(32— a*2+ b2_ b*z)y—(a*b*—i—ab)z,

2

] 1
' é(a2— a*?— b+ b*?)x + §(a2+ a* 2 b+ b*?)y — i(ab — a*b*)z,
7' = (ab* 4 ba*)x + i(ba* — ab*)y + (|a|* — |b]*)z

otrzymamy wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢

8 .8 cosf 0 —sing
u=|[ 2, "3 o R= 0 1 0|,
—sing cos’ .
2 2 sind 0 cospf

co wykorzystujac generatory

0 i 00 i
ay:<i 0), Jy=| 000
0 0

—1
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mozemy napisal

U= ei"yg, R = eP,
a podstawiajac w powyzszych zwigzkach transformacyjnych

- P . .
a = cos4 i b=isinJ otrzymamy wzajemnie jednoznaczna
odpowiednio$¢

.. 1 0 0
U= COS% rsin % — R=1]0 cos sin
~\ isind cos? - v v

2 0 —siny cosvy
co wykorzystujac generatory

0 0 O
UX:<(1)(1)>, Je=10 0 —i
0 i
mozemy napisaé
U= eiax%, R = 7.
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Podsumowujac widzimy, ze ogdlny zwigzek pomiedzy
przeksztatceniem U z grupy SU(2) nad spinorem

()

i przeksztatceniem R z grupy O(3) nad wektorem

X
y
V4
ma postaé
5.2 o ., .0 0
U:e’”'zzcos§+/0-n5m5 - R=e"7

. - —
gdzie 6 = 0n.
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Ten wzajemnie jednoznaczny zwigzek pomiedzy grupami SU(2) i
O(3) oznacza, ze grupy te powinny mie¢ analogiczna strukture, a
wiec ich generatory powinny spetniaé takie same zwiazki
komutacyjne.
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Ten wzajemnie jednoznaczny zwigzek pomiedzy grupami SU(2) i
O(3) oznacza, ze grupy te powinny mie¢ analogiczna strukture, a
wiec ich generatory powinny spetniaé takie same zwiazki
komutacyjne.

Pamietamy, ze dla macierzy Pauliego zachodza relacje komutacji

[Ufaf},-g..ak
29 - /_/k27

takie same jak dla generatoréw obrotéw J;, i = 1,2, 3,

[J,', JJ] = is,-ijk.
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Ten wzajemnie jednoznaczny zwigzek pomiedzy grupami SU(2) i
O(3) oznacza, ze grupy te powinny mie¢ analogiczna strukture, a
wiec ich generatory powinny spetniaé takie same zwiazki
komutacyjne.

Pamietamy, ze dla macierzy Pauliego zachodza relacje komutacji

[Uf%},-g..ak
29 - /_/k27

takie same jak dla generatoréw obrotéw J;, i = 1,2, 3,

[J,', JJ] = is,-ijk.

Zauwazmy jednak pewna réznice. Otéz kazdy wektor z R3
przejdzie w siebie przy obrocie o kat 8 = 27, natomiast spinor &
zmieni sie wtedy w —¢, gdyz

u@n)¢ = <cos 2; + i@ - A'sin 2;) € = (cos(m) + id - msin(m))¢ = =€,
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a w siebie samego przejdzie dopiero przy obrocie o kat 6 = 47

U(4m)§ = (cos(2m) + id - A'sin(2m))€ = &.

Wybrane elementy matematyki wyzszej 26/48



a w siebie samego przejdzie dopiero przy obrocie o kat 6 = 47

U(4m)§ = (cos(2m) + id - A'sin(2m))€ = &.

Tak wiec dwém elementom U i —U grupy SU(2) odpowiada jeden
element R grupy O(3). W szczegdlnosci

10
(01>\ 100
o 010
001
(e2) -
SU(2) 0(3)

To sprawia, ze grupy SU(2) i O(3) nie s3 topologicznie
réwnowazne. SU(2) nazywa sie grupa nakrywajaca grupy O(3).
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Analogiczna odpowiednio$¢ istnieje pomiedzy grupa SL(2,C)
zespolonych macierzy 2 x 2 o wyznaczniku 1 a grupa Lorentza.
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Analogiczna odpowiednio$¢ istnieje pomiedzy grupa SL(2,C)
zespolonych macierzy 2 x 2 o wyznaczniku 1 a grupa Lorentza.
Czyste przeksztatcenia Lorentza, czyli tzw. pchniecia wigza
wspotrzedne czasoprzestrzenne w dwéch inercjalnych uktadach
odniesienia poruszajacych sie ze wzgledna predkoscig V. Jezeli ruch
odbywa sie wzdtuz osi Ox, to vV = (v,0,0) i zachodza zwiazki

X+ vt t+ 5
X = =, y,:% 7' =z, = ——.
1 v 1_v2

c? c?
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Analogiczna odpowiednio$¢ istnieje pomiedzy grupa SL(2,C)
zespolonych macierzy 2 x 2 o wyznaczniku 1 a grupa Lorentza.
Czyste przeksztatcenia Lorentza, czyli tzw. pchniecia wigza
wspotrzedne czasoprzestrzenne w dwéch inercjalnych uktadach
odniesienia poruszajacych sie ze wzgledna predkoscig V. Jezeli ruch
odbywa sie wzdtuz osi Ox, to vV = (v,0,0) i zachodza zwiazki

VX
,  x+uvt ;o ; ,  t+Z
X = —, =y, z=2z t=——
1-9 1-9
c? c?
Woprowadzajac oznaczenia
1 v
Y= ) = onct, xlzx, itd
v c
c2

powyzsze zwiazki transformacyjne mozemy zapisa¢ nastepujaco

O =0+ ), K =00+, K2 =2 B =
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albo w formie macierzowej

X! y 8 0 0\ (X
X! | v v 00 x!
2" 171 0 0 10 x2
%3’ 0 0 01 x3
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albo w formie macierzowej

X’ v 48 0 0 /X
xt | v v 00 x!
2" 171 0 0 10 x2
3! 0 0 01 x3

Zauwazmy, ze v2 — 372 = 1 dlatego mozemy przyjaé
vy=chp, yB8=shp = thp=p

i zapisaé powyzsze zwigzki transformacyjne nastepujaco

X0 chp shp 0 0 x0
x| | shy chp 0 0 x1
"7 o o0 10 x?
%3 0 0 01 x3

Powyzsza macierz 4 x 4 oznaczymy By i bedziemy nazywad
macierza pchniecia lorentzowskiego w kierunku osi Ox.
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Tak jak w przypadku obrotéw mozemy zdefiniowaé generatory K,
K, i K; pchnig¢ w kierunku osi Ox, Oy i Oz:

che shp 0 O 0100
g _ 1dB| _1d | shy chp 0 0 _ 1000
T idpl,_g idp| 0O 0 10 0000’
0 0 01/, 0000
chy 0 shp 0 0010
i _ 1dB 1d| o 1 0 0 _ 0000
Y ide |, idp | shg 0 chp 0 - 1 00 0|
0 0 0 1/|_ 0000
chp 0 0 shy 0001
g _1dB| _1df 0 10 0 _ o000
P idpl, idp| 0 01 0 0000’
shp 0 0 chy /| 1 000

gdzie parametr pchniecia w kierunku kazdej z osi oznaczyliSmy .
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Natomiast generatory obrotéw w czasoprzestrzeni Minkowskiego
maja posta¢ macierzy 4 x 4

00 00 000 0
oo 00 000 —1
S==log0o o1 = fooo ol

00 -1 0 010 0

0 00 0

1o o010

L==1lo 1 0 0

0 00 0
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Natomiast generatory obrotéw w czasoprzestrzeni Minkowskiego
maja posta¢ macierzy 4 x 4

00 00 000 0
oo 00 000 —1
S==log0o o1 = fooo ol
00 -1 0 010 0
0 00 0
0 01 0
L==1lo 1 0 0
0 00 0

Przeksztatcenie Lorentza w najogdlniejszej postaci sktada sie z
pchniecia w trzech niezaleznych kierunkach i obrotéw wzgledem
trzech osi, ktérym odpowiadaja powyzsze generatory.

Wybrane elementy matematyki wyzszej 30/48



Zadanie. Pokaza¢, ze komutatory generatoréw K; i J;, gdzie
indeksy i,j = 1,2, 3 numeruja osie uktadu kartezjanskiego x, y, z
maja postac

[Ki, K] = —igjjk Ik [Ji, Kj] = igijKk, [Ji, Jj] = igijic k-
Z powyzszych relacji wynika, ze pchniecia nie tworza podgrupy

grupy Lorentza, gdyz np. ztozenie infinitezymalnych pchnie¢ w
dwdch réznych kierunkach moze zawieraé obrét.
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Rzeczywiscie, obliczmy

oiKx0p giKy 61 o —iKiSp o—iKy oY) _

(1 + iKdp — %K3(5¢)2 + > (1 + iKy 69 — 7K2 (61p)% + )

(1 — iK b — 1KX2(<590)2 ) (1 — iK, 01 — 7K2 (69p)% + ) =

(1 + iK, 6v) — 7K2(5¢) + iKx 6 — Ky K, dipdnh — 7K2(5g0)2 + >
(1 — iK, 01 — 5Kf(csq/})2 — iKydp — KK, 801 — 5K3(5g0)2 + ) =
1—/'Ky(5fz/J—}Kz((')‘z;,r)Q—iK S — KXKyécp(Sw—%Kf((5;)2+/'Ky5’1p
HR2(60)? 4Ky Ki61pdio— K2(m )P +iKdp + KKy, 5t
+KX2((>‘;)2—KXKy5<,05¢—§KX(o‘;)z + =1 [Ke, K, )00 + ..,
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gdzie pomineliSmy wyrazy rzedu wyzszego niz drugi w
nieskoniczenie matych parametrach dy, §9.
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gdzie pomineliSmy wyrazy rzedu wyzszego niz drugi w
nieskoniczenie matych parametrach dy, §9.
Na podstawie udowodnionej wczesniej relacji komutacji

[KX7 KY] Z
a wiec ztozenie pchnie¢ wzdtuz osi Ox i Oy

,Kxggoe,Ky&pe—le&pefle(W) 1— [KX, Ky]écpéw + ..
=1+ iJ0p60 + ...

zawiera obrét wokét osi Oz. Oczywiscie w wyzszych rzedach
rozwiniecia pojawia sie réwniez pchniecia.
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Wiemy juz jak przeksztatca sie spinor Pauliego

=(2)

przy transformacjach z grupy SU(2), a jak przeksztatca sie on przy
pchnieciach lorentzowskich?
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Wiemy juz jak przeksztatca sie spinor Pauliego

=(2)

przy transformacjach z grupy SU(2), a jak przeksztatca sie on przy
pchnieciach lorentzowskich?
Zauwazmy, ze operatory

K = ii%, i=1,2,3,

spetniaja znalezione wczesdniej relacje komutacji dla generatoréw
grupy Lorentza.
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Wiemy juz jak przeksztatca sie spinor Pauliego

=(2)

przy transformacjach z grupy SU(2), a jak przeksztatca sie on przy
pchnieciach lorentzowskich?
Zauwazmy, ze operatory

K = ii%, i=1,2,3,

spetniaja znalezione wczesdniej relacje komutacji dla generatoréw
grupy Lorentza. Rzeczywiscie, obliczmy

[Ki, Kj] = [iimviiaj] T {UI UJ} = —iej o= —icjte

2+ 272 2
Ui, Ki] = Bi:ﬂ — +i [(; ﬂ - j:iis;jk% = ieg (ii?)
= ie’fiijk.
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Operatory K; = +i% i Kj = —i% okredlaja reguty transformacyjne
dla dwéch réznych typdéw spinoréw Pauliego.
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Operatory K; = +i% i Kj = —i% okredlaja reguty transformacyjne
dla dwéch réznych typdéw spinoréw Pauliego.

Aby to przyblizy¢, zamiast generatoréw J; i K;, i =1,2,3,
spetniajacych reguty komutacji

[Ki, Kj] = —icijkks [Ji, Kj] = ieiKx, [Ji, Ji] = igijudk,

zdefiniujmy nowe generatory grupa Lorentza

1 1
A = E(Jl + iKi)7 Bi = E(J’ - iKi): = 172737
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Operatory K; = +i% i Kj = —i% okredlaja reguty transformacyjne
dla dwéch réznych typdéw spinoréw Pauliego.
Aby to przyblizy¢, zamiast generatoréw J; i K;, i =1,2,3,

spetniajacych reguty komutacji
[Ki, K] = —iejjdr, i, Ki] = ieijKk, [Ji, Jj] = ieijd,

zdefiniujmy nowe generatory grupa Lorentza
Ai = %(J,- + iK;), B = %(J,- —iKi), i=1,2,3,
i obliczmy ich komutatory
[Ai, Aj] = %(J,- + iK;), %(Jj + iKj)
= 5 (U 1+ 10 K+ 1K 1 [, )
= %(is;ijkqtizs;ijk—i25j,~kKk+i6,~ijk) = ie;jk%(Jk + iKk) = igjAx.
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Podobnie

51 B = [ 50 = ki), 50— )]
= 5 (U 1= i K5 = 1K 1 — [, )

- %(isijkjk—izsiijk+i2sj,~kKk+is,~ijk) = ie,-jk%(Jk — iKk) = icjjk Bk,
(s 1= [0+ 86), 30— i)

= 5 (U 1= iU K+ 11K 1 + (K, )

1 . . . .
= Z(/giijk_lzgiijk_125jikKk_l5iijk) =0.
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Podobnie

51 B = [ 50 = ki), 50— )]
= 5 (U 1= i K5 = 1K 1 — [, )

1 . . ) ) o1 ) .
= Z(Iéijk../k*Izéiijk+l2€j,'kKk+l6,'ijk) = Ieijki(Jk — IKk) = IS,‘jkBk,

[Ai, Bj] = B(J/ + iK;), %(Jj - "Kj)}
= 5 (U 1= iU K+ 11K 1 + (K, )

1 . . . .
= Z(/giijk_lzgiijk_125jikKk_l5iijk) =0.

To oznacza, ze kazdy z generatoréw AiB generuje grupe SU(2) i
te dwie grupy ze soba komutuja.
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W takim razie grupa Lorentza jest tozsama z grupa

SU(2) ® SU(2), a to oznacza, ze reprezentacje grupy Lorentza
powinny by¢ numerowane wartos$ciami dwéch momentéw pedu
(J,J"), gdzie j odpowiada generatorom A, a j odpowiada
generatorom B.
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W takim razie grupa Lorentza jest tozsama z grupa

SU(2) ® SU(2), a to oznacza, ze reprezentacje grupy Lorentza
powinny by¢ numerowane wartos$ciami dwéch momentéw pedu
(J,J"), gdzie j odpowiada generatorom A, a j odpowiada
generatorom B.

W szczegdlnym przypadku jeden z tych momentdéw pedu moze byé

réwny 0:
é:%(f—ik):o ~(,0) — JU = K0,
I . o,
A= (J+iK)=0 = (0)) — JU) = RO,

co rzeczywiscie odpowiada dwom znakom we wzorze K = +i35.
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W zwiazku z tym mozemy zdefiniowaé dwa typy spinoréw

1 5 bod . loi

. - . (1/2) _ % (1/2)y — ;%

Typ I (2,0>. J > K /2,
1 - o - c
- i (1/2) _ 2 (1/2) _ ;2
Typ II: (0, 2) cJ > K i
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W zwiazku z tym mozemy zdefiniowaé dwa typy spinoréw

1 - a - a
- - - 12 _ 2 12 — ;%
Typ I: (2,0>. J > K /2,
1 - a > o
- it (1/2) - = (1/2) _ ;2
Typ II: (0, 2) cJ 5 K i
Oznaczmy parametry obrotu i pchniecia lorentzowskiego przez

(6, 7).
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W zwiazku z tym mozemy zdefiniowaé dwa typy spinoréw

Typ I: (;,0) L JD = P

Typ II: (0, ;) . JW2) =

Oznaczmy parametry obrotu i pchniecia lorentzowskiego przez
(0,4).
Woéwczas spinor typu | £ transformuje sie nastepujaco

i9e = M,

J(1/2) _ ;9
K /2.

N Qr N Qy

[SIST

gﬁe%e 3P 5:@’

a spinor typu Il 1 transformuje sie nastepujaco

i§0-58y — o5 0+A )y = Ny,
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W zwiazku z tym mozemy zdefiniowaé dwa typy spinoréw

Typ I: (;,0) L JD = KW = 2

Typ II: (0, ;) . JW2) =

Oznaczmy parametry obrotu i pchniecia lorentzowskiego przez
(0,4).
Woéwczas spinor typu | £ transformuje sie nastepujaco

ife = M,

J(1/2) _ ;9
K /2.

N Qr N Qy

[SIST

gﬁe%e 3P 5:@’

a spinor typu Il 1 transformuje sie nastepujaco

i§0-58y — o5 0+A )y = Ny,

Sa to dwie nierébwnowazne reprezentacje grupy Lorentza, tzn. ze

nie istnieje nieosobliwa macierz S, dla ktérej N = SMS~1



Macierze M i N s3 jednak powigzane réwnaniem

N=C(M¢L  gdzie ¢=—iop,

co tatwo sprawdzi¢, jedli zauwazymy, ze 05 =1 = 02_1 =0y i
* _ _ 2 P
020;02 = 020i02 = —050; = —0j, i=1,3,
*
020902 = —020202 = —02,

gdyz macierze o1 i 03 s3 rzeczywiste i antykomutuja z oo, a
macierz o jest czysto urojona. Zauwazmy, ze (! = joo.
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Macierze M i N s3 jednak powigzane réwnaniem

N=C(M¢L  gdzie ¢=—iop,

co tatwo sprawdzi¢, jedli zauwazymy, ze 05 =1 = 02_1 =0y i
* _ _ 2 P
020;02 = 020i02 = —050; = —0j, i=1,3,
*
020902 = —020202 = —02,

gdyz macierze o1 i 03 s3 rzeczywiste i antykomutuja z oo, a
macierz o jest czysto urojona. Zauwazmy, ze (! = joo.
Macierz ¢ zdefiniowaliémy juz wczesniej w rownaniu

g\ (o0 1\ (&) . {0 -1
(8)-(10) (&) e (1)

Widaé, ze jest to doktadnie ta sama macierz.
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Dla macierzy
M — 37 (0-i)

otrzymamy

Mt = 02675'&*-(9#;@)02 _ o}

gdzie wykorzystaliSmy udowodniony wczedniej zwigzek

020%09 = —0.
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Dla macierzy

otrzymamy

CM*cfl = oye é&* 0+

gdzie wykorzystaliSmy udowodniony wczedniej zwigzek

020%09 = —0.

Obliczmy wyznacznik macierzy M i N
det M = det eég'(g_iﬁ) — T35 (0=id)] — o3 TrlF1(0-i7) — o0 — 1,
det N = det @3 (0+i¢) _ T4 (0+i@)] _ o3 TrE]-(0+i3) — 0 — 1,

gdzie wykorzystaliémy wtasnoé¢ dete = e, ktéra zachodzi dla
dowolnej zespolonej lub rzeczywistej macierzy kwadratowe; i

bezsladowos$¢ macierzy Pauliego.



Widzimy, ze M i N s3 macierzami zespolonymi 2 x 2 o
wyznaczniku 1, tak wiec M, N € SL(2,C).
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Widzimy, ze M i N s3 macierzami zespolonymi 2 x 2 o
wyznaczniku 1, tak wiec M, N € SL(2,C).

Grupa SL(2,C) jest szescioparametrowa, gdyz tworzace j3 macierze
maja postac

a b .
M_<c d)’ gdzie ad — bc=1,

a wiec zawiera 8 — 2 = 6 parametréw rzeczywistych. Te
6 parametréw wiaze sie z katami obrotéw i sktadowymi predkosci
wzglednej inercjalnych uktadéw odniesienia.
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Podsumowujac, spinory Pauliego

[ &
5‘(@
transformuja sie przy obrotach w nastepujacy sposéb
£ — UE,

gdzie macierz U € SU(2) dana jest wzorem

o . .
— COS = - nsin —.
2—i—lan|n2

NIES,

U= efﬁ"-

Macierz U mozna jednoznacznie powigza¢ z macierza obrotu
iJo

wektora w R3, ktéra dana jest wzorem R = e
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Jednak przy dowolnych transformacjach Lorentza spinory Pauliego
rozdzielaja sie na dwa rézne typy & i 7, transformujace sie zgodnie
Z wzorami

NI

£ — /3019,

n— e

[N1[ST)

(0+i2).

ktére odpowiadaja reprezentacjom (%,0) i (0, %) grupy Lorentza.

W starszej literaturze te spinory nazywano spinorami z kropka i bez
kropki.
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Aby powigza¢ dwusktadnikowe spinory Pauliego z
czterosktadnikowymi spinorami Diraca wprowadzmy operacje
odbicia przestrzennego, przy ktérym

F——r = V— —V.
Parametr pchniecia lorentzowskigo ¢; dany réwnaniem
thyp; = v;/c przejdzie w —y;, i = 1,2,3, dlatego odpowiedni
generator pchniecia zmieni sie nastepujaco

148
L i dy

— —K;.
»i=0

Natomiast kat obrotu 8; wzgledem i-tej osi nie zmieni znaku, co
mozna zauwazy¢, analizujac rysunek na stronie 3. Dlatego
odpowiedni generator obrotu

_ 1dR(6))
Ji = i do;

- J,'.
9,':0
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Orbitalny moment pedu [=Fx p transformuje sie przy odbiciu
tak samo

L— (=) x(-p) =L

Z tego wzgledu Jil nazywa sie pseudo wektorami.
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Orbitalny moment pedu [=Fx p transformuje sie przy odbiciu
tak samo

L— (=) x(-p) =L

Z tego wzgledu Jil nazywa sie pseudo wektorami.
Zauwazmy, ze przy transformacji odbicia przestrzennego

KoK = (.0)~(0.))
w zwigzku z czym spinory £ i 77 zamieniaja sie rolami

§ <.
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Orbitalny moment pedu [=Fx p transformuje sie przy odbiciu
tak samo

L— (=) x(-p) =L

Z tego wzgledu Jil nazywa sie pseudo wektorami.
Zauwazmy, ze przy transformacji odbicia przestrzennego

KoK = (.0)~(0.))
w zwigzku z czym spinory £ i 77 zamieniaja sie rolami
£

W takim razie dwusktadnikowe spinory £ i 7 mozemy potraktowad
jak sktadowe bispinora Diraca

w=<§)
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ktéry przy transformacji Lorentza

x — Nx = X" = N XY

bedzie transformowat sie nastepujaco

gdzie
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ktéry przy transformacji Lorentza
x — Nx = X" = N XY

bedzie transformowat sie nastepujaco

gdzie
D(A) = ¢D* (NGt

To jest doktadnie takie samo prawo transformacyjne, jakie
otrzymali$my dla spinoréw Diraca dowodzac lorentzowskiej
wspdtzmienniczosci réwnania Diraca.

Wybrane elementy matematyki wyzszej 46/48



Przy odbiciu przestrzennym bispinor 1 transformuje sie
nastepujaco

=(3)=e=(30)(5)-(2)
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Przy odbiciu przestrzennym bispinor 1 transformuje sie
nastepujaco

=(3)=e=(30)(5)-(2)

Rozszerzenie ciagtej grupy Lorentza o odbicia przestrzenne
sprawia, ze czterosktadnikowe spinory Diraca v, nazywane tez
bispinorami, transformuja sie zgodnie z nieprzywiedIna
reprezentacje tej rozszerzonej grupy:
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Przy odbiciu przestrzennym bispinor 1 transformuje sie
nastepujaco
§ / 01 3 n
7 10 U §

Rozszerzenie ciagtej grupy Lorentza o odbicia przestrzenne
sprawia, ze czterosktadnikowe spinory Diraca v, nazywane tez

bispinorami, transformuja sie zgodnie z nieprzywiedIna
reprezentacje tej rozszerzonej grupy:

D(N) 0\ _ [ 59 0
0 D) ) 0 e/ 3(0+i%)

Zauwazmy jednak, ze jest to reprezentacja nieunitarna, gdyz
. : : : : . 15.3 -
tworzace ja macierze nie s3 unitarne, gdyz macierz 2% jest

nieunitarna.
Wybrane elementy matematyki wyzszej 47/48



W mechanice kwantowe] zasadniczo interesuja nas unitarne
reprezentacje grup symetrii, gdyz tylko dla transformacji unitarnych
gesto$¢ prawdopodobienstwa przejécia pomiedzy dwoma stanami
kwantowymi nie zalezy od wyboru ukfadu odniesienia, w ktérym
prowadzimy pomiary.
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W mechanice kwantowe] zasadniczo interesuja nas unitarne
reprezentacje grup symetrii, gdyz tylko dla transformacji unitarnych
gesto$¢ prawdopodobienstwa przejécia pomiedzy dwoma stanami
kwantowymi nie zalezy od wyboru ukfadu odniesienia, w ktérym
prowadzimy pomiary.

W takim razie dla grupy Lorentza otrzymaliSmy wynik, ktéry nie
spetnia naszych oczekiwan.
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Spinor Diraca B

W mechanice kwantowe] zasadniczo interesuja nas unitarne
reprezentacje grup symetrii, gdyz tylko dla transformacji unitarnych
gesto$¢ prawdopodobienstwa przejécia pomiedzy dwoma stanami
kwantowymi nie zalezy od wyboru ukfadu odniesienia, w ktérym
prowadzimy pomiary.

W takim razie dla grupy Lorentza otrzymaliSmy wynik, ktéry nie
spetnia naszych oczekiwan.

Nieistnienie skonczenie wymiarowych unitarnych reprezentacji
grupy Lorentza wigze sie z tym, ze nie jest ona grupa zwarta.
Fakt ten wigze sie z tym, ze predkosci wzgledne, bedace
parametrami pchnie¢ lorentzowskich, przyjmuja wartosci w
przedziale lewostronnie otwartym

velde) = B€[01),

gdyz v nigdy nie moze osiggnaé wartosci ¢, podczas gdy katy
obrotu 6 mozna zmienia¢ w przedziale domknietym [0, 27], jesli
utozsamimy wartosci 8 = 0 i § = 27, zamykajac odcinek w okrag.



