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‘ Oscylator harmoniczny

Ciato o masie m $lizga sie bez tarcia po podfozu pod wptywem
sprezyny przyczepionej do Sciany. Sprezyna spetnia prawo Hooke'a
F = —KXx, gdzie wspdtczynnik sprezystosci K jest zadany.
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‘ Oscylator harmoniczny

Ciato o masie m $lizga sie bez tarcia po podfozu pod wptywem
sprezyny przyczepionej do Sciany. Sprezyna spetnia prawo Hooke'a
F = —KXx, gdzie wspdtczynnik sprezystosci K jest zadany.

| :
Z |l zasady dynamiki Newtona otrzymujemy réwnanie ruchu

mx = —Kx
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‘ Oscylator harmoniczny

Ciato o masie m $lizga sie bez tarcia po podfozu pod wptywem
sprezyny przyczepionej do Sciany. Sprezyna spetnia prawo Hooke'a
F = —KXx, gdzie wspdtczynnik sprezystosci K jest zadany.

| :
Z |l zasady dynamiki Newtona otrzymujemy réwnanie ruchu

mx = —Kx = X=——X
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‘ Oscylator harmoniczny

Ciato o masie m $lizga sie bez tarcia po podfozu pod wptywem
sprezyny przyczepionej do Sciany. Sprezyna spetnia prawo Hooke'a
F = —KXx, gdzie wspdtczynnik sprezystosci K jest zadany.

| :
Z |l zasady dynamiki Newtona otrzymujemy réwnanie ruchu

mx = —Kx = X =——X = X = —wjX,
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‘ Oscylator harmoniczny

Ciato o masie m $lizga sie bez tarcia po podfozu pod wptywem
sprezyny przyczepionej do Sciany. Sprezyna spetnia prawo Hooke'a
F = —KXx, gdzie wspdtczynnik sprezystosci K jest zadany.

| :
Z |l zasady dynamiki Newtona otrzymujemy réwnanie ruchu
mx = —Kx = X =——X = X = —wjX,

gdzie oznaczylismy w3 =
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‘ Oscylator harmoniczny

Rozwigzanie ogdlne réwnania
X = —wg X

zwykle przedstawiamy w jednej z nastepujacych postaci:
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‘ Oscylator harmoniczny

Rozwigzanie ogdlne réwnania
X = —wg X
zwykle przedstawiamy w jednej z nastepujacych postaci:

x(t) = Asin(wot + «),
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‘ Oscylator harmoniczny

Rozwigzanie ogdlne réwnania
X = —wg X
zwykle przedstawiamy w jednej z nastepujacych postaci:

x(t) = Asin(wot + «), x(t) = Bcos(wot + 3)
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‘ Oscylator harmoniczny

Rozwigzanie ogdlne réwnania
X = —wg X
zwykle przedstawiamy w jednej z nastepujacych postaci:
x(t) = Asin(wot + «), x(t) = Bcos(wot + 3)
lub wykorzystujac liczby zespolone

x(t) = Ce™0t 4 De~ w0t
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‘ Oscylator harmoniczny

Rozwigzanie ogdlne réwnania
X = —wg X
zwykle przedstawiamy w jednej z nastepujacych postaci:
x(t) = Asin(wot + «), x(t) = Bcos(wot + 3)
lub wykorzystujac liczby zespolone
x(t) = Ce™0t 4 De~ w0t

gdzie A, o, B, 3, C i D s3 dowolnymi statymi.
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‘ Oscylator harmoniczny

Rozwigzanie ogdlne réwnania
X = —wg X
zwykle przedstawiamy w jednej z nastepujacych postaci:
x(t) = Asin(wot + «), x(t) = Bcos(wot + 3)
lub wykorzystujac liczby zespolone
x(t) = Ce™0t 4 De~ w0t
gdzie A, o, B, 3, C i D s3 dowolnymi statymi.

Zadanie 2. Pokazaé, ze kazda z powyzszych funkgji jest
rozwigzaniem réwnania X = —w3 x.
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‘ Ttumiony oscylator har

Rozwazmy swobodny ttumiony oscylator harmoniczny opisywany
réwnaniem

mx+cx+ Kx = 0,
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‘ Ttumiony oscylator har

Rozwazmy swobodny ttumiony oscylator harmoniczny opisywany
réwnaniem

mx+cx+ Kx = 0,

gdzie wyraz cx opisuje ttumienie — opdr ruchu proporcjonalny do
predkosci.
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‘ Ttumiony oscylator har

Rozwazmy swobodny ttumiony oscylator harmoniczny opisywany
réwnaniem

mx+cx+ Kx = 0,
gdzie wyraz cx opisuje ttumienie — opdr ruchu proporcjonalny do

predkosci.
Przedzielmy obustronnie przez m

1251 Kz o
2m m
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‘ Ttumiony oscylator har

Rozwazmy swobodny ttumiony oscylator harmoniczny opisywany
réwnaniem

mx+cx+ Kx = 0,

gdzie wyraz cx opisuje ttumienie — opdr ruchu proporcjonalny do
predkosci.
Przedzielmy obustronnie przez m

1251 Kz o
2m m
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‘ Ttumiony oscylator har

wéwczas otrzymamy réwnanie ruchu ttumionego oscylatora
harmonicznego w formie

X+ 29x + wix = 0.
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‘ Ttumiony oscylator har

wéwczas otrzymamy réwnanie ruchu ttumionego oscylatora
harmonicznego w formie

X+ 29x + wix = 0.

Podstawiajac  x(t) = e* = x(t) = X = X(t) = \2e,
otrzymamy

N2eM 429N 4 wieM =0,
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‘ Ttumiony oscylator har

wéwczas otrzymamy réwnanie ruchu ttumionego oscylatora
harmonicznego w formie

X+ 29x + wix = 0.

Podstawiajac  x(t) = e* = x(t) = X = X(t) = \2e,
otrzymamy

N2eM 429N 4 wieM =0,

a po pomnozeniu przez niezerowy czynnik e~ otrzymamy
rownanie algebraiczne na wyktadnik A

A2 429\ + Wi =0,
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‘ Ttumiony oscylator har

wéwczas otrzymamy réwnanie ruchu ttumionego oscylatora
harmonicznego w formie

X+ 29x + wix = 0.

Podstawiajac  x(t) = e* = x(t) = X = X(t) = \2e,
otrzymamy

N2eM 429N 4 wieM =0,

a po pomnozeniu przez niezerowy czynnik e~ otrzymamy
rownanie algebraiczne na wyktadnik A

A2 429\ + Wi =0,

ktére mozemy fatwo rozwigzad.
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‘ Ttumiony oscylator har

M2+ =2 +wi =0
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‘ Ttumiony oscylator har

M2+ =2 +wi =0
A+7)? =7% - w}
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‘ Ttumiony oscylator har

M2+ =2 +wi =0

A+7)? =92 -3 =  Adty=4y/12 w3
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‘ Ttumiony oscylator har

M2+ =2 +wi =0
A+ =72-w? =  Aty=4/12 -3

A= =7+ /7% — g, Ao ==y — /7?2 — wh.
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‘ Ttumiony oscylator har

M2+ =2 +wi =0

A+ =72-w? =  Aty=4/12 -3
A= —y+ /72 — Wi, A= —y — /72 — i

W zbiorze liczb zespolonych oba pierwiastki zawsze istniej3.
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‘ Ttumiony oscylator har

M2+ =2 +wi =0

A+ =72-w? =  Aty=4/12 -3
M=—v+P—-wi,  a=-y—/?-ui

W zbiorze liczb zespolonych oba pierwiastki zawsze istniej3.
Jezeli A1 # Ao, to rozwigzanie ogdlne réwnania swobodnego
oscylatora ttumionego ma postac

X(t) = Ale)‘lt + Age)\zt,

gdzie A; i A s3 statymi dowolnymi.
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‘ Ttumiony oscylator har

Rozwazmy 3 mozliwosci.
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‘ Ttumiony oscylator har

Rozwazmy 3 mozliwosci.

a) 72 < wj — stabe tlumienie = ~+2—-w3 <0

\/72—%2,:\/—((4)3—72)::&/ w3 — 2,
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‘ Ttumiony oscylator har

Rozwazmy 3 mozliwosci.

a) 72 < wj — stabe tlumienie = ~+2—-w3 <0

\/72—%2,:\/—((4)3—72)::&/ w3 — 2,

2 /
Oznaczmy w = \/wg — 72 = /B < wéwczas

)\1:—’y—|—iw, )\2:—’}/—iw
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‘ Ttumiony oscylator har

Rozwazmy 3 mozliwosci.

a) 72 < wj — stabe tlumienie = ~+2—-w3 <0

\/72—%2,:\/—((4)3—72)::&/ w3 — 2,

o) = /w2 2 W6
znaczmy w = \/wg — V4 =/ — 73, wéwczas

Al =—7+ iw, Ao =—7—iw
i rozwigzanie ogélne ma postaé

x(t) = Ale(f'wriw)t + Aze(—y—iw)t
e—'yt (Ale+iwt + A2e—iwt) )
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‘ Ttumiony oscylator har

Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe

X(O) = X0, X(O) = )'<0.
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‘ Ttumiony oscylator har

Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe
X(O) = X0, X(O) = )'<0.
Aby z nich skorzystaé, obliczmy

(1) = S (Aet 4 )]
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Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe
x(0) = xo, x(0) = xo.
Aby z nich skorzystaé, obliczmy

(1) = S (Aet 4 )]
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‘ Ttumiony oscylator har

Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe
X(O) = X0, X(O) = )'<0.
Aby z nich skorzystaé, obliczmy

(1) = S (Aet 4 )]

_ ,ye—q/t {A1e+iwt + A2e—iwt} + e Miw [Ale+iwt . A2e—iwt}
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Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe
x(0) = xo, x(0) = xo.
Aby z nich skorzystaé, obliczmy

(1) = S (Aet 4 )]

= —qe 7t {Ale*"‘wr + Age_"‘“} + e Miw [A1e+i“’t — Age_i“’t]
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‘ Ttumiony oscylator har

Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe

X(O) = X0, X(O) = )'<0.
Aby z nich skorzystaé, obliczmy

(1) = S (Aet 4 )]

= —qe 0t {Ale*"‘wr + Age_"‘“} +e Miw [A1e+i“’t - Age_i“’t]
= (7 +iw)e ATV 4 (—y — iw) e Age ™Y,
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‘ Ttumiony oscylator har

Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe

X(O) = X0, X(O) = )'<0.
Aby z nich skorzystaé, obliczmy

x(t) = % [efvt (AleJriwt_i_Azefim)}
= —ve {A1e+iw + Aze_"“’t} +e Miw [A1e+i“’t - Age_"“’t}

= (—y+iw)e At 4 (—y — iw) e T Aze M,
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‘ Ttumiony oscylator har

Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe

X(O) = X0, X(O) = )'<0.
Aby z nich skorzystaé, obliczmy
X(t) = i [ef’yt (A1e+i“’t + Ageiim)}
dt
= —qe 0t {Ale*"‘wr + Age_"‘“} +e Miw [A1e+i“’t - Age_i“’t]
= (—y+iw)e AT 4 (—y — iw) e At

X(O) = et (Ale+th + Aze_th) ‘t:O
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‘ Ttumiony oscylator har

Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe

X(O) = X0, X(O) = )'<0.
Aby z nich skorzystaé, obliczmy
X(t) = i [ef’yt (A1e+i“’t + Ageiim)}
dt
= —qe 0t {Ale*"‘wr + Age_"‘“} +e Miw [A1e+i“’t - Age_i“’t]
= (—y+iw)e AT 4 (—y — iw) e At

X(O) = et (A1e+i“’t + Aze_th) ‘t:O = A1 4+ Ay = xo,
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‘ Ttumiony oscylator har

Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe

X(O) = X0, X(O) = )'<0.
Aby z nich skorzystaé, obliczmy
X(t) = i [ef’yt (A1e+i“’t + Ageiim)}
dt
= —qe 0t {Ale*"‘wr + Age_"‘“} +e Miw [A1e+i“’t - Age_i“’t]
= (—y+iw)e AT 4 (—y — iw) e At
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‘ Ttumiony oscylator har

Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe

X(O) = X0, X(O) = )'<0.
Aby z nich skorzystaé, obliczmy

d ) )
X — |t +iwt —iwt
X0 = gy le (e s A )|
= —qe [Ale+iwt + Aze_iwq +e Miw [Ale+iwt — A2e_th]
= (—y+iw)e VAtV 4 (—y —jw) e VT Ae ¥t
x(0) = e (A1e+i°”t + Age_i”t) ‘t:O = A1+ Ay = x,
x(0) =
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‘ Ttumiony oscylator har

Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe

X(O) = X0, X(O) = )'<0.
Aby z nich skorzystaé, obliczmy

x(t) = % [e,w (Ale+iwt i Age*"‘“f)}

= —ve {A1e+iw + Aze_"“’t} + e Miw [A1e+i“’t - Age_"“’t}
= (—y+iw)e ATV 4 (—y —iw)e T Ae ¥,
x(0) = e (A1e+im + Age_i‘*’t) ‘t . = AL+ A = xo,

x(0) = (—y+iw)Ar — (7 +iw)A;
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‘ Ttumiony oscylator har

Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe
X(O) = X0, X(O) = )'<0.
Aby z nich skorzystaé, obliczmy

x(t) = % [e’”t (A1e+i“’t + Aze*"“’t)}
= —ve {A1e+iw + Aze_"“’t} + e Miw [A1e+i“’t - Age_"“’t}
= (—v+iw)e AT 4 (—y — iw) e Tt Age T,

x(0) = e (At 4 Ape )| = A+ A =0,

x(0) = (—y+iw)Ar — (7 +iw)A;
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‘ Ttumiony oscylator har

Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe
X(O) = X0, X(O) = )'<0.
Aby z nich skorzystaé, obliczmy

d . .
X — |t +iwt —iwt
X0 = gy le (e s A )|
= —qe [Ale+iwt + Aze_iwq +e Miw [Ale+iwt — A2e_th]
= (—y+iw)e A etivt 4 (= — iw) eVt Aye it
X(O) — e_’}’t (Ale+iwt + Aze—iwt) ‘t_o — A]_ + A2 — X0,
x(0) = (—v+iw)Ar—(v+ iw) Az
= — (A1 + A2) +iw (A1 — Az) = Xo.
N—

X0
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‘ Ttumiony oscylator har

Skad

; Xo + X0

I'w(AlfAz):)'(o+’)/X0 = A1*A2:* -
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‘ Ttumiony oscylator har

Skad

I'w(AlfAz):)'(o+’)/X0 = Al—A=-—i w

Rozwiazujac uktad réwnan

{A1+A2=X0

_ _ _ X0tYx0
Al A2 = 1 =
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‘ Ttumiony oscylator har

Skad

; Xo + X0

I'w(AlfAz):)'(o+’)/X0 = A1*A2:* -

Rozwiazujac uktad réwnan

_ _ _ X0tYx0
Al A2 = 1 =

{A1+A2=X0

otrzymamy state A; i Ax:

Alzf X0

1[ _iX0+’yX0
2

1 .
7 AF[XH,-WJ}:A;.
2 w
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‘ Ttumiony oscylator har

Rozwigzanie przyjmuje postac

x(t) = e (Alei“’t + Age_i“’t)
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‘ Ttumiony oscylator har

Rozwigzanie przyjmuje postac

x(t) = e (Alei“’t + Age_i“’t) =e "t [Alei“t + (Ale"wt)*}
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‘ Ttumiony oscylator har

Rozwigzanie przyjmuje postac

x(t) = e (Alei“’t + Age_i“’t) =e "t [Alei“t + (Ale"wt)*}
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‘ Ttumiony oscylator har

Rozwigzanie przyjmuje postac
x(t) = et (Aleiwt + Aze—iwt) _ et [Aleiwt + (Aleiwt)*}
= e "2Re (Al e’“) ,
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‘ Ttumiony oscylator har

Rozwigzanie przyjmuje postac

x(t) = e (Alei“’t + Age_i“’t) =e Mt [Alei“t + (Ale"wt)*}
= e "2Re (Ale’“) ,

gdzie

—i W) (coswt + isinwt)]
w

2Re (Alei“’t) — 2Re B <xo
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‘ Ttumiony oscylator har

Rozwigzanie przyjmuje postac

x(t) = et (Aleiwt + Aze—iwt) _ et [Aleiwt + (Aleiwt)*}
= e "2Re (Ale’“) ,
gdzie
, 1 '
2Re (Ale""t) = 2Re [2 (xo — i W) (coswt + isin wt)]
w
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‘ Ttumiony oscylator har

Rozwigzanie przyjmuje postac

x(t) = e (Alei“’t + Age_i“’t) =e M [Alei“t + (Ale"wt)*}
= e "2Re (Ale’“) ,

gdzie

2Re (Alei“’t) — 2Re B <xo -

X0+ X0 .
= xocoswt+07wsmwt.
w

i W) (coswt + isin wt)]
w
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‘ Ttumiony oscylator har

W takim razie, rozwigzanie w przypadku stabego ttumienia
przyjmuje postaé

X0 + YX
Xocoscut“—i—oi70

t)=e " inwt| .
x(t)=e - smw}
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‘ Ttumiony oscylator har

W takim razie, rozwigzanie w przypadku stabego ttumienia
przyjmuje postaé

_ X0+ %0 .
x(t) = e 7" | xp coswt + DT Gy wt} .
w
Podstawmy
. X =+ vX WX
Xg = asinq, XNTT0 _ osa — tga:_io'
w X0 + X0
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‘ Ttumiony oscylator har

W takim razie, rozwigzanie w przypadku stabego ttumienia
przyjmuje postaé

_ X0+ %0 .
x(t) = e 7" | xp coswt + DT Gy wt} .
w
Podstawmy
. X =+ vX WX
Xg = asinq, XNTT0 _ osa — tga:_io'
w X0 + X0

Podnoszac obustronnie do kwadratu i dodajac stronami dwa
pierwsze rébwnania otrzymamy

. 2 v 2
2o (ot a:%“(xoﬂxo),
w w
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‘ Ttumiony oscylator har

Wtedy x(t) mozemy zapisaé w formie

x(t) = e 7" (asinacoswt + acosasinwt) = ae” "' sin (wt + «).

AN
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‘ Ttumiony oscylator har

Wtedy x(t) mozemy zapisaé w formie
x(t) = e 7" (asinacoswt + acosasinwt) = ae” "' sin (wt + «).

Otrzymalismy ttumione drgania, ktérych amplituda maleje
eksponencjalnie, a czestos¢ w = \/wg — 72 jest nieco mniejsza od
czestosci oscylatora swobodnego.

(t)

AN
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‘ Ttumiony oscylator har

b) 72 > w3 - silne ttumienie = 4% —w3 >0
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‘ Ttumiony oscylator har

b) 72 > w3 - silne ttumienie = 4% —w3 >0
Rozwiazanie ogdlne ma postac

x(t) = Are” (v=v7?=ef)t + Aze_(wr \% 72_“’3>t.
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‘ Ttumiony oscylator har

b) 72 > w3 - silne ttumienie = 4% —w3 >0
Rozwiazanie ogdlne ma postac

() = A VTR g TR

Nie opisuje ono drgan periodycznych.
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‘ Ttumiony oscylator har

b) 72 > w3 - silne ttumienie = 4% —w3 >0
Rozwiazanie ogdlne ma postac

() = A VTR g TR

Nie opisuje ono drgan periodycznych.
Przyjmijmy warunki poczatkowe w formie x(0) = 0 i x(0) = xo.
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‘ Ttumiony oscylator har

b) 72 > w3 - silne ttumienie = 4% —w3 >0
Rozwiazanie ogdlne ma postac

() = Ao (VTR 4 gy bR
Nie opisuje ono drgan periodycznych.

Przyjmijmy warunki poczatkowe w formie x(0) = 0 i x(0) = xo.
Obliczmy najpierw

x(0) =~ (v V2 = B) e OV
(14 2 R) e VTN
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‘ Ttumiony oscylator har

a nastepnie

X(O):A1+A2:0 = Ay = —A;,

X(O)Z—(’Y—\/’Yz—w%) Al — <7+\/'y2—w8> Ax =
= [—7+\/m+7+\/72—WS] A1 = X,
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‘ Ttumiony oscylator har

a nastepnie

X(O):A1+A2:0 = Ay = —A;,

X(O)Z—(’Y—\/’Yz—w%) Al — <7+\/'y2—w8> Ax =
= [—7+\/m+7+\/72—WS] A1 = X,

skad
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‘ Ttumiony oscylator har

Rozwigzanie szczegdlne ma zatem postaé

W) = e (VR e ()
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‘ Ttumiony oscylator har

Rozwigzanie szczegdlne ma zatem postaé

) = e VR e ()

A {e‘(V—W)t _ o (rHVER) t:|
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‘ Ttumiony oscylator har

Rozwigzanie szczegdlne ma zatem postaé

x(t) = A 0VIPR)t L p o= (VAT
= A {e_(’y_m)t _ e—(v-&-\/ﬂfw%)t}
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‘ Ttumiony oscylator har

Rozwigzanie szczegdlne ma zatem postaé

) = e VR e ()

A {e‘(V—W)t _ o (rHVER) t:|

= Ae " (eV Vgt eV t)
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‘ Ttumiony oscylator har

Rozwigzanie szczegdlne ma zatem postaé

x(t)

Ale—(W—\/VZ—wS)f+A2e—(7+\/72—7w§)f
Ay {e‘(V‘m)t _ o (rHVER) t}

= Ae " (eV Vgt eV t)
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Ttumiony oscylator har

Rozwigzanie szczegdlne ma zatem postaé

x(t) = A (VIER)t | p e (VAR
= A {e_(V_M)t _ e—(v-&-\/w?—iwg)t}

= Ae " (eV Vgt eV t)

vt em —/72 w t
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‘ Ttumiony oscylator har

Rozwigzanie szczegdlne ma zatem postaé

x(t) = A (VIER)t | p e (VAR
= A {e_(V_M)t _ e—(v-&-\/w?—iwg)t}

_ At (e\/mt_e_\/mt>
\/'y 7w0 \/'y w t
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‘ Ttumiony oscylator har

Rozwigzanie szczegdlne ma zatem postaé
x(t) = A 0VIPR)t L p o= (VAT
— A {e_(V—\/W—i‘US)t D) t}
= Ae "t (e\/m t_ o=V} t)
vt em \/ﬁf

:me '
X
\/7

X0

7t sinh \/m t.
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‘ Ttumiony oscylator har

c) 72 = w3 — aperiodyczny przypadek graniczny
= P-wi=0 = A=)\=X=—%

X(t) = Ale_“ + Aze_“ = (Al + A2) e_“’t = A~16_’yt.
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‘ Ttumiony oscylator har

c) 72 = w3 — aperiodyczny przypadek graniczny
= P-wi=0 = A=)\=X=—%

X(t) = Ale_vt + Aze_’yt = (Al + A2) e_“’t = A~16_’yt.

To rozwigzanie zawiera tylko jedna stata dowolna, a wiec nie jest
rozwigzaniem ogdlnym, ktére musi zawiera¢ dwie state dowolne.
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‘ Ttumiony oscylator har

c) v = wg — aperiodyczny przypadek graniczny
= P-wi=0 = A=)\=X=—%

X(t) = Ale_vt + Aze_’yt = (Al + A2) e Mt = A~16_’yt.

To rozwigzanie zawiera tylko jedna stata dowolna, a wiec nie jest
rozwigzaniem ogdlnym, ktére musi zawiera¢ dwie state dowolne.
Jezeli \ jest pierwiastkiem dwukrotnym réwnania
charakterystycznego, to rozwigzanie ogblne ma postaé

X(t) = A~1€/\t + Agte/\t.
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‘ Ttumiony oscylator har

Aby sie przekonaé, ze tak jest, sprawdzmy, ze
x(t) = Aje 7t + Arte ™t
jest rozwigzaniem rozpatrywanego réwnania
X+ 2y%x +wix =0

jezeli 42 = w2.
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‘ Ttumiony oscylator har

W tym celu obliczmy

x(t) = —yAre V4 Aye ™Vt — yArte
x(t) = APAre V= 2yAe "t 42 Ayte Tt

Wybrane elementy matematyki wyzszej 18/31



‘ Ttumiony oscylator har

W tym celu obliczmy

x(t) = —yAre V4 Aye ™Vt — yArte
x(t) = ’)/ZAle_Wt — 2’}/A~26_’yt + ’721521'6’_%

i sprawdzmy, czy jest spetnione réwnanie

X 4 29% + wix = X + 2yx +4°x = 0.
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‘ Ttumiony oscylator har

W tym celu obliczmy
x(t) = —yAre V4 Aye ™Vt — yArte
x(t) = ’)/ZAle_Wt — 2’}/A~26_’yt + ’721521'6’_%
i sprawdzmy, czy jest spetnione réwnanie

X 4 29% + wix = X + 2yx +4°x = 0.

X+ 2% +7°x = (’72/“1 — 272 + 72/“21“) et

+2y (—fyzz\l + Ay — A, t) e 42 (A~1 + Azt) e =
('yz — 292 + 72) Are ™Vt 4 (=27 + 27) Age ™t

+ (=292 +42) Aote 1t = 0.
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‘ Ttumiony oscylator har

Przyjmijmy warunki poczatkowe x(0) = 0 i x(0) = %o, wtedy

x(0) = x(t)= Are® + Ay 06 = Ay =0,
X(O) = —’yANleO + Ageo — ’YANQ . OeO = AN2 = X().
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‘ Ttumiony oscylator har

Przyjmijmy warunki poczatkowe x(0) = 0 i x(0) = xo, wtedy

x(0) = x(t)= Are® + Ay 06 = Ay =0,
X(O) = —’)/A~1€0 + Ageo — ’YANQ . Oeo = AN2 = Xo.

Witedy rozwigzanie szczegdlne ma postaé

x(t) = xote "
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‘ Ttumiony oscylator har

Zilustrujmy przypadek silnego ttumienia (72 > w%) i aperiodyczny
przypadek graniczny (2 = w?) wykresem.

A
x(t) 2
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‘ Ttumiony oscylator har

Zilustrujmy przypadek silnego ttumienia (72 > w%) i aperiodyczny
przypadek graniczny (2 = w?) wykresem.

A
x(t) 2

Widzimy, ze w aperiodycznym przypadku granicznym wychylenia
maleja przy t — oo szybciej niz w przypadku silnego ttumienia.
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‘ Ttumiony oscylator har

Zilustrujmy przypadek silnego ttumienia (72 > w%) i aperiodyczny
przypadek graniczny (2 = w?) wykresem.

A
x(t) 2

Widzimy, ze w aperiodycznym przypadku granicznym wychylenia
maleja przy t — oo szybciej niz w przypadku silnego ttumienia.
Dlatego wskazéwkowe przyrzady pomiarowe pracujg wtasnie w tym
rezimie.
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\
Drgania wymuszone os

Drgania wymuszone oscylatora ttumionego opisywane s3
réwnaniem

mX + cx + Kx = Fg cos Qt.
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Drgania wymuszone osc

Drgania wymuszone oscylatora ttumionego opisywane s3
réwnaniem

mX + cx + Kx = Fg cos Qt.

Podzielmy przez m

K F
5€+2i>'<+ “x =L cosQt
2m m m
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Drgania wymuszone osc

Drgania wymuszone oscylatora ttumionego opisywane s3
réwnaniem

mX + cx + Kx = Fg cos Qt.

Podzielmy przez m

K F
5€+2i>'<+ “x =L cosQt
2m m m

i oznaczmy

<
V=5
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\
Drgania wymuszone osc

Drgania wymuszone oscylatora ttumionego opisywane s3
réwnaniem

mX + cx + Kx = Fg cos Qt.

Podzielmy przez m

K F
5€+2i>'<+ “x =L cosQt
2m m m

i oznaczmy

c

Y=o
2m’
wdwczas otrzymamy réwnanie

X+ 29X + wix = fycos Qt.
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\
Drgania wymuszone os

Rozwiazanie ogdlne x(t) takiego réwnania niejednorodnego jest
suma

x(t) = xo(t) +x(t)
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\
Drgania wymuszone osc

Rozwiazanie ogdlne x(t) takiego réwnania niejednorodnego jest
suma

x(t) = xo(t) + x(t)
rozwiazania ogdlnego réwnania jednorodnego

Xo + 2vx0 + ng() =0
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\
Drgania wymuszone osc

Rozwiazanie ogdlne x(t) takiego réwnania niejednorodnego jest
suma

x(t) = xo(t) + x(t)
rozwiazania ogdlnego réwnania jednorodnego

Xo 4 2% + wixo =0
i szczegblnego rozwigzania réwnania niejednorodnego

X1+ 2vx1 + w(2)X1 = fycos Qt.
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\
Drgania wymuszone os

Poszukajmy rozwigzania szczegblnego x;(t) w formie

x1(t) = BcosQt + CsinQt.
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\
Drgania wymuszone os

Poszukajmy rozwigzania szczegblnego x;(t) w formie
x1(t) = BcosQt + CsinQt.
Obliczmy pochodne

)'<1(t) =
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\
Drgania wymuszone os

Poszukajmy rozwigzania szczegblnego x;(t) w formie
x1(t) = BcosQt + CsinQt.
Obliczmy pochodne

x1(t) = — BQsinQt+ CQcosQt,
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Drgania wymuszone os

Poszukajmy rozwigzania szczegblnego x;(t) w formie
x1(t) = BcosQt + CsinQt.
Obliczmy pochodne

x1(t) = — BQsinQt+ CQcosQt,
*1(t)
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Drgania wymuszone os

Poszukajmy rozwigzania szczegblnego x;(t) w formie
x1(t) = BcosQt + CsinQt.
Obliczmy pochodne

x1(t) = — BQsinQt+ CQcosQt,
X(t) =

Wybrane elementy matematyki wyzszej 23/31



\
Drgania wymuszone osc

Poszukajmy rozwigzania szczegblnego x;(t) w formie
x1(t) = BcosQt + CsinQt.
Obliczmy pochodne

x1(t) = — BQsinQt+ CQcosQt,
(t) = — BQ?cosQt — CQ%sinQt
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\
Drgania wymuszone osc

Poszukajmy rozwigzania szczegblnego x;(t) w formie
x1(t) = BcosQt + CsinQt.
Obliczmy pochodne

x1(t) = — BQsinQt+ CQcosQt,
(t) = — BQ?cosQt — CQ%sinQt

i wstawmy do réwnania X3 + 2yx1 + w%xl = fycos €t :

—BQ? cos Qt — CQ%sin Qt + 2 (—BQsin Qt + CQ cos Qt)
+w3 (B cos Qt + CsinQt) = fycos Qt.
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\
Drgania wymuszone osc

Poréwnujac wspdtczynniki przy sin Qt i cos Qt po obu stronach
réwnania:

—BQ? cos Qt — CQ?sin Qt + 2y (—BQsin Qt + CQ cos Qt)
+w3 (B cosQt + CsinQt) = fycos Qt

otrzymamy uktad réwnan

~’°B+29QC+wiB = f,
—?C-2yQB+wiC = 0
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Drgania wymuszone osc

Poréwnujac wspdtczynniki przy sin Qt i cos Qt po obu stronach
réwnania:

—BQ? cos Qt — CQ?sin Qt + 2y (—BQsin Qt + CQ cos Qt)
+w3 (B cosQt + CsinQt) = fycos Qt

otrzymamy uktad réwnan

~’°B+29QC+wiB = f,
~Q2C-20QB+uwiC = 0 = C(uf Q%) =208

Wybrane elementy matematyki wyzszej 24/31



\
Drgania wymuszone osc

Poréwnujac wspdtczynniki przy sin Qt i cos Qt po obu stronach
réwnania:

—BQ? cos Qt — CQ?sin Qt + 2y (—BQsin Qt + CQ cos Qt)
+w3 (B cosQt + CsinQt) = fycos Qt

otrzymamy uktad réwnan

~’°B+29QC+wiB = f,
~Q2C-20QB+uwiC = 0 = C(uf Q%) =208

W takim razie, jesli Q # wp, to

C =

Wybrane elementy matematyki wyzszej 24/31



\
Drgania wymuszone os

a po wstawieniu do pierwszego réwnania otrzymamy

(279)°

) g
wg — 02 0

(wg — Qz) B+
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Drgania wymuszone os

a po wstawieniu do pierwszego réwnania otrzymamy

(279)°

) g
wg — 02 0

(wg — Qz) B+

a wiec

wi — 0?2 . 27Q p
0, = 0-
(w? — Q2)° + 49202 (wB — 022)° + 44202
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\
Drgania wymuszone os

a po wstawieniu do pierwszego réwnania otrzymamy

(279)?

(u)g—Qz)B"‘m

B = fo,

a wiec

wi — 0?2 . 27Q p
0, = 0-
(W — 92) + 42 (W — ) + 42

Podstawmy B = Acosp i C = Asin , wtedy

f; C 2902
A=VB2+(C2= ° , tgp= =)

Vg -2 a2 i
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\
Drgania wymuszone os

Rozwigzanie szczegdlne xi(t) przybiera postac

x1(t) = AcospcosQt + AsinpsinQt = Acos (Qt — ¢).
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Drgania wymuszone os

Rozwigzanie szczegdlne xi(t) przybiera postac
x1(t) = AcospcosQt + AsinpsinQt = Acos (Qt — ¢).
Zauwazmy, ze jesli Q = wy, to

C(wf-0?) =290B=0 = B=0.
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\
Drgania wymuszone os

Rozwigzanie szczegdlne xi(t) przybiera postac
x1(t) = AcospcosQt + AsinpsinQt = Acos (Qt — ¢).
Zauwazmy, ze jesli Q = wy, to
C(wf-0?) =290B=0 = B=0.

a z rbwnania

fo

—PB+29QC+wiB=fh = 290C=f = C=5g
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\
Drgania wymuszone os

Rozwigzanie szczegdlne xi(t) przybiera postac
x1(t) = AcospcosQt + AsinpsinQt = Acos (Qt — ¢).
Zauwazmy, ze jesli Q = wy, to
C(wf-0?) =290B=0 = B=0.

a z rbwnania

p
—PB+29QC+wiB=fh, = 29QC=fh, = C=-—>

2782
co jest szczegblnym przypadkiem wzoréw

wi — 0?2 . 27Q P
0 = 0-
(W — 92) + 42 (W — ) + 42
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\
Drgania wymuszone os

Zwiazki

fc
B=Acosp=0 i C:Asincp:ﬁ
~

mozemy spetni¢ wybierajac

0 fo
== A= 9O
L - ¢ 27Q2
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Drgania wymuszone os

Zwiazki

fc
B=Acosp=0 i C:Asimp:—zoQ
2

mozemy spetni¢ wybierajac

m fo
== = C=A=—
L 27Q2
i nasze rozwigzanie ma taka sama postaé jak dla Q # wy:

xi(t) = Acos%coth + Asin gsin Qt = Acos (Qt — Z) .
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\
Drgania wymuszone os

W przypadku stabego ttumienia (w3 > v2) otrzymamy nastepujace
rozwigzanie ogblne

x(t) = xo(t) + x1(t) = ae" " sin (wt + ) + Acos (Qt — ).

—2
—10 —5 )

o
“
N
~

-

]
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Drgania wymuszone osc

W przypadku stabego ttumienia (w3 > v2) otrzymamy nastepujace
rozwigzanie ogblne

x(t) = xo(t) + x1(t) = ae" " sin (wt + ) + Acos (Qt — ).

—2
—10 —5 )

o
“
N
~

-

]

Oscylacje wokét wiodacego wyrazu Acos (2t — ¢) maleja przy tym
eksponencjalnie.
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\
Drgania wymuszone os

Po dtugim czasie pozostanie tylko tzw. sktadowa stacjonarna
drgania

x(t) = Acos (2t — ).
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\
Drgania wymuszone os

Po dtugim czasie pozostanie tylko tzw. sktadowa stacjonarna
drgania

x(t) = Acos (2t — ).

Znajdzmy czesto$¢ rezonansowa, ktéra odpowiada maksimum
amplitudy
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\
Drgania wymuszone osc

Oznaczmy wyrazenie podpierwiastkowe w mianowniku wzoru na A
przez

f(2?) = (22- wg)z + 442Q2
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\
Drgania wymuszone osc

Oznaczmy wyrazenie podpierwiastkowe w mianowniku wzoru na A
przez

2
F(2?) = (22— ud)” + 49702
i przyrbwnajmy jego pochodna do zera

df (9?)
dQ?

=2(@-wf) +47=0 & Q-wf+22=0,
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\
Drgania wymuszone osc

Oznaczmy wyrazenie podpierwiastkowe w mianowniku wzoru na A
przez

2
F(2?) = (22— ud)” + 49702
i przyrbwnajmy jego pochodna do zera

df (9?)

5 =2(@-wf) +47=0 & Q-wf+22=0,

Otrzymujemy stad czestos$¢ rezonansowa

Q% :wg —272 = Qp= \/wg — 292,
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\
Drgania wymuszone os

ktérej odpowiada amplituda rezonansowa
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Drgania wymuszone osc

ktérej odpowiada amplituda rezonansowa

A A(QR) fo
max — R) — =
V@B = +292) + 442 (0§ - 277)
\/474 + 47%}8 — 874 \/472w3 — 44

fo fo

27y /wg _ 'YZ 2yw
gdzie, tak jak poprzednio, w = \/ﬂ.
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\
Drgania wymuszone osc

ktérej odpowiada amplituda rezonansowa

A AQR) fo
max — R) — =
V(6B 6B +272)° + 42 (o - 29?)
\/474 + 47%}8 — 874 \/472w3 — 44

fo fo

2 /wg — A2 2yw
gdzie, tak jak poprzednio, w = \/wg — 2.

Rezonans jest zjawiskiem wystepujacym powszechnie w przyrodzie.
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