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W fizyce czesto operujemy pojeciem punktu materialnego, ktory
jest wyidealizowanym obiektem pozbawionym rozmiaréw, ale
obdarzonym masa.
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obdarzonym masa.

Potozenie punktu w tréjwymiarowej przestrzeni opisujemy w
wybranym uktadzie odniesienia.

Najczesciej stosowane trojwymiarowe uktady wspoétrzednych:

P(x,y,z)
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W ukfadzie kartezjanskim wektor potozenia (wodzacy) 7 taczacy
poczatek uktadu O z punktem P(x,y,z) ma wspbtrzedne:

P(z,y,z)

=

r=[x—-0y—-0,z—-0]=[x,y,z].
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W ukfadzie kartezjanskim wektor potozenia (wodzacy) 7 taczacy
poczatek uktadu O z punktem P(x,y,z) ma wspbtrzedne:
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T

Zauwazmy, ze wektor ten ma doktadnie takie same wspotrzedne
jak punkt P.
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W ukfadzie kartezjanskim wektor potozenia (wodzacy) 7 taczacy
poczatek uktadu O z punktem P(x,y,z) ma wspbtrzedne:

P(z,y,z)

=

r=[x—-0y—-0,z—-0]=[x,y,z].

z ) :>‘F1: [P L 72 = x2+y2+z2.

)
T

Zauwazmy, ze wektor ten ma doktadnie takie same wspotrzedne
jak punkt P.

Dlatego mozemy uzy¢ go do opisu potozenia punktu materialnego
w trakcie ruchu.
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Wersory
Zdefiniujmy wersory, czyli wektory jednostkowe wzdtuz osi uktadu

kartezjanskiego.
z

I
\0 w
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Wersory B

Zdefiniujmy wersory, czyli wektory jednostkowe wzdtuz osi uktadu

kartezjanskiego.
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Wersory spetniaja relacje:

X[ =l=12l=1,
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Wersory NS

Zdefiniujmy wersory, czyli wektory jednostkowe wzdtuz osi uktadu

kartezjanskiego.
z

Wersory spetniaja relacje:

X =19]=12]=1, xxy=2
Ostatnia réwno$é oznacza, ze
uktad kartezjanski jest prawo-

skretny.
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Przy uzyciu wersoréw wektor ten mozemy zapisaé w formie:

r= [yzl=xf+tyy+z2
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Przy uzyciu wersoréw wektor ten mozemy zapisaé w formie:
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— [Xla X2, X3]
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Wersory B

Zdefiniujmy wersory, czyli wektory jednostkowe wzdtuz osi uktadu

kartezjanskiego.
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X =19]=12]=1, xxy=2
Ostatnia réwno$é oznacza, ze
uktad kartezjanski jest prawo-

skretny.
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Przy uzyciu wersoréw wektor ten mozemy zapisaé w formie:

r = [xyzl=xX+yy+zz
= [x1,x0,x3) = x1 &1 + X2 & + x3 é3.
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Wektor pofozenia

PrzyjeliSmy tutaj konwencje

X:X]_7 y:X27 Z:X3,
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Wektor potozenia

PrzyjeliSmy tutaj konwencje
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PrzyjeliSmy tutaj konwencje

ktéra, jak sie przekonamy dalej, jest bardzo wygodna.

Wybrane elementy matematyki wyzszej 5/48



W uktadzie sferycznym potozenie punktu opisujemy podajac jego
odlegto$¢ od poczatku uktadu r = |r], oraz katy: biegunowy 6 i
azymutalny ¢.

Z4
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b Zwigzki ze wspdtrzednymi karte-

zjanskimi s3 nastepujace:
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Zakresy zmiennoéci wspdtrzednych sferycznych:
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W uktadzie sferycznym potozenie punktu opisujemy podajac jego
odlegto$¢ od poczatku uktadu r = |r], oraz katy: biegunowy 6 i
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b Zwigzki ze wspdtrzednymi karte-

zjanskimi s3 nastepujace:
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gdzie r' = rsin6.

Zakresy zmiennoéci wspdtrzednych sferycznych:

0<r<oo, 0<6<m, 0 < p<2m.
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Ustalajac jedng ze wspdtrzednych w uktadzie sferycznym
otrzymamy powierzchnie.

]

raxis
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Ustalajac jednag ze wspétrzednych w uktadzie sferycznym
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r=ry = sfera o promieniu ry
0 =0y = pobocznica stozka o
kacie pdtrozwartosci 0

© = = potptaszczyzna two-
rzaca kat g z ptaszczyzna xOz.
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otrzymamy powierzchnie.

]

raxis

r=ry = sfera o promieniu ry
0 =0y = pobocznica stozka o
kacie pdtrozwartosci 0

=19 = pbdtptaszczyzna two-
rzaca kat g z ptaszczyzna xOz.

Ustalajac jednoczesnie dwie wspdtrzedne otrzymamy linie. Np.
r=rif==0y = okrag (réwnoleznik),

r=rip=¢y = pdlokrag (potudnik),

0=0piip=wg = podtprosta o poczatku w srodku sfery,
gdzie wykorzystaliSmy oczywista analogie z globusem.
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W uktadzie cylindrycznym potozenie punktu opisujemy podajac
jego odlegtos¢ od wybranej osi r, kat azymutalny ¢ oraz wysokos$¢
z nad ptaszczyzne prostopadta do wybranej osi, do ktérej nalezy
poczatek uktadu O.

Zh
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W uktadzie cylindrycznym potozenie punktu opisujemy podajac
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z nad ptaszczyzne prostopadta do wybranej osi, do ktérej nalezy
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tezjanskimi:

X = rcosy,
y = rsinyp,
9 z = 2z

Zakresy zmiennosci wspotrzednych cylindrycznych:

0<r<oo, 0 < p<2m, —00 < z<00.
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Zadanie. Jak wygladaja linie statych wspdtrzednych w uktadzie
cylindrycznym?

Zauwazmy, ze linie statych wspoétrzednych w uktadzie sferycznym i
cylindrycznym, chociaz moga by¢ liniami krzywymi, to zawsze
przecinajg sie pod katami prostymi w kazdym punkcie
3-wymiarowej przestrzeni, tzn.

e Py(ro, 00, ¢0) w uktadzie sferycznym i
e Py(ro, 0, 20) w uktadzie cylindrycznym.
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Zadanie. Jak wygladaja linie statych wspdtrzednych w uktadzie
cylindrycznym?

Zauwazmy, ze linie statych wspoétrzednych w uktadzie sferycznym i
cylindrycznym, chociaz moga by¢ liniami krzywymi, to zawsze
przecinajg sie pod katami prostymi w kazdym punkcie
3-wymiarowej przestrzeni, tzn.

e Py(ro, 00, ¢0) w uktadzie sferycznym i

e Py(ro, 0, 20) w uktadzie cylindrycznym.
Dlatego uktady sferyczny i cylindryczny, podobnie jak uktad
kartezjanski, nazywamy ortogonalnymi ukfadami wspétrzednych.
Zadanie. Znalez¢ element objetosci, odpowiadajacy elementowi
dv = dxdydz w uktadzie kartezjanskim, w ukfadach sferycznym i
cylindrycznym.
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Wektor w przestrzeni tréjwymiarowej mozemy zapisaé

r=x1é+x &+x38
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Wektor w przestrzeni tréjwymiarowej mozemy zapisaé

3
F=xibi+x&+x3é=) x§
i—1
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Wektor w przestrzeni tréjwymiarowej mozemy zapisaé
3

F=xibi+xb+x3b=) xé&=xé,
i—1
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Wektor w przestrzeni tréjwymiarowej mozemy zapisaé
3

F=xibi+xb+x3b=) xé&=xé,
i=1

gdzie w ostatniej réwnosci pominelismy symbol sumy.
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Wektor w przestrzeni tréjwymiarowej mozemy zapisaé
3

F=xibi+xb+x3b=) xé&=xé,
i=1

gdzie w ostatniej réwnosci pominelismy symbol sumy.

Za Einsteinem przyjmiemy nastepujaca konwencje.
Wskaznik sumacyjny w wyrazeniu iloczynowym zawsze sie
powtarza (wystepuje dwukrotnie) dlatego, jesli tylko zakres
sumowania jest oczywisty, mozemy pominaé znak sumy.
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Rozwazmy dwa wektory J'i b w uktadzie kartezjanskim

a = [317 ap, 33]
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Rozwazmy dwa wektory J'i b w uktadzie kartezjanskim

d = [apa,a]=aé+aédb+azé
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lloczyn skalarny wektoréw 3'i b definiujemy nastepujaco

F-b=|3] |b|cosh,

gdzie 6 — kat pomiedzy wektorami J'i b.
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gdzie wprowadziliémy tensor symetryczny 4;;, zwany delta
Kroneckera
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i = Vo0, da i#j
= (511 = (522 = (533 = 1, (512 = 513 = 523 =..=0.

i wykorzystaliSmy relacje ortogonalnosci wersoréw kartezjanskiego
uktadu wspétrzednych

e,--ejzé,-j,

ktéra taczy w sobie wtasnosci ich unormowania, |&] =1
wzajemnej ortogonalnosci & L &, /,j=1,2,3.
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Dla dowolnej wielkosci o sktadowych ai, as, a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Wybrane elementy matematyki wyzszej 14/48



Dla dowolnej wielkosci o sktadowych ai, as, a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Rzeczywiscie, dla i = 1 (podobnie dla i = 2,3) mamy

aj51j =

Wybrane elementy matematyki wyzszej 14/48



Dla dowolnej wielkosci o sktadowych ai, as, a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Rzeczywiscie, dla i = 1 (podobnie dla i = 2,3) mamy

3
a1y = Y aj0y;
=1

Wybrane elementy matematyki wyzszej 14/48



Dla dowolnej wielkosci o sktadowych ai, as, a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Rzeczywiscie, dla i = 1 (podobnie dla i = 2,3) mamy

3
aj51j = Z aj51j =
j=1

Wybrane elementy matematyki wyzszej 14/48



Dla dowolnej wielkosci o sktadowych ai, as, a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Rzeczywiscie, dla i = 1 (podobnie dla i = 2,3) mamy

3
ajf1j = Y _aj0y; = a1011 + a1z + 33013
=1

Wybrane elementy matematyki wyzszej 14/48



Dla dowolnej wielkosci o sktadowych ai, as, a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Rzeczywiscie, dla i = 1 (podobnie dla i = 2,3) mamy

3
ajf1j = Y _aj0y; = a1011 + a1z + 33013
=1

Wybrane elementy matematyki wyzszej 14/48



Dla dowolnej wielkosci o sktadowych ai, as, a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Rzeczywiscie, dla i = 1 (podobnie dla i = 2,3) mamy

3
ajf1j = Y _aj0y; = a1011 + a1z + 33013
=1
= a-14a-04+a3-0=a;.

Wybrane elementy matematyki wyzszej 14/48



Dla dowolnej wielkosci o sktadowych ai, as, a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Rzeczywiscie, dla i = 1 (podobnie dla i = 2,3) mamy

3
ajf1j = Y _aj0y; = a1011 + a1z + 33013
=1
= a-14a-04+a3-0=a;.

Dtugos$¢ wektora 3 obliczamy nastepujaco

E

Wybrane elementy matematyki wyzszej 14/48



Dla dowolnej wielkosci o sktadowych ai, as, a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Rzeczywiscie, dla i = 1 (podobnie dla i = 2,3) mamy

3
ajf1j = Y _aj0y; = a1011 + a1z + 33013
=1
= a-14a-04+a3-0=a;.

Dtugos$¢ wektora 3 obliczamy nastepujaco

a=la] =/ai + 35 + 3

Wybrane elementy matematyki wyzszej 14/48



Dla dowolnej wielkosci o sktadowych ai, as, a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Rzeczywiscie, dla i = 1 (podobnie dla i = 2,3) mamy

3
ajf1j = Y _aj0y; = a1011 + a1z + 33013
=1
= a-14a-04+a3-0=a;.

Dtugos$¢ wektora 3 obliczamy nastepujaco

a=13 =y/a? + a3+ a3 = Vaa

Wybrane elementy matematyki wyzszej 14/48



Dla dowolnej wielkosci o sktadowych ai, as, a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Rzeczywiscie, dla i = 1 (podobnie dla i = 2,3) mamy

3
ajf1j = Y _aj0y; = a1011 + a1z + 33013
=1
= a-14a-04+a3-0=a;.

Dtugos$¢ wektora 3 obliczamy nastepujaco

a=1al =\/a?+a3+a=aa=Va 3

Wybrane elementy matematyki wyzszej 14/48



Dla dowolnej wielkosci o sktadowych ai, as, a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Rzeczywiscie, dla i = 1 (podobnie dla i = 2,3) mamy

3
ajf1j = Y _aj0y; = a1011 + a1z + 33013
=1
= a-14a-04+a3-0=a;.

Dtugos$¢ wektora 3 obliczamy nastepujaco

a=13l =y/at+a3+a3=aa=Va a=Va

Wybrane elementy matematyki wyzszej 14/48



lloczyn wektorowy wektoréw J'i b definiujemy nastepujaco

x b= 3] |b|sind &,

gdzie € jest wektorem jednostkowym prostopadtym do ptaszczyzny
wyznaczonej przez wektory 3'i b,
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x b= 3] |b|sind &,

gdzie € jest wektorem jednostkowym prostopadtym do ptaszczyzny
wyznaczonej przez wektory i b, ktérego zwrot wyznaczamy
zgodnie z reguta Sruby prawoskretne;.

W uktadzie kartezjanskim zachodzi wzér:

. é & &
ax b= aip a as = (82b3 — a3b2) él + (a3b1 — 81b3) é2
by by b3 +(a1b2 — a2by) &.
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Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny ey Levi-Civity
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Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny ey Levi-Civity

oo = sgn(f, j, k), (i,j, k) permutacja liczb 1,2, 3,
ik = 0, w pozostatych przypadkach.
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Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny ey Levi-Civity

. { sgn(f, j, k), (i,j, k) permutacja liczb 1,2, 3,
ijk =

0, w pozostalych przypadkach.
= e123=1, c130= —1, enz= —1,
e31 =1, €310 =1, €31 = — 1,
€121 =0, €23 =0, €333 =0, ...

Uwaga. Pseudotensor rézni sie od tensora jedynie sposobem
transformacji przy odbiciach przestrzennych, ¥ — —r.
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. { sgn(f, j, k), (i,j, k) permutacja liczb 1,2, 3,
ijk =

0, w pozostalych przypadkach.
= e123=1, c130= —1, enz= —1,
e31 =1, €310 =1, €31 = — 1,
€121 =0, €23 =0, €333 =0, ...

Uwaga. Pseudotensor rézni sie od tensora jedynie sposobem
transformacji przy odbiciach przestrzennych, ¥ — —r.
Dlatego czesto pomija sie przedrostek pseudo i uzywa nazwy
tensor.
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Pokazemy, ze i-ta sktadows iloczynu wektorowego mozna wyrazi¢
poprzez tensor antysymetryczny w nastepujacy sposéb

(5>< E)’ = 5,-jkajbk, i=1,2,3.
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(5>< E) = 5,-jkajbk, i=1,2,3.
1
Dla dowodu poréwnajmy wzory
&b & &

b = | a1 a a3 |= (abs—asbo)é + (ashy — a1hs) &
bi by b3 + (a1bo — a2by) &3.
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Dla dowodu poréwnajmy wzory

. & & &
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1 ~~
0
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poprzez tensor antysymetryczny w nastepujacy sposéb

(5>< E)’_:é“,'jkajbk, i=1,2,3.

Dla dowodu poréwnajmy wzory

. é & &
axb = ay a» a3 | = (32b3 — a3b2)él + (a3b1 — alb3) éz
bi by b3 + (31b2 — azbl) és3.
(5>< 5) = e1jkajbk = e11k a1bk + €12k 32bk + €13k a3 bk
1 ~~

0
= e103a2b3 + €132a3b2 = arb3 — azby,
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gdzie najpierw wykonaliSmy sumowanie po wskazniku j, a w
sumowaniu po k uwzgledniliSmy tylko wyrazy, dla ktérych tensor
Ejjk jest niezerowy.
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gdzie najpierw wykonaliSmy sumowanie po wskazniku j, a w
sumowaniu po k uwzgledniliSmy tylko wyrazy, dla ktérych tensor
Ejjk jest niezerowy.

Dla drugiej i trzeciej sktadowej otrzymamy

(5>< b) = egjkajbk = e21ka1bk + €20k 32bk + €23k a3 b
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0
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gdzie najpierw wykonaliSmy sumowanie po wskazniku j, a w
sumowaniu po k uwzgledniliSmy tylko wyrazy, dla ktérych tensor
Ejjk jest niezerowy.

Dla drugiej i trzeciej sktadowej otrzymamy

(5>< b) = egjkajbk = e21ka1bi + €20k a2bi + €231 a3 by
2 ~—~—~
0
€213a1b3 + €231a3b1 = —a1b3 + a3by,
<5>< b) = e3jkajbk = €31ka1bk + €32xa2bk + €33k a3bk
3 ~~
0

= e3naiby +esnarhy = arby — aby,
podczas gdy wzér wyznacznikowy daje

3 x E: (32b3 — a3b2)é1 + (a3b1 — 31b3)é2 + (31b2 — ale)é3.
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Korzystajac z wiasnosci pseudotensora antysymetrycznego i
wyznacznika mozna udowodnié¢ tozsamos¢:

Oi Oim Oin
EijkEImn = 5] 5] 5]”
Okl Okm Okn
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Dla dowodu sprawdzmy najpierw czy zachodzi réwno$é dla
i=l=1j=m=2 k=n=3.
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Zauwazmy, ze dwa jednakowe indeksy w pierwszym tensorze
odpowiadaja dwém jednakowym wierszom w wyznaczniku,
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Zauwazmy, ze dwa jednakowe indeksy w pierwszym tensorze
odpowiadaja dwdém jednakowym wierszom w wyznaczniku, np.

5// (5im 5in
€iik€Imn = 0- Elmn = 0= 6/’/ 6im 6in = 07
Okl Okm  Okn

a dwa jednakowe indeksy w drugim tensorze odpowiadajg dwém
jednakowym kolumnom w wyznaczniku, np.

5ijk5nmn:5ijk’0:OZ 6jn 6jm 5jn =0.
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Zauwazmy ponadto, ze przestawienie dwéch indekséw w tensorze
Eijk
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Zauwazmy ponadto, ze przestawienie dwéch indekséw w tensorze
Ejjk, ktore zmienia jego znak, odpowiada przestawieniu dwoch
wierszy w wyznaczniku, co doktadnie tak samo zmienia znak
wyznacznika.

Z kolei, przestawienie dwéch indekséw w tensorze ej,,, ktére
zmienia jego znak, odpowiada przestawieniu dwéch kolumn w
wyznaczniku, co doktadnie tak samo zmienia znak wyznacznika.
A zatem, jedli wystartujemy z réwnosci wykazanej na poczatku
dowodu i dokonamy dowolnej permutacji indekséw w jednym i/lub
drugim tensorze, to otrzymamy réwnos¢ prawdziwa.

To konczy dowéd tozsamosci.
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Kolejna bardzo przydatna tozsamoscia jest

3

Zé‘ijkamn = €jjk€imn = OjmOkn — Ojndkm-
i—1
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gdzie skorzystaliSmy z réwnosci
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OkiOim = Ok101m + 0k202m + 0k303m = dkm,

gdzyz obie delty Kroneckera w iloczynie s3 niezerowe tylko jesli
k=m.

Wybrane elementy matematyki wyzszej 23/48



gdzie skorzystaliSmy z réwnosci

di = O6n+dn+dz=1+1+1=3,
OkiOim = Ok101m + 0k202m + 0k303m = Okm,
gdzyz obie delty Kroneckera w iloczynie s3 niezerowe tylko jesli
=m.

Tozsamosé

Eijk€imn = 5jm5kn - 5jn5km

Wybrane elementy matematyki wyzszej 23/48



gdzie skorzystaliSmy z réwnosci

di = O6n+dn+dz=1+1+1=3,
OkiOim = Ok101m + 0k202m + 0k303m = Okm,
gdzyz obie delty Kroneckera w iloczynie s3 niezerowe tylko jesli

=m.
Tozsamosé

EijkEimn = 5jm5kn - 6jn5km
fatwo jest zapamietad, biorac pod uwage, ze w pierwszym iloczynie

delt Kroneckera po prawej stronie tgczymy ze soba drugi indeks z
drugim i trzeci z trzecim,
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gdzie skorzystaliSmy z réwnosci

di = O6n+dn+dz=1+1+1=3,
OkiOim = Ok101m + 0k202m + 0k303m = Okm,
gdzyz obie delty Kroneckera w iloczynie s3 niezerowe tylko jesli

=m.
Tozsamosé

Eijk€imn = 5jm5kn - 6jn5km

fatwo jest zapamietad, biorac pod uwage, ze w pierwszym iloczynie
delt Kroneckera po prawej stronie tgczymy ze soba drugi indeks z
drugim i trzeci z trzecim, a w drugim iloczynie fagczymy indeksy
naprzemiennie.
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Przypomnijmy wybrane pojecia i twierdzenia rachunku
rézniczkowego.
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Przypomnijmy wybrane pojecia i twierdzenia rachunku
rézniczkowego.
Pochodna funkgji skalarnej f(t) € R:

df(t) i Af(t) im f(t+At)—f(t)

—_— = m
dt At—0 At A t—0 At

Pochodna funkcji wektorowej r{(t) o sktadowych rzeczywistych:

dr(t) . Art) i F’(t+At)—F’(t)'

= m = m
dt At—0 At A t—0 At

Pochodna iloczynu funkcji skalarnej f(t) przez liczbe ¢ € R:

d(cf) df

dt Cdt’
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Pochodna sumy i iloczynu dwéch funkgji skalarnych £(t) i g(t):
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d(f +g) df dg
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Pochodna sumy i iloczynu dwéch funkgji skalarnych £(t) i g(t):

Af+g) _df dg () _df  dg

dt  dt dt’ dt  dt?® dt’
Wozory te tatwo uogdlni¢ na wieksza liczbe sktadnikéw lub
czynnikéw. Np. dla iloczynu trzech funkcji f(t)g(t)h(t) otrzymamy

d(fgh) d(fg) dh df dg) dh
—=+ = — h+(fg) —=(—g+f h+fg —
dt ar ") g (dtg at) "TE
df dg dh . ] .
= 1 gh+f —= it h+ fg 1= fgh+ fgh+ fgh,
gdzie przyjeliSmy powszechnie stosowane oznaczenie pochodnej
czasowej
df
— =f.
dt
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Pochodna wektora w uktadzie o ustalonych — niezmiennych w
czasie — osiach:

dr(t) _

dt
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Pochodna wektora w uktadzie o ustalonych — niezmiennych w
czasie — osiach:
dr(t)  d(x(t)&)  dx(t) .

= = e,-:>'<,-(t

dt dt dt

N—
o>
I

S
~—
~
N—
o>
Il

Sy
~—

~
N—r

gdzie zdefiniowalismy wektor predkosci v o sktadowych
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Pochodna wektora w uktadzie o ustalonych — niezmiennych w
czasie — osiach:
dr(t)  d(x(t)&)  dx(t) .

1r = ar T qr G=x)a=v(t)é =),

gdzie zdefiniowalismy wektor predkosci v o sktadowych

dx;(t .
vi(t) = xi(t) = ’é(t), i=1,2,3.
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Niech 7(t) = f (x(t)), wowczas
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df df dx df . df
dt dxde ax e FEgd
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Niech 7(t) = f (x(t)), wowczas

df df dx df . df
dt dxdr _ax o e

Niech f(t) = f (x1(t), x2(t), ..., xn(t), 1),
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Niech f(t) = f (x(t)), wéwczas
df df dx df . df:ﬁdx,

At dxdt  dx d x

Niech f(t) = f (x1(t), x2(t), ..., xn(t), t), wdwczas
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Niech f(t) = f (x(t)), wéwczas
df

df df dx df .

E—aﬁ—ax, df—adx,
Niech f(t) = f (x1(t), x2(t), ..., xn(t), t), wdwczas

df of dx, 8f

dt Z@X, dt

Wybrane elementy matematyki wyzszej 27/48



Niech f(t) = f (x(t)), wéwczas
df

df df dx df .
dt dxdr _ax o e

Niech f(t) = f (x1(t), x2(t), ..., xn(t), t), wdwczas

df of dx;
dt Z@X,dt Z

f
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Niech 7(t) = f (x(t)), wowczas

R R N
d x

dt dxdt dx
Niech f(t) = f (x1(t), x2(t), ..., xn(t), t), wdwczas

df Of dy | f

dt Z@X, dt Z

df
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R R N
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dt dxdt dx
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df Of dy | f

dt Z@X, dt Z

df =
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Niech 7(t) = f (x(t)), wowczas

df df dx df df

Ezaﬁzax, df:adx,
Niech f(t) = f (x1(t), x2(t), ..., xn(t), t), wdwczas
df of dx, f
dt Z@X, dt Z
of of
df = —d —d
Yo
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Niech f(t) = f (x(t)), wéwczas

df df dx df | df

i drdi _dx© Y=g

Niech f(t) = f (x1(t), x2(t), ..., xn(t), t), wdwczas

df of dx, f
dt Z < Ox; dt t Z
of of
df = Zdxi+ =-d
; Ox; Xi ot

Zauwazmy, ze dla niezaleznych zmiennych xq, x2, ..., X, zachodzi

Ox;

87:(5,1, i,_j:].,...,n.
J
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Przyktadowo, zastosujmy wzor
df ™ of
ar = 2o

do funkcji wyrazajacej wspdtrzedna x uktadu kartezjanskiego przez
wspbtrzedne sferyczne, z ktérych kazda zalezy od czasu

x(t) = x(r(t),0(t), o(t)) = r(t)sin6(t) cos (t).
Woéwczas otrzymamy

b L 0x, Ox Ox,
it = T ot a" o,

= sinfcospr + rcosf cos gpé — rsin@sin pp.

of
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Przyktadowo, zastosujmy wzor
df ™ of
ar = 2o

do funkcji wyrazajacej wspdtrzedna x uktadu kartezjanskiego przez
wspbtrzedne sferyczne, z ktérych kazda zalezy od czasu

x(t) = x(r(t),0(t), o(t)) = r(t)sin6(t) cos (t).
Woéwczas otrzymamy

b L 0x, Ox Ox,
it = T ot a" o,

= sinfcospr + rcosf cos gpé — rsin@sin pp.

of

Zauwazmy, ze nie pojawit sie tu Wyraz . gdyz funkcja x(t) nie
zalezy jawnie od czasu, tzn. zalezy od czasu tylko poprzez r(t),
0(t) i p(t).



Zadanie. Obliczy¢ pochodne czasowe funkgcji wyrazajacych
wspotrzedne y i z uktadu kartezjanskiego przez wspétrzedne

sferyczne:
y(t) y(r(t),0(t), o(t)) = r(t)sin6(t) sin (1),
z(t) = z(r(t),0(t)) = r(t) cosb(t).
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Zatbézmy, ze f(M) = f(x,y, z) jest rozniczkowalna funkcja
rzeczywistg okreslona w pewnym obszarze otwartym. Pochodne
czastkowe funkcji f(M) wzgledem x , wzgledem y i wzgledem z:
of (M) of (M) of (M)
ox ' dy '’ 0z

wyrazaja predko$¢ zmiany funkcji wzgledem osi wspétrzednych.

F4

N
[N
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=

!

N E
N

i
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Zatbézmy, ze f(M) = f(x,y, z) jest rozniczkowalna funkcja
rzeczywistg okreslona w pewnym obszarze otwartym. Pochodne
czastkowe funkcji f(M) wzgledem x , wzgledem y i wzgledem z:
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Zatbézmy, ze f(M) = f(x,y, z) jest rozniczkowalna funkcja
rzeczywistg okreslona w pewnym obszarze otwartym. Pochodne
czastkowe funkcji f(M) wzgledem x , wzgledem y i wzgledem z:

of (M) of (M) of (M)

ox ' dy '’ 0z

wyrazaja predko$¢ zmiany funkcji wzgledem osi wspétrzednych.
Rozwazmy  dowolny  punkt
Mo(xo, Y0, 20) rozpatrywanego
obszaru i dowolng prosta o$
| przechodzaca przez ten
punkt. Niech M(x,y,z) € I,
a MgM jest dtugoscia odcinka

F4

N
[N

——

Y=l . . .

e pomiedzy punktami My i M,
A . dodatnig jesli zwrot wektora
’yr I .

g X MoM pokrywa sie ze zwrotem
4 osi /, a ujemng w przeciwnym
przypadku.
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Jezeli istnieje granica

(M)~ F(Mo)
M— Mo MoM ’
to nazywamy ja pochodna kierunkowa funkcji f(M) w kierunku I i
oznaczamy
0f(Mo) _ 9f(x0, 0, 20)
ol ol )
Pochodna ta charakteryzuje predkos$¢ zmiany funkcji f(M) w
punkcie My w kierunku /.
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Jezeli istnieje granica

M) — F(Mo)
M— My MoM ’

to nazywamy ja pochodna kierunkowa funkcji f(M) w kierunku I i
oznaczamy

8f(Mo) . 8f(Xo,y0,Zo)
al ol )
Pochodna ta charakteryzuje predkos$¢ zmiany funkcji f(M) w
punkcie My w kierunku /.
Zatbézmy, ze funkcja f(x,y, z) ma w rozpatrywanym obszarze ciggte
pochodne czastkowe, a 0$ | tworzy z osiami wspotrzednych katy
«, 3,7, wtedy pochodna w kierunku / istnieje i wyraza sie wzorem:

Of(Mo) _ OF (Mo) O (My) 0 (M)
5 = ox cos o + dy cos 3 97 cos 7.
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Dowdd. Oznaczmy MgM = t, wtedy

X — xp = tcosa, Y — yo = tcos 3, z — zg = tcos7,

a funkcje (M) = f(xo, o, 20) mozemy potraktowa¢ jako funkcje
ztozong ¢(t) = f(x(t), y(t),z(t)), przy czym dla t = 0 mamy
M = M,.

Wybrane elementy matematyki wyzszej 32/48



Dowdd. Oznaczmy MgM = t, wtedy
X — xp = tcosa, Y — yo = tcos 3, z — zg = tcos7,

a funkcje (M) = f(xo, o, 20) mozemy potraktowa¢ jako funkcje
ztozong ¢(t) = f(x(t), y(t),z(t)), przy czym dla t = 0 mamy
M = My. Obliczmy

'(t)—gdfx—i-gdfyﬂLg%—gcosa—l—({icosﬁ—l—gcos
A T oxde dydt 0Ozdt Ox dy 9z 7

co konczy dowdd.
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Jezeli w kazdym punkcie M obszaru przestrzennego, ktéry moze
by¢ réwniez cata przestrzenia, okreslona jest pewna wartos$¢
skalarna lub pewien wektor o poczatku w punkcie M, to méwimy
odpowiednio o polu skalarnym lub polu wektorowym.
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Jezeli w kazdym punkcie M obszaru przestrzennego, ktéry moze
by¢ réwniez cata przestrzenia, okreslona jest pewna wartos$¢
skalarna lub pewien wektor o poczatku w punkcie M, to méwimy
odpowiednio o polu skalarnym lub polu wektorowym.

Jezeli potozenie punktu M jest okreslone przez wspotrzedne
kartezjanskie xyz, to pole skalarne jest réwnoznaczne z podaniem
funkcji skalarnej U(x, y, z). Bedziemy zawsze zakfadali, ze funkcja
ta ma ciagte pochodne czastkowe wzgledem wszystkich zmiennych.
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Niech bedzie dane pole skalarne U(M) = U(x, y, z). Wektor g o
wspotrzednych

g— 20,20 00)
&= Ox’ dy’ 0z

nazywamy gradientem wielkosci U i oznaczamy

g = gradU.
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Niech bedzie dane pole skalarne U(M) = U(x, y, z). Wektor g o
wspotrzednych

g— 20,20 00)
&= Ox’ dy’ 0z

nazywamy gradientem wielkosci U i oznaczamy
g = gradU.

Taka definicja gradientu zalezy oczywiscie od wyboru
wspotrzednych, co jest pewna wada.
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Aby zdefiniowaé gradient w sposéb niezalezny od wspétrzednych,
wykorzystajmy pojecie pochodnej kierunkowej
ou ou

ou ou
— cosa + — cos 3 + —— cos .
0z

al ~ dx Jdy
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Aby zdefiniowaé gradient w sposéb niezalezny od wspétrzednych,
wykorzystajmy pojecie pochodnej kierunkowej
ou ou

ou ou
— cosa + — cos 3 + —— cos .
0z

al ~ dx Jdy

Zdefiniujmy wektor X w kierunku osi /, X = [cos a, cos 3, cos 7],
wtedy pochodng kierunkowa mozemy zapisac

(9alIJ — gradU - X = |gradUHX| cos ¥,

gdzie 0 jest katem pomiedzy wektorami gradU i X.
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Aby zdefiniowaé gradient w sposéb niezalezny od wspétrzednych,
wykorzystajmy pojecie pochodnej kierunkowej
ou ou

ou ou
— cosa + — cos 3 + —— cos .
0z

al ~ dx Jdy

Zdefiniujmy wektor X w kierunku osi /, X = [cos a, cos 3, cos 7],
wtedy pochodng kierunkowa mozemy zapisac

ou - -

o= gradU - A\ = |gradU|| | cos b,

gdzie 0 jest katem pomiedzy wektorami gradU i X.

Widzimy, ze pochodna kierunkowa osigga maksimum dla § =0, a
wiec w kierunku zgodnym z kierunkiem gradientu. Dlatego
gradient mozemy zdefiniowaé nastepujaco.
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Aby zdefiniowaé gradient w sposéb niezalezny od wspétrzednych,
wykorzystajmy pojecie pochodnej kierunkowej
ou ou

ou ou
— cosa + — cos 3 + —— cos .
0z

al ~ dx Jdy

Zdefiniujmy wektor X w kierunku osi /, X = [cos a, cos 3, cos 7],
wtedy pochodng kierunkowa mozemy zapisac

(9alIJ = gradU - X = |gradU||X| cos#,

gdzie 0 jest katem pomiedzy wektorami gradU i X.

Widzimy, ze pochodna kierunkowa osigga maksimum dla § =0, a
wiec w kierunku zgodnym z kierunkiem gradientu. Dlatego
gradient mozemy zdefiniowaé nastepujaco.

Gradientem wielkosci skalarnej U w danym punkcie M nazywamy
wektor charakteryzujacy kierunek i warto$¢ najwiekszego wzrostu
wielkosci U w punkcje M.
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Widzimy, ze pole skalarne U(M) generuje pole wektorowe
gradientu gradU.
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Widzimy, ze pole skalarne U(M) generuje pole wektorowe
gradientu gradU.
Réwnanie

U(x,y,z)=C

okresla pewna powierzchnie (bez punktéw osobliwych) w
przestrzeni tréjwymiarowej.
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Widzimy, ze pole skalarne U(M) generuje pole wektorowe
gradientu gradU.
Réwnanie

U(x,y,z)=C

okresla pewna powierzchnie (bez punktéw osobliwych) w
przestrzeni tréjwymiarowej.

Punkt P(xo, y0, 20), w ktérym U(xo, yo,20) = C, nalezy do tej
powierzchni. Rozwazmy krzywa

x=x(t), y=y(t), z=2z(t), (a<t<p),

zawarta w tej powierzchni, tzn. U(x(t),y(t),z(t)) = C dla
wszystkich t € («, 3), przechodzaca przez punkt P, przy czym
x0 = x(to), Yo = y(to) i 20 = z(to).
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Witedy styczna do tej krzywej w punkcie P lezy catkowicie na
ptaszczyznie o réwnaniu
oU(P)
Ox

WP,y U

(x —x0) +

(z—2z9) =0.
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Witedy styczna do tej krzywej w punkcie P lezy catkowicie na
ptaszczyznie o réwnaniu
oU(P)
Ox

U, ) 2D

(x —x0) +

(z—2z9) =0.
Rzeczywiscie, rézniczkujac réwnanie U(x(t),y(t),z(t)) = C
otrzymamy

%X+8U +8£ =0
Ox dy 0z ’
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a wspotrzedne dowolnego punktu stycznej do naszej krzywej w
punkcie P wyrazaja sie wzorami

Wybrane elementy matematyki wyzszej 38/48



a wspotrzedne dowolnego punktu stycznej do naszej krzywej w
punkcie P wyrazaja sie wzorami

= X0 +).<(t0)7—7
= yo+y(to)T,
z = Zz+ Z(l’o)T,

—o0 < 17 < OoQ.
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a wspotrzedne dowolnego punktu stycznej do naszej krzywej w
punkcie P wyrazaja sie wzorami

= Xo +).<(t0)7—7
= Yo +}I/(t0)7—7
z = Zz+ Z(l’o)T,

—o0 < 17 < OoQ.

Stad widaé, ze wspédtrzedne dowolnego punktu stycznej do krzywej
spetniaja réwnanie

OU(P)
0x
z ktérego wynika réwniez, ze wektor grad U(P) jest ortogonalny
do powierzchni U(x,y,z) = C w punkcie P.

(x — x0) + G%i/P) (y = yo) + alé(ZP)(Z —z9) = 0.
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Za Hamiltonem mozemy zdefiniowa¢ wektor nabla Vo sktadowych

- o 0 0
V—[ax’ay’az]’

przy pomocy ktérego mozemy zapisac

gradU = vU.
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Za Hamiltonem mozemy zdefiniowa¢ wektor nabla Vo sktadowych

- o 0 0
V = [7 a9 :| )
Ox’ 0y’ 0z
przy pomocy ktérego mozemy zapisac

gradU = vU.

W fizyce zachodzi nastepujacy zwigzek pomiedzy polem sit a
potencjatem skalarnym, a $cidlej energia potencjalng, V/(r)

F = —gradV = ~VV.
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Za Hamiltonem mozemy zdefiniowa¢ wektor nabla Vo sktadowych

- o 0 0
V = [7 a9 :| )
Ox’ 0y’ 0z
przy pomocy ktérego mozemy zapisac

gradU = vU.

W fizyce zachodzi nastepujacy zwigzek pomiedzy polem sit a
potencjatem skalarnym, a $cidlej energia potencjalng, V/(r)

F = —gradV = ~VV.
Zadanie. Znalez¢ site dla potencjatu Keplera

V(r):—g, gdzie r=1r], a>0.
r
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Dla pola wektorowego w o sktadowych

w = [wy, wy, w;] = w;é;,

gdzie sktadowe w; = w;(F), i = 1,2,3, s3 klasy C(V), a wiec s3
rézniczkowalne i majg ciggte pierwsze pochodne, definiujemy skalar

.= o Owe 0wy, 0w, Ow;
divw =V -w = (9X+8y 9z = ox’

ktéry nazywamy dywergencja pola wektorowego w,
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Dla pola wektorowego w o sktadowych

w = [WX? Wy, Wz] = Wiéia

gdzie sktadowe w; = w;(F), i = 1,2,3, s3 klasy C(V), a wiec s3
rézniczkowalne i majg ciggte pierwsze pochodne, definiujemy skalar

.= o Owe 0wy, 0w, Ow;
divw =V -w = (9X+8y 9z = ox’

ktéry nazywamy dywergencja pola wektorowego w, oraz wektor
rotw =V x w,

ktéry nazywamy rotacjg pola wektorowego w.
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Dla pola wektorowego w o sktadowych

w = [WX? Wy, Wz] = Wiéia

gdzie sktadowe w; = w;(F), i = 1,2,3, s3 klasy C(V), a wiec s3
rézniczkowalne i majg ciggte pierwsze pochodne, definiujemy skalar

.= o Owe 0wy, 0w, Ow;
divw =V -w = o + dy + 9z = ox’

ktéry nazywamy dywergencja pola wektorowego w, oraz wektor
rotw =V x w,

ktéry nazywamy rotacjg pola wektorowego w.
Pole wektorowe, w ktérym divw = 0 nazywamy bezzrédfowym, a
pole w ktérym rotw = 0 nazywamy bezwirowym.
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Zadanie. Pokaza¢, ze wektor rotw ma nastepujace sktadowe

aW3 aWQ 8W1 8W3 aWQ B 8W1:|

aXQ B aX37 8X3 B 8X1 ’ 8X1 8X2

Nie kazde pole wektorowe ma potencjat.

Zatézmy, ze pole wektorowe w ma potencjat V i jego sktadowe sa
klasy C(1). Zachodzi zwigzek

rotw = [

- oV
v=—-VV=—— Al'a
w \Y Ox é
a zatem
oV
P = ) = 1> 27 .
w, Ox i 3
Zrézniczkujmy te zwiazki po 0/0x;
ow; _ 92V
oxj  Oxi0x;
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Jedli sktadowe w; = —9V/ /0x; s3 klasy C(1), to odpowiednie
pochodne mieszane potencjatu V

0?V 0?V

OxiOx; - OxjOx;’ 7
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Jedli sktadowe w; = —9V/ /0x; s3 klasy C(1), to odpowiednie
pochodne mieszane potencjatu V

PV PV oy
Oxi0x;  Oxj0x;’ St

Stad wynika, ze zachodzi

ow;  Ow; ow;  Ow;

Oxj  Ox - Oxj  0Ox e

jesli tylko i # j, a to oznacza, ze

6W3 aWQ 8W1 . 8W3 8W2 B 6W1

rotw = — , ,
8X2 8X3 8X3 8X1 8X1 8X2

=0.
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Jedli sktadowe w; = —9V/ /0x; s3 klasy C(1), to odpowiednie
pochodne mieszane potencjatu V

0?V 0?V

OxiOx; - OxjOx;’ 7

Stad wynika, ze zachodzi

ow;  Ow; ow;  Ow;

Oxj  Ox - oxj  Oxj

jesli tylko i # j, a to oznacza, ze

6W3 aWQ 8W1 . 8W3 8W2 B 6W1

8X2 B 8X3’ 8X3 8X1 ’ 8X1 8X2 =0

rotw =

Znikanie rotacji pola wektorowego w jest warunkiem koniecznym
aby miato ono potencjat, tzn. aby byto zachowawcze.
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Jezeli na ciato dziata sita F, to porusza sie ono ruchem
przyspieszonym, z przyspieszeniem proporcjonalnym do sity F i

odwrotnie proporcjonalnym do masy ciafta.

3|

a=
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I zasada dynamici, przyspieszenie G

Jezeli na ciato dziata sita F, to porusza sie ono ruchem
przyspieszonym, z przyspieszeniem proporcjonalnym do sity F i
odwrotnie proporcjonalnym do masy ciafta.

3= = F =m3.

3|

(obowiazuje tylko dla predkosci nierelatywistycznych).
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I zasada dynamici, przyspieszenie G

Jezeli na ciato dziata sita F, to porusza sie ono ruchem
przyspieszonym, z przyspieszeniem proporcjonalnym do sity F i
odwrotnie proporcjonalnym do masy ciafta.

= F =m3.

3|

a=

(obowiazuje tylko dla predkosci nierelatywistycznych).

Przyspieszenie

L

Il

‘ o
<!

(o
~
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I zasada dynamici, przyspieszenie G

Jezeli na ciato dziata sita F, to porusza sie ono ruchem
przyspieszonym, z przyspieszeniem proporcjonalnym do sity F i
odwrotnie proporcjonalnym do masy ciafta.

= F =m3.

3|

a=

(obowiazuje tylko dla predkosci nierelatywistycznych).

Przyspieszenie

L

Il

‘ o
<!

Il

<I

(o
~
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I zasada dynamici, przyspieszenie G

Jezeli na ciato dziata sita F, to porusza sie ono ruchem
przyspieszonym, z przyspieszeniem proporcjonalnym do sity F i

odwrotnie proporcjonalnym do masy ciafta.

= F =m3.

a=

3|

(obowiazuje tylko dla predkosci nierelatywistycznych).

Przyspieszenie
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I zasada dynamici, przyspieszenie G

Jezeli na ciato dziata sita F, to porusza sie ono ruchem
przyspieszonym, z przyspieszeniem proporcjonalnym do sity F i
odwrotnie proporcjonalnym do masy ciafta.

= F =m3.

3|

a=

(obowiazuje tylko dla predkosci nierelatywistycznych).

Przyspieszenie
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Jezeli na ciato dziata sita F, to porusza sie ono ruchem
przyspieszonym, z przyspieszeniem proporcjonalnym do sity F i
odwrotnie proporcjonalnym do masy ciafta.

= F =m3.

3|

a=

(obowiazuje tylko dla predkosci nierelatywistycznych).

Przyspieszenie
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Jezeli na ciato dziata sita F, to porusza sie ono ruchem
przyspieszonym, z przyspieszeniem proporcjonalnym do sity F i
odwrotnie proporcjonalnym do masy ciafta.

= F =m3.

3|

a=

(obowiazuje tylko dla predkosci nierelatywistycznych).

Przyspieszenie
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Jezeli na ciato dziata sita F, to porusza sie ono ruchem
przyspieszonym, z przyspieszeniem proporcjonalnym do sity F i
odwrotnie proporcjonalnym do masy ciafta.

= F =m3.

3|

a=

(obowiazuje tylko dla predkosci nierelatywistycznych).

Przyspieszenie
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Jezeli na ciato dziata sita F, to porusza sie ono ruchem
przyspieszonym, z przyspieszeniem proporcjonalnym do sity F i
odwrotnie proporcjonalnym do masy ciafta.

3= = F =m3.

3|

(obowiazuje tylko dla predkosci nierelatywistycznych).
Przyspieszenie

T At d t2

Zauwazmy, ze chociaz F =0 = =0 = ¥ = const,
to | zasada dynamiki jest czym$ wiecej niz prosta konsekwencja Il.

Wybrane elementy matematyki wyzszej 43/48



Ped ciata

p=mv
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Ped ciata

potl
I
3
<t

p=mv =
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Ped ciata

p=mvVv = p=mV=m3
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Ped ciata

p=mvV = p=mi=ma=F
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Ped ciata

p=mv = ﬁ:m\.?:m;T:F = ,F)':I-:
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Ped ciata

p=mv = ﬁ:m\.?:me?:F = ,B:I-:

Ostatnie réwnanie wyraza nieco ogdlniejsza postaé Il zasady
dynamiki:

Woybrane elementy matematyki wyzszej 44/48



Ped ciata

—

p=mv = p=mv=ma=F = p=F.
Ostatnie réwnanie wyraza nieco ogdlniejsza postaé Il zasady

dynamiki:
Zmiana pedu ciata w czasie jest réwna dziatajacej na nie sile.
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Wynikajace z Il zasady dynamiki réwnanie ruchu ciata

F
m

F=

jest réwnaniem rézniczkowym drugiego rzedu, tzn. zawiera druga
pochodna.
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Wynikajace z Il zasady dynamiki réwnanie ruchu ciata

F
m

F=

jest réwnaniem rézniczkowym drugiego rzedu, tzn. zawiera druga
pochodna.

Jego rozwigzaniem jest funkcja wektorowa r(t) okreslajaca
jednoznacznie potozenie ciata w wybranym uktadzie wspotrzednych
w kazdej chwili czasu, pod warunkiem ze znamy potozenie i
predkos¢ ciata w chwili poczatkowej, t = 0.

o =r0), Vo= (0)=F0).
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Ruch pod wptywem statej sity Fo.

Wybrane elementy matematyki wyzszej 46/48



Ruch pod wptywem statej sity Fo.
Wybierzmy 0§ Ox uktadu kartezjanskiego w kierunku sity Fy.
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Ruch pod wptywem statej sity Fo.

Wybierzmy 0§ Ox uktadu kartezjanskiego w kierunku sity ﬁo.
Wéwczas Fo = [Fo,0,0], a rbwnanie ruchu na sktadowa x wektora
potozenia ma postaé

F
(1) = = a,
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Ruch pod wptywem statej sity Fo.

Wybierzmy 0§ Ox uktadu kartezjanskiego w kierunku sity ﬁo.
Wéwczas Fo = [Fo,0,0], a rbwnanie ruchu na sktadowa x wektora
potozenia ma postaé

F
(1) = = a,

przy warunkach poczatkowych x(0) =0 v(0) = vp.
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Ruch pod wptywem statej sity Fo.

Wybierzmy 0§ Ox uktadu kartezjanskiego w kierunku sity ﬁo.
Wéwczas Fo = [Fo,0,0], a rbwnanie ruchu na sktadowa x wektora
potozenia ma postaé

F
(1) = = a,

przy warunkach poczatkowych x(0) =0 v(0) = vp.
Catkujac obustronnie

/i(t)dt = /aodt =
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Ruch pod wptywem statej sity Fo.

Wybierzmy 0§ Ox uktadu kartezjanskiego w kierunku sity ﬁo.
Wéwczas Fo = [Fo,0,0], a rbwnanie ruchu na sktadowa x wektora
potozenia ma postaé

F
(1) = = a,

przy warunkach poczatkowych x(0) =0 v(0) = vp.
Catkujac obustronnie

/i(t)dt = /aodt = ag/dt
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Ruch pod wptywem statej sity Fo.

Wybierzmy 0§ Ox uktadu kartezjanskiego w kierunku sity ﬁo.
Wéwczas Fo = [Fo,0,0], a rbwnanie ruchu na sktadowa x wektora
potozenia ma postaé

F
(1) = = a,

przy warunkach poczatkowych x(0) =0 v(0) = vp.
Catkujac obustronnie

/i(t)dt = /aodt = ag/dt

otrzymujemy

X(t) = aot + (3.
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Catkujac po raz drugi

/)'((t)dt = /(aot+ Cr)dt
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Catkujac po raz drugi

/)'((t)dt: /(aot+ G)dt = ao/tdt+ Cl/dt
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Catkujac po raz drugi

/)'((t)dt: /(aot+ G)dt = ao/tdt+ Cl/dt

otrzymujemy

1
x(t) = Eaot2 + Cit+ G.
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Catkujac po raz drugi

/)'((t)dt: /(aot+ G)dt = ao/tdt+ Cl/dt

otrzymujemy

1
x(t) = Eaot2 + Cit+ G.

State dowolne (7 i G, wyznaczamy z warunkdéw poczatkowych:
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Catkujac po raz drugi

/)'((t)dt: /(aot+ G)dt = ao/tdt+ Cl/dt

otrzymujemy

1
x(t) = Eaot2 + Cit+ G.

State dowolne (7 i G, wyznaczamy z warunkdéw poczatkowych:

x(0)=0
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Catkujac po raz drugi

/)'((t)dt: /(aot+ G)dt = ao/tdt+ Cl/dt

otrzymujemy

1
x(t) = Eaot2 + Cit+ G.

State dowolne (7 i G, wyznaczamy z warunkdéw poczatkowych:

x(0)=0 =
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Catkujac po raz drugi

/)'((t)dt: /(aot+ G)dt = ao/tdt+ Cl/dt

otrzymujemy

1
x(t) = Eaot2 + Cit+ G.

State dowolne (7 i G, wyznaczamy z warunkdéw poczatkowych:

1
x(0)=0 = x(0):§ao-o2+cl-o+c2
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Catkujac po raz drugi

/)'((t)dt: /(aot+ G)dt = ao/tdt+ Cl/dt

otrzymujemy

1
x(t) = Eaot2 + Cit+ G.

State dowolne (7 i G, wyznaczamy z warunkdéw poczatkowych:

1
x(0)=0 = x(0):§ao-o2+cl-o+czzo
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Catkujac po raz drugi

/)'((t)dt: /(aot+ G)dt = ao/tdt+ Cl/dt

otrzymujemy

1
x(t) = Eaot2 + Cit+ G.

State dowolne (7 i G, wyznaczamy z warunkdéw poczatkowych:

1
x(0)=0 = x(0)=330"+G-0+G=0 = G=0,
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Catkujac po raz drugi

/)'((t)dt: /(aot+ G)dt = ao/tdt+ Cl/dt

otrzymujemy

1
x(t) = Eaot2 + Cit+ G.

State dowolne (7 i G, wyznaczamy z warunkdéw poczatkowych:

1
x(0)=0 = x(0)=330"+G-0+G=0 = G=0,
x(0) = v

Wybrane elementy matematyki wyzszej 47/48



Catkujac po raz drugi

/)'((t)dt: /(aot+ G)dt = ao/tdt+ Cl/dt

otrzymujemy

1
x(t) = Eaot2 + Cit+ G.

State dowolne (7 i G, wyznaczamy z warunkdéw poczatkowych:

1
x(0)=0 = x(0)=330"+G-0+G=0 = G=0,

X(O) =\ =
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Catkujac po raz drugi

/)'((t)dt: /(aot+ G)dt = ao/tdt+ Cl/dt

otrzymujemy

1
x(t) = Eaot2 + Cit+ G.

State dowolne (7 i G, wyznaczamy z warunkdéw poczatkowych:

1
x(0)=0 = x(0)=330"+G-0+G=0 = G=0,
X(O): %) = X(O):ao-0+C1
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Catkujac po raz drugi

/)'((t)dt: /(aot+ G)dt = ao/tdt+ Cl/dt

otrzymujemy

1
x(t) = Eaot2 + Cit+ G.

State dowolne (7 i G, wyznaczamy z warunkdéw poczatkowych:

1
x(0)=0 = x(0):§ao-o2+cl-o+czzo = G =0,
x(0) = v = x(0)=a-0+C =w
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Catkujac po raz drugi

/)'((t)dt: /(aot+ G)dt = ao/tdt+ Cl/dt

otrzymujemy

1
x(t) = Eaot2 + Cit+ G.

State dowolne (7 i G, wyznaczamy z warunkdéw poczatkowych:

1
x(0)=0 = x(0)=330"+G-0+G=0 = G=0,

X(O):Vo = X(O)ZQO'O—l-Cl:Vo = G =w.
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Rozwiazanie problemu ma postaé

1
X(t) = 530 2 + Vo t.
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Rozwiazanie problemu ma postaé
12
x(t) = St +wt.

Jest to wzér na droge w ruchu jednostajnie przyspieszonym.
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