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Literatura: Julian Musielak, Wstep do analizy funkcjonalnej
Przypomnijmy pojecie przestrzeni wektorowej lub inaczej liniowej:
K — zbiér (ciato) liczb rzeczywistych R lub zespolonych C,

X — dowolny zbiér niepusty.
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Okreslamy dziatania dodawania i mnozenia przez liczbe:

+ XxX—=X
KxX—X
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Literatura: Julian Musielak, Wstep do analizy funkcjonalnej
Przypomnijmy pojecie przestrzeni wektorowej lub inaczej liniowej:
K — zbiér (ciato) liczb rzeczywistych R lub zespolonych C,

X — dowolny zbiér niepusty.

Okreslamy dziatania dodawania i mnozenia przez liczbe:

+ XxX—=X
KxX—X

spetniajace przy dowolnych x,y,z € X i a, b € K nastepujace
warunki:

@ przemiennos¢: X +y =y +X,
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o facznos¢: x4+ (y+2z)=(x+y)+z,
@ Istnieje element zerowy 6 € X taki, ze dla kazdego x € X,
X+ 60 = x,

@ Dla kazdego elementu x € X istnieje element przeciwny
—x € X taki, ze x + (—x) = 0.

@ rozdzielnos¢:  a(x + y) = ax + ay,
e rozdzielnos¢:  (a+ b)x = ax + bx,
e a(bx) = (ab)x,

ol x=x.
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o facznos¢: x4+ (y+2z)=(x+y)+z,

@ Istnieje element zerowy 6 € X taki, ze dla kazdego x € X,
X+ 60 = x,

@ Dla kazdego elementu x € X istnieje element przeciwny

—x € X taki, ze x + (—x) = 0.

rozdzielnos¢:  a(x + y) = ax + ay,

rozdzielnos¢:  (a+ b)x = ax + bx,

a(bx) = (ab)x,

e 1 -x=x.

Zbiér X z dziataniami + i - nazywamy przestrzenig wektorowa
rzeczywista (jesli K = R) lub zespolong (jesli K = C).
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Przyktad 1
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Przyktad 1
X = K". Elementy zbioru X maja posta¢ x = (x1, X2, ..., Xn),
y =012, ¥n), 2= (21,22, ..., Z), gdzie x;, yi, zi € K.
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Przyktad 1
X = K". Elementy zbioru X maja posta¢ x = (x1, X2, ..., Xn),

y =012, ¥n), 2= (21,22, ..., Z), gdzie x;, yi, zi € K.
Dziatania okreslamy nastepujaco:

X+y = (X1+)/1,X2+)/27--~7Xn+yn)7
(ax1, axa, ..., axp) .

ax
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Przyktad 1
X = K". Elementy zbioru X maja posta¢ x = (x1, X2, ..., Xn),

y =012, ¥n), 2= (21,22, ..., Z), gdzie x;, yi, zi € K.
Dziatania okreslamy nastepujaco:

x+y = (xa+y1,x+y2, X+ Yn),

ax = (ax1,axa,...,axp).

Czy s3 spetnione wszystkie warunki przestrzeni wektorowej?
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Przyktad 1

X = K". Elementy zbioru X maja posta¢ x = (x1, X2, ..., Xn),
y = (.ylay27 -~-a)/n), zZ = (217227 "'7zn)v gdZie Xis Yiy Zi S K.
Dziatania okreslamy nastepujaco:

X+_y = (Xl +)/17X2+)/27--~7Xn+)’n)7

ax = (ax1,axa,...,axp).

Czy s3 spetnione wszystkie warunki przestrzeni wektorowej?
przemiennosc:

y+x = (Viys ¥n) + (X15 000y Xn)
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Przyktad 1

X = K". Elementy zbioru X maja posta¢ x = (x1, X2, ..., Xn),
y = (.ylay27 -~-a)/n), zZ = (217227 "'7zn)v gdZie Xis Yiy Zi S K.
Dziatania okreslamy nastepujaco:

X+_y = (Xl +)/17X2+)/27--~7Xn+)’n)7

ax = (ax1,axa,...,axp).

Czy s3 spetnione wszystkie warunki przestrzeni wektorowej?
przemiennosc:

y+x = (Viys ¥n) + (X15 000y Xn)
= (y1+X1,~--7}/n+Xn):
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Przyktad 1

X = K". Elementy zbioru X maja posta¢ x = (x1, X2, ..., Xn),
y = (.ylay27 -~-a)/n), zZ = (217227 "'7zn)v gdZie Xis Yiy Zi S K.
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przemiennosc:

y+x = (Viys ¥n) + (X15 000y Xn)
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Przyktad 1
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Przyktad 1

X = K". Elementy zbioru X maja posta¢ x = (x1, X2, ..., Xn),
y = (.ylay27 -~-a)/n), zZ = (217227 "'7zn)v gdZie Xis Yiy Zi S K.
Dziatania okreslamy nastepujaco:

x+y = (xa+y1,x+y2, X+ Yn),

ax = (ax1,axa,...,axp).

Czy s3 spetnione wszystkie warunki przestrzeni wektorowej?
przemiennosc:

y+x = (Viys ¥n) + (X15 000y Xn)
= (yl +X1,'--7}/n+xn): (Xl +y17'-~axn+_)/n)
= (X1,.e0s%n) + V1, ooy Yn) =
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Przyktad 1

X = K". Elementy zbioru X maja posta¢ x = (x1, X2, ..., Xn),
y = (.ylay27 -~-a)/n), zZ = (217227 "'7zn)v gdZie Xis Yiy Zi S K.
Dziatania okreslamy nastepujaco:

x+y = (xa+y1,x+y2, X+ Yn),

ax = (ax1,axa,...,axp).

Czy s3 spetnione wszystkie warunki przestrzeni wektorowej?
przemiennosc:

y+x = (Viys ¥n) + (X15 000y Xn)
= (yl +X1,'--7}/n+xn): (Xl +y17'-~axn+_)/n)
= (X17"'7Xn)+(yla"'ayn):X+ya
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tacznosc:

X+(y+2) = (X17X2a~-7Xn)+(()/1a}/2a-~-a}/n)+(21722a-~-a2n))
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tacznosc:

X+(y+2) = (X17X2a~-7Xn)+(()/1a}/2a-~-a}/n)+(21722a-~-a2n))
(a+ (1 +2z1),%+ (y2 + 22), e X0 + (Vo + 20))
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tacznosc:

X+(y+2) = (X17X2a~-7Xn)+(()/1a}/2a-~-a}/n)+(21722a-~-a2n))
(a+ (1 +2z1),%+ (y2 + 22), e X0 + (Vo + 20))
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tacznosc:

X + (.y + Z) (X17X25 "'7Xn) + ((y15y27 ---a}/n) + (217225 *y Zn))
(a+ Ot z1),x+ (2 + 22),.

<y Xp + ()/n + zn))
((Xl + }’1) + 1, (XZ + y2) + 2, ..., (Xn + )/n) + Zn)
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tacznosc:

x+(y+2)

(X17X25 "'7Xn) + ((y15y27 "'ayn) + (217225 ) Zn))
(xi+ W +2z1),x+ (2 + 2),.

<y Xp + ()/n + zn))
((Xl + }’1) + 1, (XZ + y2) + 2, ..., (Xn + )/n) + Zn)
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tacznosc:
X+(y+2) = (X17X2a~-7Xn)+(()/1a}/2a-~-a}/n)+(21722a-~-a2n))

= (xt+W+z),x+02+2) ... %0+ (Vn+ 2zn))
(1 +y1) + 21, (2 + y2) + 22, 0, (X0 + ¥n) + 2Zn)
- ((X17X27"‘7Xn)+(y17y27"'7.yn))
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tacznosc:
X+(y+2) = (X17X2a~-7Xn)+(()/1a}/2a-~-a}/n)+(21722a-~-a2n))

= (xt+W+z),x+02+2) ... %0+ (Vn+ 2zn))
(1 +y1) + 21, (2 + y2) + 22, 0, (X0 + ¥n) + 2Zn)
- ((X17X27"‘7Xn)+(y17y27"'7.yn))
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tacznosc:
x+(y+2) = (1,%,0xn)+ (1,2, ¥n) + (21, 22, -5 Z1))
= (at+n+z)xe+2+2),....%+ (¥n + 2n))
((Xl + y1) + z1, (X2 + y2) + 2z, ..., (Xn + y,,) + Z,,)
= (0a,x2, - Xn) + (V1,¥25 -, ¥n))

+ (z,22y.0,2n) =
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tacznosc:
x+(y+2) = (1,%,0xn)+ (1,2, ¥n) + (21, 22, -5 Z1))
= (at+n+z)xe+2+2),....%+ (¥n + 2n))
((Xl + y1) + z1, (X2 + y2) + 2z, ..., (Xn + y,,) + Z,,)
= (0a,x2, - Xn) + (V1,¥25 -, ¥n))

+ (z21,22,,2n) = (x+y) + z
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tacznosc:
x+(y+2) = (1,%,0xn)+ (1,2, ¥n) + (21, 22, -5 Z1))
= (at+n+z)xe+2+2),....%+ (¥n + 2n))
= ((Xl —l—yl)+21,(X2+y2)+22,...,(xn+)/n)+z,,)
= (0a,x2, - Xn) + (V1,¥25 -, ¥n))

+ (z21,22,,2n) = (x+y) + z

element zerowy:
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tacznosc:
X+(y+2) = (X17X2a~-7Xn)+(()/1a}/2a-~-a}/n)+(21722a-~-a2n))
= (atrta)xe+2+2z) X0t (Yot 2zn))
= ((x1+y1)+z1,(x2+y2) + 22, .., (X0 + yn) + 2n)

— ((X17X27"‘7Xn)+ (y17.y27”'7.yn))
+ (21,22,...,zn):(x+y)+2-

element zerowy: Istnieje 6 € X, taki ze dla kazdego x € X
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tacznosc:
X+(y+2) = (X17X2a~-7Xn)+(()/1a}/2a-~-a}/n)+(21722a-~-a2n))
= (atrta)xe+2+2z) X0t (Yot 2zn))
= ((x1+y1)+z1,(x2+y2) + 22, .., (X0 + yn) + 2n)

— ((X17X27"‘7Xn)+ (y17.y27”'7.yn))
+ (21,22,...,zn):(x+y)+2-

element zerowy: Istnieje 6 € X, taki ze dla kazdego x € X

0=(0,...,0) = x+0=(x1+0,..,x,+0) =
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tacznosc:
X+(y+2) = (X17X2a~-7Xn)+(()/1a}/2a-~-a}/n)+(21722a-~-a2n))
= (atrta)xe+2+2z) X0t (Yot 2zn))
= ((x1+y1)+z1,(x2+y2) + 22, .., (X0 + yn) + 2n)

— ((X17X27"‘7Xn)+ (y17.y27”'7.yn))
+ (21,22,...,zn):(x+y)+2-

element zerowy: Istnieje 6 € X, taki ze dla kazdego x € X

0=(0,..,0) = x+0=(14+0,...,x4+0) = (x1,...,%5) =
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tacznosc:
X+(y+2) = (X17X2a~-7Xn)+(()/1a}/2a-~-a}/n)+(21722a-~-a2n))
= (atrta)xe+2+2z) X0t (Yot 2zn))
= ((x1+y1)+z1,(x2+y2) + 22, .., (X0 + yn) + 2n)

— ((X17X27"‘7Xn)+ (y17.y27”'7.yn))
+ (21,22,...,zn):(x+y)+2-

element zerowy: Istnieje 6 € X, taki ze dla kazdego x € X

0=(0,...0) = x+0=(x1+0,..,%,+0) = (x1,..., xn) = x.
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element przeciwny:

Mathematical basics of Quantum Mechanics 6/29



element przeciwny: Dla kazdego x € X istnieje —x € X, taki, ze

—Xx=(—x1,..., = Xn) = x+(—x)

Mathematical basics of Quantum Mechanics 6/29



element przeciwny: Dla kazdego x € X istnieje —x € X, taki, ze

—X = (=X1, 000y —Xn) = x+(—x) =
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element przeciwny: Dla kazdego x € X istnieje —x € X, taki, ze

—X = (_Xl,-..,—Xn) = X+(_X) = (X]_ —Xl,...,Xn—Xn)
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element przeciwny: Dla kazdego x € X istnieje —x € X, taki, ze

—X = (_Xl,-..,—Xn) = X+(_X) = (X]_ —Xl,...,Xn—Xn)
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element przeciwny: Dla kazdego x € X istnieje —x € X, taki, ze

—X = (_Xl,-..,—Xn) = X+(_X) = (X]_ —Xl,...,Xn—Xn)
0, ...,0) =
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element przeciwny: Dla kazdego x € X istnieje —x € X, taki, ze

—X = (_Xl,-..,—Xn) = X+(_X) = (X]_ —Xl,...,Xn—Xn)
0, ...,0) = 0.
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element przeciwny: Dla kazdego x € X istnieje —x € X, taki, ze

—X = (_Xl,-..,—Xn) = X+(_X) = (X]_ —Xl,...,Xn—Xn)
0, ...,0) = 0.

rozdzielnosc¢:
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element przeciwny: Dla kazdego x € X istnieje —x € X, taki, ze

—X = (_Xl,-..,—Xn) = X+(_X) = (X]_ —Xl,...,Xn—Xn)
(0,..,0)=0.
rozdzielnosc¢:
alx+y) =
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element przeciwny: Dla kazdego x € X istnieje —x € X, taki, ze

—X = (_Xl,-..,—Xn) = X+(_X) = (X]_ —Xl,...,Xn—Xn)
(0, ...,0) =0.
rozdzielnosc¢:
a(X+y) = a((le"'7Xn)+(yla-"ayn))
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element przeciwny: Dla kazdego x € X istnieje —x € X, taki, ze

—X = (_Xl,-..,—Xn) = X+(_X) = (X]_ —Xl,...,Xn—Xn)
= (0, ...,0) =0.
rozdzielnosc¢:
a(X+y) = a((le"'7Xn)+(yla-"ayn))
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element przeciwny: Dla kazdego x € X istnieje —x € X, taki, ze

—X = (_Xl,-..,—Xn) = X+(_X) = (X]_ —Xl,...,Xn—Xn)
= (0, ...,0) =0.
rozdzielnosc¢:
a(X+y) = a((le"'7Xn)+(yla-"ayn))

= a(x1 + Y1, Xn+ Yn) =
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element przeciwny: Dla kazdego x € X istnieje —x € X, taki, ze

—X = (_Xl,-..,—Xn) = X+(_X) = (X]_ —Xl,...,Xn—Xn)
= (0, ...,0) =0.
rozdzielnosc¢:
a(X+y) = a((Xl7"'7Xn)+(yla-"ayn))

= a(x1+y1,...,xn+yn) = (a(x1 + y1)s ..o, a(xn + yn))
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element przeciwny: Dla kazdego x € X istnieje —x € X, taki, ze

—X = (_Xl,-..,—Xn) = X+(_X) = (X]_ —Xl,...,Xn—Xn)
(0, ...,0) =0.
rozdzielnosc¢:
a(X+y) = a((Xl7"'7Xn)+(yla-"ayn))

= a(x1+y1,...,xn+yn) = (a(x1 + y1)s ..o, a(xn + yn))
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element przeciwny: Dla kazdego x € X istnieje —x € X, taki, ze

—X = (=x1,..., =Xp) = X+ (—x) (X1 = X1y ooy Xn — Xp)
(0,..,0)=0.
rozdzielnosc¢:
alx+y) =

a((Xl7 "'7Xn) + (_yla ayn))
a(x1 + Y1, s X0 + Yn)

= (a(x1 + y1)y .-y a(xn + yn))

(ax1 + ay1, ..., axn + ayn)
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element przeciwny: Dla kazdego x € X istnieje —x € X, taki, ze

—X = (=x1,..., =Xp) = X+ (—x) (X1 = X1y ooy Xn — Xp)
(0,..,0)=0.
rozdzielnosc¢:
alx+y) =

a((Xl7 "'7Xn) + (_yla ayn))
a(x1 + Y1, s X0 + Yn)

(a(Xl +)/1)7 ey a(Xn +}/n))
= (ax1, ..., axp) + (ay1, ..., ayn)

(ax1 + ay1, ..., axn + ayn)
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element przeciwny: Dla kazdego x € X istnieje —x € X, taki, ze

—X = (=x1,..., =Xp) = X+ (—x) (X1 = X1y ooy Xn — Xp)
(0,..,0)=0.
rozdzielnosc¢:
a(X+y) = a((Xl7"'7Xn)+(yla-"ayn))

a(xy 4+ Y1, Xn + yn) = (alx1 4+ y1), -y a(Xa + yn))
(ax1 + ay1, ..., ax, + ayn) = (ax1, ..., axp) + (ayi, ..., ayn)
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element przeciwny: Dla kazdego x € X istnieje —x € X, taki, ze

X =(=x1,.0,=Xn) = X+ (—x) (X1 = X1y ooy Xn — Xp)

0,...,0) = 0.

rozdzielnosc¢:

alx+y) = a((x,...;xn) + (¥1,-¥n))

a(xy 4+ Y1, Xn + yn) = (alx1 4+ y1), -y a(Xa + yn))
(ax1 + ay1, ..., ax, + ayn) = (ax1, ..., axp) + (ayi, ..., ayn)
= a(x1,....,xn) + a(y1, ..., yn) =
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element przeciwny: Dla kazdego x € X istnieje —x € X, taki, ze

—X = (=x1,..., =Xp) = X+ (—x) (X1 = X1y ooy Xn — Xp)
(0,..,0)=0.
rozdzielnosc¢:
a(X+y) = a((Xl7"'7Xn)+(yla-"ayn))

a(xy 4+ Y1, Xn + yn) = (alx1 4+ y1), -y a(Xa + yn))
(ax1 + ay1, ..., ax, + ayn) = (ax1, ..., axp) + (ayi, ..., ayn)
a(x1, ..., xn) +a(y1, ..., yn) = ax + ay.
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rozdzielnos¢:
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rozdzielnos¢:

(a+b)x =
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rozdzielnos¢:

(a+b)x = (a+b)(x1,.... xn) =
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rozdzielnos¢:

(a+b)x = (a+b)(x1,.... xn) = ((a+ b)x1,...,(a+ b)xn)
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rozdzielnos¢:

(a+b)x = (a+b)(x1,.... xn) = ((a+ b)x1,...,(a+ b)xn)
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rozdzielnos¢:

(a+b)x = (a+b)(x1,.... xn) = ((a+ b)x1,...,(a+ b)xn)
= (ax1 + bxy, ..., axn + bxp)
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rozdzielnos¢:

(a+b)x =

(a+ b)(x1,....,xn) = ((a+ b)x,
(ax1 + bx, ..., axn + bxp)

., (@+ b)xn)
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rozdzielnos¢:

(a+ b)x

(a4 BY(xt, s Xa) = (34 D)1, (2 + b))
= (ax1 + bxy, ..., axn + bxp)

= (axi,...,axp) + (bx1, ..., bxp) = ax + bx.
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(axy, ..., axp) + (bx1, ..., bxp) = ax + bx.
a(bx) =
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(a+b)x = (a+b)(Xl7"'7Xn): ((3+b)X17...,(3+b)Xn)
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(axy, ..., axp) + (bx1, ..., bxp) = ax + bx.
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rozdzielnosc:
(a+b)x = (a+b)(Xl7"'7Xn): ((3+b)X17...,(3+b)Xn)
= (ax1 + bxy, ..., axn + bxp)
(axy, ..., axp) + (bx1, ..., bxp) = ax + bx.
a(bx) = a(b(xi,...,xn)) = a(bxi,..., bx,)

Mathematical basics of Quantum Mechanics 7/29



rozdzielnosc:
(a+b)x = (a+b)(Xl7"'7Xn): ((3+b)X17...,(3+b)Xn)
= (ax1 + bxy, ..., axn + bxp)
= (axi,...,axp) + (bx1, ..., bxp) = ax + bx.
a(bx) = a(b(xi,...,xn)) = a(bxi,..., bx,)
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rozdzielnosc:
(a + b)X (3 + b)(Xl7 "'7Xn) = ((3 + b)X17 eeny (3 + b)Xn)
(ax1 + bx, ..., axn + bxp)
(axy, ..., axp) + (bx1, ..., bxp) = ax + bx.
a(bx) a(b(x1,...,xn)) = a(bxi, ..., bxp)

Mathematical basics of Quantum Mechanics 7/29



rozdzielnosc:
(a + b)X (3 + b)(Xl7 "'7Xn) = ((3 + b)X17 eeny (3 + b)Xn)
(ax1 + bx, ..., axn + bxp)
(axy, ..., axp) + (bx1, ..., bxp) = ax + bx.
a(bx) a(b(x1,...,xn)) = a(bxi, ..., bxp)

= (a(bx1), ..., a(bxy)) = ((ab)xt, ..., (ab)xn)
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rozdzielnosc:
(a+b)x = (a+b)(Xl7"'7Xn): ((3+b)X17...,(3+b)Xn)
(ax1 + bx, ..., axn + bxp)
(axy, ..., axp) + (bx1, ..., bxp) = ax + bx.
a(bx) a(b(x1,...,xn)) = a(bxi, ..., bxp)

(a(bx1), ... a(bxn)) = ((ab)x1, .., (ab)xn)
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rozdzielnos¢:
(a+b)x = (a+b)(Xl7"'7Xn): ((3+b)X17...,(3+b)Xn)
(ax1 + bx, ..., axn + bxp)
(axy, ..., axp) + (bx1, ..., bxp) = ax + bx.
a(bx) = a(b(xi,...,xn)) = a(bxi,..., bx,)

= (a(bx1),...,a(bxn)) = ((ab)xi, ..., (ab)x,)
= (ab)(x, ... x,,) =
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rozdzielnos¢:
(a+b)x = (a+b)(Xl7"'7Xn): ((3+b)X17...,(3+b)Xn)
(ax1 + bx, ..., axn + bxp)
(axy, ..., axp) + (bx1, ..., bxp) = ax + bx.
a(bx) = a(b(xi,...,xn)) = a(bxi,..., bx,)

= (a(bx1),...,a(bxn)) = ((ab)xi, ..., (ab)x,)
= (ab)(xl,.. n) = (ab)x.
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rozdzielnosc:
(a+b)x = (a+b)(x1,.... xn) = ((a+ b)x1,...,(a+ b)xn)
(ax1 + bx, ..., axn + bxp)
(axy, ..., axp) + (bx1, ..., bxp) = ax + bx.
a(bx) = a(b(xi,...,xn)) = a(bxi,..., bx,)
= (a(bx1),...,a(bxn)) = ((ab)xi, ..., (ab)xn)
= (ab) (x1, .y Xn) = (ab)x.
1-x =
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rozdzielnosc:
(a+b)x = (a+b)(x1,.... xn) = ((a+ b)x1,...,(a+ b)xn)
(ax1 + bx, ..., axn + bxp)
(axy, ..., axp) + (bx1, ..., bxp) = ax + bx.
a(bx) = a(b(xi,...,xn)) = a(bxi,..., bx,)
= (a(bx1),...,a(bxn)) = ((ab)xi, ..., (ab)xn)
= (ab) (x1, .y Xn) = (ab)x.
1-x = 1(x1,...,%n)
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rozdzielnosc:
(a+ b)x (a+ b)(x1, ..., xn) = ((a+ b)x1, ..., (a+ b)xn)

= (ax1 + bxy, ..., axn + bxp)
= (axi,...,axp) + (bx1, ..., bxp) = ax + bx.

a(bx) = a(b(xi,...,xn)) = a(bxi,..., bx,)
= (a(bx1),...,a(bxn)) = ((ab)xi, ..., (ab)xn)
= (ab) (x1, .y Xn) = (ab)x.

1-x = 1(x1,...,%n)
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rozdzielnosc:
(a+b)x = (a+b)(x1,.... xn) = ((a+ b)x1,...,(a+ b)xn)

= (ax1 + bxy, ..., axn + bxp)
= (axi,...,axp) + (bx1, ..., bxp) = ax + bx.

a(bx) a(b(x1,...,xn)) = a(bxi, ..., bxp)
= (a(bx1),...,a(bxn)) = ((ab)xi, ..., (ab)xn)
= (ab) (x1, .y Xn) = (ab)x.

1-x = 1(x1,...,%n)

= (1-x1,....,1-xp)
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rozdzielnosc:
(a+b)x = (a+b)(x1,.... xn) = ((a+ b)x1,...,(a+ b)xn)

= (ax1 + bxy, ..., axn + bxp)
= (axi,...,axp) + (bx1, ..., bxp) = ax + bx.

a(bx) a(b(x1,...,xn)) = a(bxi, ..., bxp)
= (a(bx1),...,a(bxn)) = ((ab)xi, ..., (ab)xn)
= (ab) (x1, .y Xn) = (ab)x.

1-x = 1(x1,...,%n)

= (1-x1,..,1-xp) = (x1,.0, %) =
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rozdzielnosc:
(a+b)x = (a+b)(x1,.... xn) = ((a+ b)x1,...,(a+ b)xn)

= (ax1 + bxy, ..., axn + bxp)
= (axi,...,axp) + (bx1, ..., bxp) = ax + bx.

a(bx) a(b(x1,...,xn)) = a(bxi, ..., bxp)
= (a(bx1),...,a(bxn)) = ((ab)xi, ..., (ab)xn)
= (ab) (x1, .y Xn) = (ab)x.

1-x = 1(x1,...,%n)

= (1-x1,....,1-xp) = (x1, ..., Xn) = X
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rozdzielnosc:
(a+b)x = (a+b)(x1,.... xn) = ((a+ b)x1,...,(a+ b)xn)

= (ax1 + bxy, ..., axn + bxp)
= (axi,...,axp) + (bx1, ..., bxp) = ax + bx.

a(bx) a(b(x1,...,xn)) = a(bxi, ..., bxp)
= (a(bx1),...,a(bxn)) = ((ab)xi, ..., (ab)xn)
= (ab) (x1, .y Xn) = (ab)x.

1-x = 1(x1,...,%n)

= (1-x,...,1-xy) = (x1,..., %) = x cnd.
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Przyktad 2
X — zbidr funkcji okreslonych na niepustym zbiorze Q, f: Q — K.
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Przyktad 2
X — zbidr funkcji okreslonych na niepustym zbiorze Q, f: Q — K.
Dziatania dla f, g € X okreélamy nastepujaco:
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Przyktad 2
X — zbidr funkcji okreslonych na niepustym zbiorze Q, f: Q — K.
Dziatania dla f, g € X okreélamy nastepujaco:

(f+e)x) = f(x)+a),
(af)(x) = af(x), dla dowolnego x € Q
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Przyktad 2
X — zbidr funkcji okreslonych na niepustym zbiorze Q, f: Q — K.
Dziatania dla f, g € X okreélamy nastepujaco:

(f+e)x) = f(x)+a),
(af)(x) = af(x), dla dowolnego x € Q

Sprawdzmy wszystkie warunki przestrzeni wektorowe;.
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Przyktad 2
X — zbidr funkcji okreslonych na niepustym zbiorze Q, f: Q — K.
Dziatania dla f, g € X okreélamy nastepujaco:

(f+e)x) = f(x)+a),
(af)(x) = af(x), dla dowolnego x € Q

Sprawdzmy wszystkie warunki przestrzeni wektorowe;.
przemiennosc:
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Przyktad 2
X — zbidr funkcji okreslonych na niepustym zbiorze Q, f: Q — K.
Dziatania dla f, g € X okreélamy nastepujaco:

(F+g)x) = f(x)+ax),
(af)(x) = af(x), dla dowolnego x € Q
Sprawdzmy wszystkie warunki przestrzeni wektorowe;.
przemiennosc:
(g+f)x) =
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Przyktad 2
X — zbidr funkcji okreslonych na niepustym zbiorze Q, f: Q — K.
Dziatania dla f, g € X okreélamy nastepujaco:

(f+e)x) = f(x)+a),
(af)(x) = af(x), dla dowolnego x € Q

Sprawdzmy wszystkie warunki przestrzeni wektorowe;.
przemiennosc:

(g+f)x) = g(x)+f(x)=
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Przyktad 2
X — zbidr funkcji okreslonych na niepustym zbiorze Q, f: Q — K.
Dziatania dla f, g € X okreélamy nastepujaco:

(f+e)x) = f(x)+a),
(af)(x) = af(x), dla dowolnego x € Q

Sprawdzmy wszystkie warunki przestrzeni wektorowe;.
przemiennosc:

(g+1)(x) = g(x)+f(x)=F(x)+elx)=
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Przyktad 2
X — zbidr funkcji okreslonych na niepustym zbiorze Q, f: Q — K.
Dziatania dla f, g € X okreélamy nastepujaco:

(f+e)x) = f(x)+a),
(af)(x) = af(x), dla dowolnego x € Q

Sprawdzmy wszystkie warunki przestrzeni wektorowe;.
przemiennosc:

(g+1)(x) = &g(x)+f(x)=7F(x)+g(x)=(f+g)x)
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tacznosc:
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tacznosc:

(F+(g+hm)x) =
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tacznosc:

(f+(g+h)x) = fi)+(g+h)(x)=
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tacznosc:

(F+(g+hm)(x) = Ff(x)+(g+h)(x)=r(x)+(g(x)+ h(x))
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tacznosc:

(F+(g+hm)(x) = Ff(x)+(g+h)(x)=r(x)+(g(x)+ h(x))
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tacznosc:

(F+(g+hm)(x) = Ff(x)+(g+h)(x)=r(x)+(g(x)+ h(x))
= (f(x) + g(x)) + h(x) = (f + g)(x) + h(x)
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tacznosc:

(F+(g+hm)x) =
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tacznosc:

(f + (g +h) (x)

= )+ (g+hx)=7f(x)+
= (f(x) +&(x)) + h(x) =
((f + &) + h) ().

(g(x) + h(x))
(f + &)(x) + h(x)
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tacznosc:

(f+(g+h)Kx) (g(x) + h(x))
(f + &)(x) + h(x)

F(x) + (g + h)(x) = f(x) +

f(x) +&(x)) + h(x)
(f +&) + h) ().

e

element zerowy:
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tacznosc:

(f+(g+h)Kx) (g(x) + h(x))
(f + &)(x) + h(x)

= )+ (g+hx)=7f(x)+
= (f(x) +&(x)) + h(x) =
((f + &) + h) ().

element zerowy:

0(x)=0 =
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tacznosc:

(f + (g +h) (x)

= )+ (g+hx)=7f(x)+
= (f(x) +&(x)) + h(x) =
((f + &) + h) ().

(g(x) + h(x))
(f + &)(x) + h(x)

element zerowy:

0x)=0 = (f+60)(x)=
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tacznosc:

(f + (g +h) (x)

= )+ (g+hx)=7f(x)+
= (f(x) +&(x)) + h(x) =
((f + &) + h) ().

(g(x) + h(x))
(f + &)(x) + h(x)

element zerowy:

0(x)=0 = (f+0)(x)="Ff(x)+6(x)=
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tacznosc:

(f + (g +h) (x)

= )+ (g+hx)=7f(x)+
= (f(x) +&(x)) + h(x) =
((f + &) + h) ().

(g(x) + h(x))
(f + &)(x) + h(x)

element zerowy:

0(x)=0 =

(f + 0)(x) = f(x) + 0(x) = f(x) + 0 =
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tacznosc:

(f + (g +h) (x)

= )+ (g+hx)=7f(x)+
= (f(x) +&(x)) + h(x) =
((f + &) + h) ().

(g(x) + h(x))
(f + &)(x) + h(x)

element zerowy:

0(x)=0 = (f+0)(x)="rF(x)+6(x)="rf(x)+0="7(x).
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element przeciwny:

(=) =—=f(x) = (F+(=F)(x)=Ffx)+ (=F)x)
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element przeciwny:
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element przeciwny:

(=) =—-f(x) = (F+(=1)(x)=Ffx)+(=)x)
= f(x)—f(x)=0=6(x).
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element przeciwny:

(=) =—-f(x) = (F+(=1)(x)=Ffx)+(=)x)
= f(x)—f(x)=0=6(x).

rozdzielnos¢:
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element przeciwny:

(=) =—-f(x) = (F+(=1)(x)=Ffx)+(=)x)
= f(x)—f(x)=0=6(x).

rozdzielnos¢:

(a(f +8) () =
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element przeciwny:

(=) =—-f(x) = (F+(=1)(x)=Ffx)+(=)x)
= f(x)—f(x)=0=6(x).

rozdzielnos¢:

(af +8)(x) = a(f+g)(x)=
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element przeciwny:

(=) =—-f(x) = (F+(=1)(x)=Ffx)+(=)x)
= f(x)—f(x)=0=6(x).

rozdzielnos¢:

(a(f +g))(x) = a(f+g)(x)=a(f(x)+e(x))
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element przeciwny:

(=) =—-f(x) = (F+(=1)(x)=Ffx)+(=)x)
= f(x)—f(x)=0=6(x).

rozdzielnos¢:

(a(f +g))(x) = a(f+g)(x)=a(f(x)+e(x))
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element przeciwny:

rozdzielnos¢:

(a(f+8))(x) = a(f+8)(x)
i
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element przeciwny:

(=) =—-f(x) = (F+(=1)(x)=Ffx)+(=)x)
= f(x)—f(x)=0=6(x).

rozdzielnos¢:

(a(f +8))(x) = a(f+g)(x)
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element przeciwny:

(=) =—-f(x) = (F+(=1)(x)=Ffx)+(=)x)
= f(x)—f(x)=0=6(x).

rozdzielnosc:
(a(f +g))(x) = a(f+g)(x)=a(f(x)+g(x))
= af(x)+ ag(x) = (af + ag) (x)

rozdzielnosc:
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element przeciwny:

(=) =—-f(x) = (F+(=1)(x)=Ffx)+(=)x)
= f(x)—f(x)=0=6(x).

rozdzielnosc:
(a(f +g))(x) = a(f+g)(x)=a(f(x)+g(x))
= af(x)+ ag(x) = (af + ag) (x)
rozdzielnosc:
((a+b)f)(x) =
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element przeciwny:

(=) =—-f(x) = (F+(=1)(x)=Ffx)+(=)x)
= f(x)—f(x)=0=6(x).

rozdzielnosc:
(a(f +g))(x) = a(f+g)(x)=a(f(x)+g(x))
= af(x)+ ag(x) = (af + ag) (x)
rozdzielnosc:
((a+b)f)(x) = (a+b)f(x)=
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element przeciwny:

(=) =—-f(x) = (F+(=1)(x)=Ffx)+(=)x)
= f(x)—f(x)=0=6(x).

rozdzielnosc:
(a(f +g))(x) = a(f+g)(x)=a(f(x)+g(x))
= af(x)+ ag(x) = (af + ag) (x)
rozdzielnosc:
((a+b)f)(x) = (a+ b)f(x)=af(x)+ bf(x) =
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element przeciwny:

(=) =—-f(x) = (F+(=1)(x)=Ffx)+(=)x)
= f(x)—f(x)=0=6(x).

rozdzielnosc:
(a(f +g))(x) = a(f+g)(x)=a(f(x)+g(x))
= af(x)+ ag(x) = (af + ag) (x)
rozdzielnosc:
((a+b)f)(x) = (a+ b)f(x)=af(x)+ bf(x) = (af)(x) + (bf)(x)
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element przeciwny:

(=) =—-f(x) = (F+(=1)(x)=Ffx)+(=)x)
= f(x)—f(x)=0=6(x).

rozdzielnosc:
(a(f +g))(x) = a(f+g)(x)=a(f(x)+g(x))
= af(x)+ ag(x) = (af + ag) (x)
rozdzielnosc:
((a+b)f)(x) = (a+ b)f(x)=af(x)+ bf(x) = (af)(x) + (bf)(x)
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element przeciwny:

(=) =—-f(x) = (F+(=1)(x)=Ffx)+(=)x)
= f(x)—f(x)=0=6(x).

rozdzielnosc:
(a(f +g))(x) = a(f+g)(x)=a(f(x)+g(x))
= af(x)+ ag(x) = (af + ag) (x)
rozdzielnosc:
((a+b)f)(x) = (a+ b)f(x)=af(x)+ bf(x) = (af)(x) + (bf)(x)
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(a(bf)) (x) =
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(a(bf)) (x) = a(bf)(x) =
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(a(bf)) (x) = a(bf)(x) = a(bf(x))
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(a(bf)) (x) = a(bf)(x) = a(bf(x))
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(a(bf)) (x) = a(bf)(x) = a(bf(x))
= (ab)f(x)=
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(a(bf)) (x) = a(bf)(x) = a(bf(x))
= )
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(a(bf)) (x) = a(bf)(x) = a(bf(x))
= )

(1-F)x) =
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(a(bf)) (x) = a(bf)(x) = a(bf(x))
= )
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(a(bf)) (x) = a(bf)(x) = a(bf(x))
= (ab) f(x) = ((ab)f) (x).

(1-f)(x)=1-f(x)=f(x) cnd.
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(a(bf)) (x) = a(bf)(x) = a(bf(x))
= (ab) f(x) = ((ab)f) (x).

(1-f)(x)=1-f(x)=f(x) cnd.
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(a(bf)) (x) = a(bf)(x) = a(bf(x))
= (ab) f(x) = ((ab)f) (x).

(1-f)(x)=1-f(x)=f(x) cnd.
Niech (X, +, ) bedzie przestrzenia wektorowa. Niepusty podzbiér

Xo C X nazywamy podprzestrzenig wektorowa, jesli (Xo, +, ) jest
przestrzenia wektorow3.
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= (ab) f(x) = ((ab)f) (x).

(1-f)(x)=1-f(x)=f(x) cnd.

Niech (X, +, ) bedzie przestrzenia wektorowa. Niepusty podzbiér
Xo C X nazywamy podprzestrzenig wektorowa, jesli (Xo, +, ) jest
przestrzenia wektorows.

Niepusty podzbiér Xy C X jest podprzestrzenig przestrzeni
wektorowej (X, +,-) wtedy i tylko wtedy gdy

X, yEXoiaceK = x4+yeXiaxeXp.
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Elementy xi, x2, ..., X, przestrzeni wektorowej (X, +,-) nazywamy
liniowo niezaleznymi,
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Elementy xi, x2, ..., X, przestrzeni wektorowej (X, +,-) nazywamy
liniowo niezaleznymi, jesli dla a1, ap, ...,a, € K

aixit+ax+..+ax,=60 = ai—=a=..=a,=0.

Najwieksza liczbe n o tej wiasnosci, ze w przestrzeni wektorowej
(X, 4+, ) istnieje n elementédw liniowo niezaleznych nazywamy
wymiarem przestrzeni wektorowej i oznaczamy dim X.

Jezeli taka liczba n istnieje, to przestrzen jest skonczenie
wymiarowa, dim X = n, a jesli takie n nie istnieje, to przestrzen
jest nieskonczenie wymiarowa, dim X = oc.
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Jezeli dim X = n, to kazdy liniowo niezalezny zbiér n wektoréw
e1, €, ...,en € X nazywamy baza przestrzeni wektorowej (X, +, ).

Mathematical basics of Quantum Mechanics 13/29



Jezeli dim X = n, to kazdy liniowo niezalezny zbiér n wektoréw
e1, €, ...,en € X nazywamy baza przestrzeni wektorowej (X, +, ).
Przestrzen (K", +,-) z przykfadu 1 jest skofczenie wymiarowa.

Mathematical basics of Quantum Mechanics 13/29



Jezeli dim X = n, to kazdy liniowo niezalezny zbiér n wektoréw
e1, €, ...,en € X nazywamy baza przestrzeni wektorowej (X, +, ).
Przestrzen (K", +,-) z przykfadu 1 jest skoficzenie wymiarowa. Jej
baze stanowia, np. wektory e; = (1,0,...,0), e = (0,1,...,0),...,
e, = (0,0,...,1).
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Jezeli dim X = n, to kazdy liniowo niezalezny zbiér n wektoréw
e1, €, ...,en € X nazywamy baza przestrzeni wektorowej (X, +, ).
Przestrzen (K", +,-) z przykfadu 1 jest skoficzenie wymiarowa. Jej
baze stanowia, np. wektory e; = (1,0,...,0), e = (0,1,...,0),...,
en = (0,0, ...,1). Rzeczywiscie, dla dowolnego x = (x1, x2, ..., Xp)
zachodzi

X =x1€e1 +x0e + ... + xp€,.

Przestrzen funkcyjna z przyktadu 2
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Jezeli dim X = n, to kazdy liniowo niezalezny zbiér n wektoréw
e1, €, ...,en € X nazywamy baza przestrzeni wektorowej (X, +, ).
Przestrzen (K", +,-) z przykfadu 1 jest skoficzenie wymiarowa. Jej
baze stanowia, np. wektory e; = (1,0,...,0), e = (0,1,...,0),...,
en = (0,0, ...,1). Rzeczywiscie, dla dowolnego x = (x1, x2, ..., Xp)
zachodzi

X =x1€e1 +x0e + ... + xp€,.

Przestrzen funkcyjna z przykfadu 2 jest nieskonczenie wymiarowa.
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Niech X bedzie zbiorem niepustym. Funkcje d okreslong w zbiorze
X x X o wartosciach nieujemnych spetniajaca warunki
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Niech X bedzie zbiorem niepustym. Funkcje d okreslong w zbiorze
X x X o wartosciach nieujemnych spetniajaca warunki

Q dx,y)=0 & x=y,

Q d(y,x)=d(x,y), (symetria)

Q d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) (warunek tréjkata)
nazywamy metryka albo odlegtosciag w X, a pare (X, d) nazywamy
przestrzenia metryczna.
Przyktad. X = R", a odlegto$¢ d(x, y) pomiedzy elementami
x = (x1,X2, ., Xn) 1Y = ()1, 2, ..., Yn) definiujemy wzorem
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Niech X bedzie zbiorem niepustym. Funkcje d okreslong w zbiorze
X x X o wartosciach nieujemnych spetniajaca warunki

Q dx,y)=0 & x=y,

Q d(y,x)=d(x,y), (symetria)

Q d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) (warunek tréjkata)
nazywamy metryka albo odlegtosciag w X, a pare (X, d) nazywamy
przestrzenia metryczna.
Przyktad. X = R", a odlegto$¢ d(x, y) pomiedzy elementami
x = (x1,X2, ., Xn) 1Y = ()1, 2, ..., Yn) definiujemy wzorem

\/(}/1—X1 + (2 = x2)? + -+ (yn — Xn)*.
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Zadanie. Pokaza¢, ze tak okreslona funkcja d(x, y) jest metryka.

Mathematical basics of Quantum Mechanics 15/29



Zadanie. Pokaza¢, ze tak okreslona funkcja d(x, y) jest metryka.
Cigg elementéw przestrzeni metrycznej {x,} jest ciagiem
Cauchy’ego
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Cigg elementéw przestrzeni metrycznej {x,} jest ciagiem
Cauchy'ego jedli dla kazdej liczby € > 0 istnieje taka liczba N, ze
dla kazdych m,n > N zachodzi d(x,y) < e.
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Zadanie. Pokaza¢, ze tak okreslona funkcja d(x, y) jest metryka.
Cigg elementéw przestrzeni metrycznej {x,} jest ciagiem
Cauchy'ego jedli dla kazdej liczby € > 0 istnieje taka liczba N, ze
dla kazdych m,n > N zachodzi d(x,y) < e.

Kazdy ciag zbiezny spetnia warunek Cauchy’ego.

Przestrzen metryczna (X, d) jest zupetna, jedli kazdy ciag
Cauchy’ego elementéw tej przestrzeni jest zbiezny do elementu
xp € X.
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Niech X bedzie przestrzenig wektorowa nad ciatem K liczb
rzeczywistych lub zespolonych.
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rzeczywistych lub zespolonych. Funkcje x — ||x|| odwzorowujaca
zbiér X w zbiér liczb nieujemnych nazywamy norma, gdy dla
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rzeczywistych lub zespolonych. Funkcje x — ||x|| odwzorowujaca
zbiér X w zbiér liczb nieujemnych nazywamy norma, gdy dla
kazdych x,y € X i a € K spetnia nastepujace warunki

Q |x|=0 = x=0,

Q [[x+yll <IIx|l+llyll. (warunek trojkata)

@ |lax|| = |a| - ||x||, (jednorodnos¢).
Przestrzen wektorowa X wraz z okre$long norma nazywamy
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Niech X bedzie przestrzenig wektorowa nad ciatem K liczb
rzeczywistych lub zespolonych. Funkcje x — ||x|| odwzorowujaca
zbiér X w zbiér liczb nieujemnych nazywamy norma, gdy dla
kazdych x,y € X i a € K spetnia nastepujace warunki

Q |x|=0 = x=0,

Q [[x+yll <IIx|l+llyll. (warunek trojkata)

@ |lax|| = |a| - ||x||, (jednorodnos¢).
Przestrzen wektorowa X wraz z okre$long norma nazywamy
przestrzenia unormowang.
Przestrzeh unormowana zupetna nazywamy przestrzenia Banacha.
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Przestrzen unormowana jest przestrzenig metryczng.
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Przestrzen unormowana jest przestrzenia metrycznga.
Rzeczywiscie, majac norme, odlegto$¢ mozemy okresli¢ nastepujaco
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Przestrzen unormowana jest przestrzenia metrycznga.
Rzeczywiscie, majac norme, odlegto$¢ mozemy okresli¢ nastepujaco

d(x,y) = lIx =yl

Zadanie. Pokaza¢, ze powyzszy wzér poprawnie okresla odlegtosé.
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Niech X bedzie przestrzenig wektorowa nad ciatem K liczb
rzeczywistych lub zespolonych.
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spetniajaca dla wszystkich x, y,z € X i a € K nastepujace warunki
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Niech X bedzie przestrzenig wektorowa nad ciatem K liczb
rzeczywistych lub zespolonych. Funkcje

(1): XxX—>K

spe’miajaca dla wszystkich x,y,z € X i a € K nastepujace warunki
O (xly +2) = (xly) + (x|z), (addytywnosc),

(x|ay) = a(x|y), (jednorodnosé),

(ylx) = (xly)",

(

(2]
o
Q (x|x)>0,dlax=#0

Mathematical basics of Quantum Mechanics 18/29



Niech X bedzie przestrzenig wektorowa nad ciatem K liczb
rzeczywistych lub zespolonych. Funkcje

(1): XxX—>K

spetniajaca dla wszystkich x, y,z € X i a € K nastepujace warunki
Q (xly +z) = (x|y) + (x|z), (addytywnosc),
@ (x|ay) = a(xly), (jednorodnosc),
@ (y[x) = (xly)",
Q (x|x)>0,dlax#0

nazywamy iloczynem skalarnym lub iloczynem wewnetrznym.
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Niech X bedzie przestrzenig wektorowa nad ciatem K liczb
rzeczywistych lub zespolonych. Funkcje

(1): XxX—>K

spetniajaca dla wszystkich x, y,z € X i a € K nastepujace warunki
O (xly +2) = (xly) + (x|2), (addytywnosc),
@ (x|ay) = a(xly), (jednorodnosc),
@ (vlx) = (x|y)",
Q (x|x)>0,dlax#0
nazywamy iloczynem skalarnym lub iloczynem wewnetrznym.

Przestrzeh wektorowa X wraz z okreslonym iloczynem
wewnetrznym nazywamy przestrzenig unitarna.
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Przykfad 2. Rozwazmy przestrzen funkcji zespolonych
catkowalnych z kwadratem modutu w obszarze Q.
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@lav) = [F@@IEr=a [ ¢ @uOE = a(olv),
Q Q

Wle) = [v@eAEr = [/ ¢*W(ad3r] = ()"
Q Q

@) = [o@sPEr= [1oAPEr >0
Q Q

dla ¢(r) # 0 na podzbiorze niezerowej miary, cnd.
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Korzystajac z definicji iloczynu skalarnego mozna udowodnié
nastepujace wiasnosci.
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nastepujace wiasnosci.

(x+ylz) = (x+y)" = [(zb)+ )]
= (27 + (2ly)" = (xI2) + (v[2)-

Addytywnos$¢ zachodzi rowniez ze wzgledu na pierwszy argument.
(axly) = (vlax)" = [a(y[x)]" = a"(y|x)" = a"(x]y).

Wyciagajac czynnik liczbowy z pierwszego argumentu trzeba
dokona¢ jego sprzezenia zespolonego.
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(x10) = (xly —y)=(xly) = (xly) =0,
(Olx) = (x10)* =
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(x10) = (xly —y)=(xly) = (xly) =0,
(0]x) = (x]0)* =0 =0.

Jezeli jeden z argumentéw jest wektorem zerowym, to iloczyn
skalarny jest réwny 0.
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(x10) = (xly —y)=(xly) = (xly) =0,
(0]x) = (x]0)* =0 =0.

Jezeli jeden z argumentéw jest wektorem zerowym, to iloczyn
skalarny jest réwny 0.

Zdefinujmy funkcje

IIx|| = v/(x]x) dla xe X.
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Nierédwnoéé Schwarza.
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Nieréwno$¢ Schwarza. Dla dowolnych x,y € X zachodzi

< [l
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[ < iyl

Dowéd. Dla x =60 lub y =0
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Dowéd. Dla x = 6 lub y = 0 lewa i prawa strona s3 rowne 0.
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Nieréwno$¢ Schwarza. Dla dowolnych x,y € X zachodzi

[ < iyl

Dowéd. Dla x = 6 lub y = 0 lewa i prawa strona s3 rowne 0.
Niech x # 6 i y # 0, wéwczas dla dowolnego a € K

0 < (x—ay|x —ay)
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Nieréwno$¢ Schwarza. Dla dowolnych x,y € X zachodzi

[ < iyl

Dowéd. Dla x = 6 lub y = 0 lewa i prawa strona s3 rowne 0.
Niech x # 6 i y # 0, wéwczas dla dowolnego a € K

0 < (x —aylx —ay) = (x|x) — a(x]y) — a*(y|x) + a"a(y|y).
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Nieréwno$¢ Schwarza. Dla dowolnych x,y € X zachodzi

[ < iyl

Dowéd. Dla x = 6 lub y = 0 lewa i prawa strona s3 rowne 0.
Niech x # 6 i y # 0, wéwczas dla dowolnego a € K

0 < (x —aylx —ay) = (x|x) — a(x]y) — a*(y|x) + a"a(y|y).

Przyjmijmy a = (x|y)*/(y|y)
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Nieréwno$¢ Schwarza. Dla dowolnych x,y € X zachodzi

[ < iyl

Dowéd. Dla x = 6 lub y = 0 lewa i prawa strona s3 rowne 0.
Niech x # 6 i y # 0, wéwczas dla dowolnego a € K

0 < (x —aylx —ay) = (x|x) — a(x]y) — a*(y|x) + a"a(y|y).

Przyjmijmy a = (x|y)*/(yly) = a" = (x|y)/(vly)
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Nieréwno$¢ Schwarza. Dla dowolnych x,y € X zachodzi

[ < iyl

Dowéd. Dla x = 6 lub y = 0 lewa i prawa strona s3 rowne 0.
Niech x # 6 i y # 0, wéwczas dla dowolnego a € K

0 < (x —aylx —ay) = (x|x) — a(x]y) — a*(y|x) + a"a(y|y).

Przyjmijmy a = (x|y)*/(yly) = a" = (x|y)/(vly)

(xi) — CDYGly) GOk | (1) (xly) (1)

0= (rly) (vly) (vly)?
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Dowéd. Dla x = 6 lub y = 0 lewa i prawa strona s3 rowne 0.
Niech x # 6 i y # 0, wéwczas dla dowolnego a € K

0 < (x —aylx —ay) = (x|x) — a(x]y) — a*(y|x) + a"a(y|y).
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Nieréwno$¢ Schwarza. Dla dowolnych x,y € X zachodzi

[ < iyl

Dowéd. Dla x = 6 lub y = 0 lewa i prawa strona s3 rowne 0.
Niech x # 6 i y # 0, wéwczas dla dowolnego a € K

0 < (x —aylx —ay) = (x|x) — a(x]y) — a*(y|x) + a"a(y|y).

Przyjmijmy a = (x|y)*/(yly) = a" = (x|y)/(vly)

(xi) — CDYGly) GOk | (1) (xly) (1)
(vly) (vly) (vly)?
”XH2 . |(X|y)’2
B

0 <
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Nieréwno$¢ Schwarza. Dla dowolnych x,y € X zachodzi

[ < iyl

Dowéd. Dla x = 6 lub y = 0 lewa i prawa strona s3 rowne 0.
Niech x # 6 i y # 0, wéwczas dla dowolnego a € K

0 < (x —aylx —ay) = (x|x) — a(x]y) — a*(y|x) + a"a(y|y).

Przyjmijmy a = (x|y)*/(yly) = a" = (x|y)/(vly)

(xi) — CDYGly) GOk | (1) (xly) (1)
(vly) (vly) (vly)?
”XH2 . |(X|y)’2
B

0 <

= A< X[y -
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Z powyzszego dowodu wynika, ze w nierdwnosci Schwarza zachodzi
rownos$¢ wtedy i tylko wtedy, gdy wektory x i y s3 liniowo zalezne.
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spetnia warunki normy.
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Z powyzszego dowodu wynika, ze w nierdwnosci Schwarza zachodzi
rownos$¢ wtedy i tylko wtedy, gdy wektory x i y s3 liniowo zalezne.
Zadanie. Pokaza¢, ze funkcja okre$lona wzorem

x| =1/(x|x) dla xeX

spetnia warunki normy.

lloczyn skalarny w przestrzeni unitarnej X jest odwzorowaniem
ciagtym.

Dowéd. ( | ) : X x X — K jest odwzorowaniem ciaglym jesli z
xp— x € X iyn,—ye Xwynika (xp|lyn) — (x]y).
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|(Xnlyn) = (x[¥)] = |(xnlyn) = (xIyn) + (x|yn) — (x]y)]
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|(Xnlyn) = (x[¥)] = |(xnlyn) = (xIyn) + (x|yn) — (x]y)]
= |(xn — xlyn) + (xyn = ¥)| < (0 = x|yn)| + [(x[yn = y)I
< o = x| Nlyall + [Ix] - [lya =yl — 0,

gdzie skorzystaliSmy z nieréwnosci Schwartza i z tego, ze ciag {yn}
jest ograniczony, gdyz jest zbiezny.
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= |(xn — xlyn) + (xyn = ¥)| < (0 = x|yn)| + [(x[yn = y)I
< o = x| Nlyall + [Ix] - [lya =yl — 0,

gdzie skorzystaliSmy z nieréwnosci Schwartza i z tego, ze ciag {yn}
jest ograniczony, gdyz jest zbiezny.

Wektory x, y € X sa ortogonalne jedli (x|y) = 0.

Niepusty podzbiér A C X nie zawierajacy wektora zerowego,
ktérego dowolne dwa elementy sa ortogonalne nazywamy uktadem
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|(Xnlyn) = (x[¥)] = |(xnlyn) = (xIyn) + (x|yn) — (x]y)]
= |(xn — xlyn) + (xyn = ¥)| < (0 = x|yn)| + [(x[yn = y)I
< o = x| Nlyall + [Ix] - [lya =yl — 0,

gdzie skorzystaliSmy z nieréwnosci Schwartza i z tego, ze ciag {yn}
jest ograniczony, gdyz jest zbiezny.

Wektory x, y € X sa ortogonalne jedli (x|y) = 0.

Niepusty podzbiér A C X nie zawierajacy wektora zerowego,
ktérego dowolne dwa elementy sa ortogonalne nazywamy uktadem
ortogonalnym wektoréw. Jezeli précz tego ||x|| = 1 dla wszystkich
x € A, to A nazywamy uktadem ortonormalnym.
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Przyktady.
@ Wektory

e1 = (1,0,..,0), e =(0,1,..,0),..., e,=(0,0,....1)

tworza uktad ortonormalny w R” lub C".

o Funkcje

1 cost sint cos2t sin2t cos3t sin3t
NN AN . N AN . B
tworza ukfad ortonormalny w przestrzeni L?(—, ) funkgji

catkowalnych w sensie Lebesgue’a z kwadratem w przedziale

(—m, 7).
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Przyktady.
@ Wektory

e1 = (1,0,..,0), e =(0,1,..,0),..., e,=(0,0,....1)

tworza uktad ortonormalny w R” lub C".

o Funkcje

1 cost sint cos2t sin2t cos3t sin3t
NN AN . N AN . B
tworza ukfad ortonormalny w przestrzeni L?(—, ) funkgji
catkowalnych w sensie Lebesgue’a z kwadratem w przedziale
(—m, 7).

Zadanie. Pokaza¢, ze tak w istocie jest.
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Niech {¢,} bedzie przeliczalnym uktadem ortogonalnym w
przestrzeni unitarnej X.
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Niech {¢,} bedzie przeliczalnym uktadem ortogonalnym w
przestrzeni unitarnej X. Dowolny element ¢ € X mozemy rozwingé
w szereg Fouriera

[o.¢]
=1 o,
n=1
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Niech {¢,} bedzie przeliczalnym uktadem ortogonalnym w
przestrzeni unitarnej X. Dowolny element ¢ € X mozemy rozwingé
w szereg Fouriera

(enle)
2.

o0
= Z Cn'Pn, gdzie ¢, =
n=1 HSOH
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Niech {¢,} bedzie przeliczalnym uktadem ortogonalnym w
przestrzeni unitarnej X. Dowolny element ¢ € X mozemy rozwingé
w szereg Fouriera

(enle)
2.

o0
= Z Cn'Pn, gdzie ¢, =
n=1 HSOH

Rzeczywiscie, obliczmy

(pile) = (91l 3 cnpn) =
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Niech {¢,} bedzie przeliczalnym uktadem ortogonalnym w
przestrzeni unitarnej X. Dowolny element ¢ € X mozemy rozwingé
w szereg Fouriera

(enle)
2.

o0
= Z Cn'Pn, gdzie ¢, =
n=1 HSOH

Rzeczywiscie, obliczmy

(4il9) = (61l 3 cnpn) = 3 (il =
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Niech {¢,} bedzie przeliczalnym uktadem ortogonalnym w
przestrzeni unitarnej X. Dowolny element ¢ € X mozemy rozwingé
w szereg Fouriera

s : (#nl)
p= Z CnPn, gdzie ¢, = >
n=1 HSOHH .
Rzeczywiscie, obliczmy
o0 o0
(wile) = (il ) cnen) = Y cn(ilen) = i (wilor) =
n=1 n=1
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Niech {¢,} bedzie przeliczalnym uktadem ortogonalnym w
przestrzeni unitarnej X. Dowolny element ¢ € X mozemy rozwingé
w szereg Fouriera

s : (#nl)
w= Z Cnn, gdzie ¢, = >
n=1 HSOHH .
Rzeczywiscie, obliczmy
o0 o0
(wile) = (@il 3_ cawn) = D cn (@ilien) = ci (@il i) = cillpill®.
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Niech {¢,} bedzie przeliczalnym uktadem ortogonalnym w
przestrzeni unitarnej X. Dowolny element ¢ € X mozemy rozwingé
w szereg Fouriera

s : (#nl)
w= Z Cnn, gdzie ¢, = >
n=1 HSOHH .
Rzeczywiscie, obliczmy
o0 o0
(wile) = (@il 3_ cawn) = D cn (@ilien) = ci (@il i) = cillpill®.
n=1 n=1

Dla {¢n} bedacego uktadem ortonormalnym

lenll =1
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Niech {¢,} bedzie przeliczalnym uktadem ortogonalnym w
przestrzeni unitarnej X. Dowolny element ¢ € X mozemy rozwingé
w szereg Fouriera

s : (#nl)
w= Z Cnn, gdzie ¢, = >
n=1 HSOHH .
Rzeczywiscie, obliczmy
o0 o0
(wile) = (@il 3_ cawn) = D cn (@ilien) = ci (@il i) = cillpill®.
n=1 n=1

Dla {¢n} bedacego uktadem ortonormalnym

lenll =1 = cn=(enlp).
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Rozwiniecie w szereg Fouriera jest analogiem rozwiniecia wektora
w bazie ortonormalnej w przestrzeni skonczenie wymiarowe;.
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Rozwiniecie w szereg Fouriera jest analogiem rozwiniecia wektora
w bazie ortonormalnej w przestrzeni skonczenie wymiarowe;.
WeZmy np. x € R", albo x € C".

X = (X1, X2, ..., Xp) = X161 + X262 + ... + Xp€n,

gdzie
e = (1,0,...,0), &=(0,1,...,0),...,e, =(0,0,...,1).
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Rozwiniecie w szereg Fouriera jest analogiem rozwiniecia wektora
w bazie ortonormalnej w przestrzeni skonczenie wymiarowe;.
WeZmy np. x € R", albo x € C".

X = (X1, X2, ..., Xp) = X161 + X262 + ... + Xp€n,
gdzie
e = (1,0,...,0), &=(0,1,...,0),...,e, =(0,0,...,1).

Przestrzen unitarng z iloczynem skalarnym ( | ) nazywamy
przestrzenig Hilberta, gdy jest ona zupetna przy odlegtosci

dix,y) = lx =yl = vV{x—ylx—y).
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