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Rozwazmy oddziatywanie czastki diracowskiej z zewnetrznym
polem elektromagnetycznym (EM) opisywanym czteropotencjatem

—

Al(x) = ((t,%), A(t, %)) -
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Rozwazmy oddziatywanie czastki diracowskiej z zewnetrznym
polem elektromagnetycznym (EM) opisywanym czteropotencjatem

Al(x) = ((t,%), A(t, %)) -
Oddziatywanie to uwzglednimy przez zamiane czteropedu czastki
Py — Pu— €A, = T, gdzie e = —|e|.
W mechanice kwantowej odpowiada to podstawieniu
i0, — 10, — €A, (h=1).

w réwnaniu Diraca.
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Zauwazmy, ze znana z nierelatywistycznej mechaniki kwantowe;j
reguta podstawienia

E— ih%, p— —ihV
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Zauwazmy, ze znana z nierelatywistycznej mechaniki kwantowe;j
reguta podstawienia

E— ih%, p— —ihV

w mechanice relatywistycznej przybiera postaé nastepujaca

pu = (f,—ﬁ) — ih0y, = ih (0o, 0;) = (ih((fct,ihﬁ) )
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Zauwazmy, ze znana z nierelatywistycznej mechaniki kwantowe;j
reguta podstawienia

E— iﬁ%, p— —ihV

w mechanice relatywistycznej przybiera postaé nastepujaca

pu = (f,—ﬁ) — ih0y, = ih (0o, 0;) = (ihﬁa{:tﬂ.hﬁ) )

co dla sktadowych kontrawariantnych czterowektora pedu daje

E
pr = (m)
C
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pu = (f,—ﬁ) — ih0y, = ih (0o, 0;) = (ihﬁa{:tﬂ.hﬁ) )

co dla sktadowych kontrawariantnych czterowektora pedu daje

E
P = (C,ﬁ) o inov

Nonrelativistic limit of the Dirac equation 3/24



Zauwazmy, ze znana z nierelatywistycznej mechaniki kwantowe;j
reguta podstawienia

E— iﬁ%, p— —ihV

w mechanice relatywistycznej przybiera postaé nastepujaca

pu = (f,—ﬁ) — ih0y, = ih (0o, 0;) = (ihﬁa{:tﬂ.hﬁ) )

co dla sktadowych kontrawariantnych czterowektora pedu daje

p = (f,ﬁ) — (hO" = ik (ao,af)
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Zauwazmy, ze znana z nierelatywistycznej mechaniki kwantowe;j
reguta podstawienia

E— iﬁ%, p— —ihV

w mechanice relatywistycznej przybiera postaé nastepujaca

pu = (f,—ﬁ) — ih0y, = ih (0o, 0;) = (ihﬁa{:tﬂ.hﬁ) )

co dla sktadowych kontrawariantnych czterowektora pedu daje

pr = (f,ﬁ) — ho* = ik (80,8") = (ih;d,—iW)-
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Zauwazmy, ze znana z nierelatywistycznej mechaniki kwantowe;j
reguta podstawienia

E— iﬁ%, p— —ihV

w mechanice relatywistycznej przybiera postaé nastepujaca
E . . L0 =
pu = (C’ —p) — ih0,, = ih (0o, 0;) = (Iha(:t7 IhV) )
co dla sktadowych kontrawariantnych czterowektora pedu daje
E ; 0 -
w_ (5 = . o - 0 ai\ N
p (C,p) — iho /h(@,@)(/hact, th).

To wtasnie dlatego wprowadzilismy znak “—" w definicji operatora
pedu.
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Réwnanie Diraca przybiera wtedy postaé
(i) — e —m)y(x) =0,

gdzie § =10, i A=~"AL.
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Réwnanie Diraca przybiera wtedy postaé
(i) — e —m)y(x) =0,

gdzie § =10, i A=~"AL.

Aby réwnanie Diraca dla czastki w zewnetrznym polu EM byto
relatywistycznie wspdtzmiennicze, trzeba przyjaé, ze kowariantne
sktadowe czteropotencjatu A, (x) transformuja sie przy
transformacjach Lorentza jak czterowektor kowariantny, tzn.

AL(AX) = A(x) (/\*1)”“ ,
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Réwnanie Diraca przybiera wtedy postaé
(i) — e —m)y(x) =0,

gdzie § =10, i A=~"AL.

Aby réwnanie Diraca dla czastki w zewnetrznym polu EM byto
relatywistycznie wspdtzmiennicze, trzeba przyjaé, ze kowariantne
sktadowe czteropotencjatu A, (x) transformuja sie przy
transformacjach Lorentza jak czterowektor kowariantny, tzn.

/ -1\”
AL (M) = Ay(x) (A1)
o
Nasze réwnanie posiada jeszcze inng symetrie, niezwigzang z
transformacjami czasoprzestrzeni, mianowicie lokalna
niezmienniczo$¢ cechowania U(1),
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tzn. niezmienniczo$é wzgledem przeksztatcen
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tzn. niezmienniczo$é wzgledem przeksztatcen

P(x) — ¢'(x) = e**My(x),

gdzie a(x) jest dowolna rézniczkowalng funkcja punktu
czasoprzestrzeni Minkowskiego x,
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tzn. niezmienniczo$é wzgledem przeksztatcen

P(x) — ¢'(x) = e**My(x),

gdzie a(x) jest dowolna rézniczkowalng funkcja punktu
czasoprzestrzeni Minkowskiego x, pod warunkiem, ze
czteropotencjat bedzie sie transformowat nastepujaco

Au(x) = AL(x) = Au(x) = Fpa(x).
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tzn. niezmienniczo$é wzgledem przeksztatcen

P(x) — ¢'(x) = e**My(x),

gdzie a(x) jest dowolna rézniczkowalng funkcja punktu
czasoprzestrzeni Minkowskiego x, pod warunkiem, ze
czteropotencjat bedzie sie transformowat nastepujaco

Au(x) = AL(x) = Au(x) = Fpa(x).

Zadanie. Pokazaé, ze zbiér przeksztatcer postaci e*(*) tworzy
jednoparametrowa, abelowg grupe przeksztatcen unitarnych, ktérg

oznaczamy U(1).
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Udowodnijmy niezmienniczo$¢ cechowania rozpatrywanego
réwnania.
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Udowodnijmy niezmienniczo$¢ cechowania rozpatrywanego
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O (¥/(x)) = O (€°°XN(x)) = iedua(x)e’*Pp(x) + €2, 45(x),
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Udowodnijmy niezmienniczo$¢ cechowania rozpatrywanego
réwnania. Poniewaz

O (¥/(x)) = O (€°°XN(x)) = iedua(x)e’*Pp(x) + €2, 45(x),

to lewa strona réwnania Diraca po transformacji cechowania bedzie
miata postad

(ig — ef'—m) ¢'(x) =
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Udowodnijmy niezmienniczo$¢ cechowania rozpatrywanego
réwnania. Poniewaz

O (¥/(x)) = O (€°°XN(x)) = iedua(x)e’*Pp(x) + €2, 45(x),

to lewa strona réwnania Diraca po transformacji cechowania bedzie
miata postad

(i) — ef'— m) ¢/ (x) = &0 [ig) — e” (90 + A,) — m] p(x).
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Udowodnijmy niezmienniczo$¢ cechowania rozpatrywanego
réwnania. Poniewaz

O (¥/(x)) = O (€°°XN(x)) = iedua(x)e’*Pp(x) + €2, 45(x),

to lewa strona réwnania Diraca po transformacji cechowania bedzie
miata postad

(i) — ef'— m) ¢/ (x) = &0 [ig) — e” (90 + A,) — m] p(x).

Widaé, ze prawa strona bedzie réwna zero na podstawie
wyjsciowego réwnania Diraca, jezeli

auoz—l—A:L:Au = A;L:AM—BMOA
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Przeksztatémy réwnanie Diraca dla czastki w zewnetrznym polu
EM

(i) —ef—m)y =0.
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Przeksztatémy réwnanie Diraca dla czastki w zewnetrznym polu
EM

(i) —ef—m)y =0.

Rozpisujac @ i A w sktadowych otrzymamy

(ifyo@o +i7'0; — ey’ Ag — ey Aj — m) 1 = 0.
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Przeksztatémy réwnanie Diraca dla czastki w zewnetrznym polu
EM

(i) —ef—m)y =0.

Rozpisujac @ i A w sktadowych otrzymamy
(ifyo@o +i7'0; — ey’ Ag — ey Aj — m) 1 = 0.
Mnozac lewostronnie przez v° otrzymamy
(iao +i7%9/0; — eAo — ey A; — m’Yo) Y =0,

gdzie skorzystali$my z réwnosci (70)2 =1
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Réwnanie

(ir?o +i7%99; — eAo — %y A; — mvo) =0

mozemy przepisa¢ w formie
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Réwnanie

(ir?o +i7%99; — eAo — %y A; — mvo) =0
mozemy przepisa¢ w formie
<i80+i70?-§—er+evoi-ﬁ—m’yo)wzo,
gdzie wykorzystaliSmy zwigzki

AOZAO; Ai:_Ai7 6:[61762783]'
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Réwnanie

(ir?o +i7%99; — eAo — %y A; — mvo) =0
mozemy przepisa¢ w formie
<i80+i70?-§—er+evoi-ﬁ—m’yo)wzo,
gdzie wykorzystaliSmy zwigzki
A=Ay, A =—A, V=[0,0,0].

Powréémy do macierzy B i «j, i =1,2,3,
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Réwnanie
(ir?o +i7%99; — eAo — %y A; — mvo) =0
mozemy przepisa¢ w formie
<i80+i70?-§—er+evoi-ﬁ—m’yo)wzo,
gdzie wykorzystaliSmy zwigzki
A=Ay, A =—A, V=[0,0,0].

Powréémy do macierzy B i «j, i =1,2,3,
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Réwnanie
(i@o +i7%9/9; — eAy — ey~ A; — mvo) =0
mozemy przepisa¢ w formie
<i80+i70?-§—er+evoi-ﬁ—m’yo)wzo,
gdzie wykorzystaliSmy zwigzki
A=Ay, A =—A, V=[0,0,0].
Powréémy do macierzy B i «j, i =1,2,3,

70:5’ ’Yi:504i
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Réwnanie

(i@o +i7%9/9; — eAy — ey~ A; — mvo) =0
mozemy przepisa¢ w formie
<i80+i70?-§—er+evoi-ﬁ—m’yo)wzo,
gdzie wykorzystaliSmy zwigzki
A=Ay, A =—A, V=[0,0,0].
Powréémy do macierzy B i «j, i =1,2,3,
P =8 A =By = P7=a,

gdyz 3> = (7°)? =1L
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Réwnanie

(i + in°y'0; — eAg — ey A; — m®) ¥ = 0

mozemy wtedy przepisaé w formie nastepujacej
(iao+i@’-ﬁ—eA°+ea-/T— mﬁ)¢:o,
co daje réwnanie

idot) = [07- (—iﬁ - e/‘\’) L eAd + mﬁ} 0.
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Réwnanie

(i + in°y'0; — eAg — ey A; — m®) ¥ = 0

mozemy wtedy przepisaé w formie nastepujacej
(iao+i@’-ﬁ—eA°+ea-/T— mﬁ)¢:o,
co daje réwnanie
idot) = [07- (—iﬁ - e/‘\’) LA’ mﬁ} 0.

Zauwazmy, ze réwnanie to moglibySmy otrzymaé podstawiajac
p — —iV —eA oraz dodajac wyraz e¢ = eA° reprezentujacy
energie oddziatywania z zewnetrznym polem elektrycznym
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Réwnanie

(i + in°y'0; — eAg — ey A; — m®) ¥ = 0

mozemy wtedy przepisaé w formie nastepujacej
(iao+i@’-ﬁ—eA°+ea./T— m5)¢:o,
co daje réwnanie
idot) = [07- (—iﬁ - e/‘\’) LA’ mﬁ} 0.

Zauwazmy, ze réwnanie to moglibySmy otrzymaé podstawiajac
p — —iV —eA oraz dodajac wyraz e¢ = eA° reprezentujacy
energie oddziatywania z zewnetrznym polem elektrycznym w
hamiltonianie Diraca

H=a-p+ mp,

tak jak robiliSmy w mechanice nierelatywistycznej.

Nonrelativistic limit of the Dirac equation 9/24



Zauwazmy, ze prawa strone réwnania mozemy zapisa¢ w formie

i) = [&- (—iﬁ - eﬁ) T+ eA’ + mﬁ} "
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Zauwazmy, ze prawa strone réwnania mozemy zapisa¢ w formie

190t [@- (—iﬁ - eﬁ) T+ eA’ + mﬁ} W
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Zauwazmy, ze prawa strone réwnania mozemy zapisa¢ w formie
19 [&- (—iﬁ - eﬁ) +eA® + mﬁ} "

[&- (—iﬁ) +mﬁ+e(—&-ﬁ+A0)]¢

Ho

H,
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Zauwazmy, ze prawa strone réwnania mozemy zapisa¢ w formie
19 [&- (—iﬁ - eﬁ) +eA® + mﬁ} "

(G (=iV) +mB+e(—a A+A)[p = (Ho+ Hy) .

Ho

H,
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Zauwazmy, ze prawa strone réwnania mozemy zapisa¢ w formie

901 [&- (—iﬁ - eﬁ) T+ eA’ + mﬁ} "
(G (=iV) +mB+e(—a A+A)[p = (Ho+ Hy) .
Ho H,
Oznaczmy 7 = —iV — €A, wtedy pierwsza réwnos¢ przybiera
postac

0ot = |@ -7+ eA® + m3| 1.
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Zauwazmy, ze prawa strone réwnania mozemy zapisa¢ w formie

901 [&- (—iﬁ - eﬁ) T+ eA’ + mﬁ} "
(G (=iV) +mB+e(—a A+A)[p = (Ho+ Hy) .
Ho H,
Oznaczmy 7 = —iV — €A, wtedy pierwsza réwnos¢ przybiera
postac

0ot = |@ -7+ eA® + m3| 1.

Zbadajmy granice nierelatywistyczna tego réwnania, tzn. zatézmy,
ze predkos$¢ czastki spetnia warunek v < c.
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Macierze Diraca w reprezentacji Diraca maja postac

/I 0 i 0 o
0 _ — i i
’7_<0 _l>—67 ’Y—(_Ji 0>7

gdzie o, i = 1,2,3, s3 macierzami Pauliego.
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Macierze Diraca w reprezentacji Diraca maja postac

/I 0 i 0 o
0 _ — i i
’7_<0 _l>—67 ’Y—(_Ji 0)7

gdzie o, i = 1,2,3, s3 macierzami Pauliego.
W tej reprezentacji macierze & dane s3 wzorem

. . I 0 0 &
0‘257:(0 —/)(—5 o)
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Macierze Diraca w reprezentacji Diraca maja postac

/I 0 i 0 o
0 _ — i i
’7_<0 _l>—67 ’Y—(_Ji 0)7

gdzie o, i = 1,2,3, s3 macierzami Pauliego.

W tej reprezentacji macierze & dane s3 wzorem

. .1 0 0 &
o= (o ) (0 8) -

QL ©
o Q
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Macierze Diraca w reprezentacji Diraca maja postac

/I 0 i 0 o
0 _ — i i
’7_<0 _l>—67 ’Y—(_Ji 0)7

gdzie o, i = 1,2,3, s3 macierzami Pauliego.
o
0/

W tej reprezentacji macierze & dane s3 wzorem

. .1 0 0 & 0
=or=(o 3) (5 0) -

Spinor Diraca zapiszemy w formie
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Réwnanie

i0t) = [07.7?+eA0+mﬁ]u)
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Réwnanie

i0t) = [07.7?+eA0+mﬁ]u)

w reprezentacji Diraca przybiera postaé

(2102 8) wree (o 7)emls S)I(T)

o Q

Nonrelativistic limit of the Dirac equation 12/24



Réwnanie

i0t) = [07.7?+eA0+mﬁ]u)

w reprezentacji Diraca przybiera postaé

(2102 8) wree (o 7)emls S)I(T)

Dodajac macierze w nawiasie kwadratowym otrzymamy réwnanie

o[ ) = eA+m -7 ©
o\ v ] G- eA—m x |

o Q
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Réwnanie

o 2 = eA4+m &7 ®
°\ x| G-  eA—m X
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Réwnanie

o 2 = eA4+m &7 ®
°\ x| G-  eA—m X

mozemy rozbié¢ na dwa réwnania na spinory dwuskfadnikowe ¢ i x
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Réwnanie

o 2 = eA4+m &7 ®
°\ x| G-  eA—m X

mozemy rozbié¢ na dwa réwnania na spinory dwuskfadnikowe ¢ i x

0o
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Réwnanie

o 2 = eA4+m &7 ®
°\ x| G-  eA—m X

mozemy rozbié¢ na dwa réwnania na spinory dwuskfadnikowe ¢ i x

iy =
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Réwnanie

o 2 = eA4+m &7 ®
°\ x| G-  eA—m X

mozemy rozbié¢ na dwa réwnania na spinory dwuskfadnikowe ¢ i x

idop = -7 x+eAp+ my,
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Réwnanie
. (cp) (eA0+m g7 )(gp)
160 = N 0
X o-T eA” — m X
mozemy rozbié¢ na dwa réwnania na spinory dwuskfadnikowe ¢ i x

idop = -7 x+eAp+ my,
ia()X
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Réwnanie
. (cp) (eA0+m g7 )(gp)
160 = N 0
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idop = -7 x+eAp+ my,
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Réwnanie

. (cp) (eA0+m g7 )(gp)
160 = N 0
X o-T eA” — m X
mozemy rozbié¢ na dwa réwnania na spinory dwuskfadnikowe ¢ i x
-7 x + eA% + mo,
-7 o4 eA' — my.

iy =
iox =

Qi Q

13/24
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Réwnanie

. (cp) (eA0+m g7 )(gp)
160 = N 0
X o-T eA” — m X
mozemy rozbié¢ na dwa réwnania na spinory dwuskfadnikowe ¢ i x
-7 x + eA% + mo,
-7 o4 eA' — my.

i0op =
iox =

Qi Q

W granicy nierelatywistycznej dominuje energia spoczynkowa
czastki, a wiec najwieksze sg wyrazy z masa czastki m.

13/24
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Przypomnijmy, ze dla stanéw stacjonarnych zalezno$¢ funkgji
falowej od czasu ma postaé

i
~LEt
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Przypomnijmy, ze dla stanéw stacjonarnych zalezno$¢ funkgji
falowej od czasu ma postaé

e—%Et

Poniewaz energia jest zdominowana przez mase, to mozemy
wprowadzié¢ ® i X, ktére beda wolnozmienne w czasie t

p=e Mo, x=e ™mX,  (h=c=1).
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Przypomnijmy, ze dla stanéw stacjonarnych zalezno$¢ funkgji
falowej od czasu ma postaé

e—%Et

Poniewaz energia jest zdominowana przez mase, to mozemy
wprowadzié¢ ® i X, ktére beda wolnozmienne w czasie t

p = e—imtq)’ X = e—f!'l'lt)<7 (h =Cc= ]_)
Obliczmy pochodne czasowe

00
ot
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Przypomnijmy, ze dla stanéw stacjonarnych zalezno$¢ funkgji
falowej od czasu ma postaé

e—%Et

Poniewaz energia jest zdominowana przez mase, to mozemy
wprowadzié¢ ® i X, ktére beda wolnozmienne w czasie t

p = e—imtq)’ X = e—f!'l'lt)<7 (h =Cc= ]_)
Obliczmy pochodne czasowe

i(z;f = i(—im)e*"qu>+ie*"mf8£:

ot
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Przypomnijmy, ze dla stanéw stacjonarnych zalezno$¢ funkgji
falowej od czasu ma postaé

e—%Et

Poniewaz energia jest zdominowana przez mase, to mozemy
wprowadzié¢ ® i X, ktére beda wolnozmienne w czasie t

p = e—imtq)’ X = e—f!'l‘lt)<7 (h =Cc= ]_)
Obliczmy pochodne czasowe

. - 0d . 0P
i%’: = i(—im)e "M + ie’mt%t = myp + ie""taat,

Nonrelativistic limit of the Dirac equation 14/24



Przypomnijmy, ze dla stanéw stacjonarnych zalezno$¢ funkgji
falowej od czasu ma postaé

e—%Et

Poniewaz energia jest zdominowana przez mase, to mozemy
wprowadzié¢ ® i X, ktére beda wolnozmienne w czasie t

p=e Mo, x=e ™mX,  (h=c=1).

Obliczmy pochodne czasowe

i(z)‘f = i(—im)e ™ 4+ ie"mf(?;f = my + ie""”gq;’
o
ot

Nonrelativistic limit of the Dirac equation 14/24



Przypomnijmy, ze dla stanéw stacjonarnych zalezno$¢ funkgji
falowej od czasu ma postaé

e—%Et

Poniewaz energia jest zdominowana przez mase, to mozemy
wprowadzié¢ ® i X, ktére beda wolnozmienne w czasie t
p=e Mo, x=e ™mX,  (h=c=1).

Obliczmy pochodne czasowe

i(z)‘f = i(—im)e ™ 4+ ie"mf(?;f = my + ie""”gq;’
o
ot

Nonrelativistic limit of the Dirac equation

14/24



Przypomnijmy, ze dla stanéw stacjonarnych zalezno$¢ funkgji
falowej od czasu ma postaé

e—%Et

Poniewaz energia jest zdominowana przez mase, to mozemy
wprowadzié¢ ® i X, ktére beda wolnozmienne w czasie t

p=e Mo, x=e ™mX,  (h=c=1).

Obliczmy pochodne czasowe

_ 90 it OO

ig‘f = i(—im)e”"tCD—i—ie’mtaat_m(p—i—ie""taat,
e OX
’g); = m><+ie*’"“‘l

ot
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Wstawmy wyniki do naszych réwnan
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OP . .
my + ie*’mta = G -Te MX 4 eAle™ M + my,
oX

—imt

mx + 1e ot
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Wstawmy wyniki do naszych réwnan

00
ot
- OX
mX+ I-e—lmtai

ot

me + ie~ "Mt G-7te mMX 4+ eAle ™MD + mop,
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Wstawmy wyniki do naszych réwnan

OP . .

my + ie*’mta G-7te mMX 4+ eAle ™MD + mop,
X . .

my + ie_’mta G-7e Mo+ eAle”MX — my.
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Wstawmy wyniki do naszych réwnan

OP . .
my + ie*’mta = G -Te MX 4 eAle™ M + my,
X . .
my + ie—'mta = G-7Te M4 eAeMX — my.

Zredukujmy wyrazy z masa m i pomnézmy obustronnie przez
e’ wéwczas otrzymamy
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my + ie—'mta = G-7Te M4 eAeMX — my.

Zredukujmy wyrazy z masa m i pomnézmy obustronnie przez
e’ wéwczas otrzymamy

)
i‘l = &-7TX+eA'd,
ot
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= &-7TX+eA'd,

Nonrelativistic limit of the Dirac equation 15/24



Wstawmy wyniki do naszych réwnan

OP . .

my + ie*’mta = G -Te MX 4 eAle™ M + my,
X . .

my + ie—'mta = G-7Te M4 eAeMX — my.

Zredukujmy wyrazy z masa m i pomndzmy obustronnie przez

eM wéwczas otrzymamy
0P
i— = - 7X+eA,
ot
oX
ia = - 7d+eAX —2mX,

gdzie po prawej stronie drugiego réwnania wykorzystalismy
zwigzek —2mye™ = —2mX.
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W drugim réwnaniu

8X

=3 - 7d+ eA'X —2mX
8t

zatézmy, ze eA® < 2m i skorzystajmy z zatozenia, ze X jest
wolnozmienng funkcja czasu, wtedy mozemy je zapisaé w formie
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=3 - 7d+ eA'X —2mX
8t

zatézmy, ze eA® < 2m i skorzystajmy z zatozenia, ze X jest
wolnozmienng funkcja czasu, wtedy mozemy je zapisaé w formie

—

Ornd-7d—2mX = X~2Z "o «o.
2m
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W drugim réwnaniu

8X

=3 - 7d+ eA'X —2mX
8t

zatézmy, ze eA® < 2m i skorzystajmy z zatozenia, ze X jest
wolnozmienng funkcja czasu, wtedy mozemy je zapisaé w formie

—

Ornd-7d—2mX = X~2Z "o «o.
2m

Dlatego funkcje x i ¢ nazywamy odpowiednio mata i duza
sktadowa spinora Diraca .

Nonrelativistic limit of the Dirac equation 16/24



. G . , .
Wstawmy zwiazek X ~ 7 ® do pierwszego réwnania

[0)
iatzﬁ-ﬁXJrercb
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. G . , .
Wstawmy zwiazek X ~ 7 ® do pierwszego réwnania

[0}
9% _ 5 kX 4 A
ot
przyjmuje postaé
0P (-7 0
IE { 2m eA }cp
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. G . , .
Wstawmy zwiazek X ~ 7 ® do pierwszego réwnania

przyjmuje postaé

iég:: = [(62'2)2 + eAO}CD.

Jest to réwnanie Pauliego, ktére Wolfgang Pauli zaproponowat w
1927 r. aby uwzglednic¢ spin elektronu.
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. G . , .
Wstawmy zwiazek X ~ 7 ® do pierwszego réwnania

przyjmuje postaé

[0 [(& - 7)?
"ot 2m
Jest to réwnanie Pauliego, ktére Wolfgang Pauli zaproponowat w

1927 r. aby uwnganlc spin elektronu. Przypomnijmy, ze
R=—iV—eA= p— eA, a A° jest potencjatem skalarnym.

+ eAO} d.
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. G . , .
Wstawmy zwiazek X ~ 7 ® do pierwszego réwnania

przyjmuje postaé

[0 G- 7)?
{( )

0
(9t > + eA }CD.

Jest to réwnanie Pauliego, ktére Wolfgang Pauli zaproponowat w
1927 r. aby uwnganlc spin elektronu. Przypomnijmy, ze
R=—iV—eA= p— eA, a A° jest potencjatem skalarnym.
Przyjrzyjmy sie blizej réwnaniu Pauliego.
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Rozwazmy wyrazenie

G 7)o =
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(@-7)Pd = (F-7)-(6-7)P = omjomd =
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Rozwazmy wyrazenie

—

(6»_7_‘_)2(1) = (5-7?)-(5-7?)¢=0’;7T;0]7U¢= ((5,'J'+I'€,'jk0'k)7r,'ﬂ'j¢,

gdzie wykorzystalismy zwigzek oo = d; + icjjo.
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Rozwazmy wyrazenie

(Eﬁ)zq) = (5"-7_[")-(5"-7_1")¢:0';7T,'0'J'7TJ'¢: ((5,'J'+I'€,'jk0'k)7r,'ﬂ'j¢,

gdzie wykorzystalismy zwiazek o;o; = dj + icjjoy. Przeksztatémy
drugi wyraz

i€,'J'k(7k7T;7rj¢ =
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Rozwazmy wyrazenie

(Eﬁ)zq) = (5"-7_[")-(5"-7_1")¢:0';7T,'0'J'7TJ'¢: (5ij+i€Uk0'k)7ri7Tj¢,

gdzie wykorzystalismy zwiazek o;o; = dj + icjjoy. Przeksztatémy
drugi wyraz

isijk(jkﬂ';ﬂjd) = iEUka (—i8,~ — eA,-) (—iaj — eAJ-) 0]
I€ijk Ok [i0; (eAjd)) + eA;i8j<b] ,

gdzie wykorzystalismy réwnosci € 0;0; = 0 i gj; A;A; = 0.
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Rozwazmy wyrazenie

(Eﬁ)zq) = (5"-7_[")-(5"-7_1")¢:0';7T,'0'J'7TJ'¢: (5ij+i€Uk0'k)7ri7Tj¢,

gdzie wykorzystalismy zwiazek o;o; = dj + icjjoy. Przeksztatémy
drugi wyraz

i€,'J'k(7k7T;7Tj¢ = iEUka (—i8,~ - eA,-) (—iaj - eAJ-) d
iE;ijk [i8,~ (eAj<D) + eA;i8j<D] ,

gdzie wykorzystalismy réwnosci € 0;0; = 0 i gj; A;A; = 0.
Obliczajac pochodng iloczynu otrzymamy

iS;jkO'kWiﬂjq) =
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Rozwazmy wyrazenie

(6'7?)2(1) = (5"-7_[")-(5"-7?)¢:0','7T,'0'J'71’j¢: (5ij+i€Uk0'k)7ri7Tj¢,

gdzie wykorzystalismy zwiazek o;o; = dj + icjjoy. Przeksztatémy
drugi wyraz
i€,'J'k(7k7T;7Tj¢ = iEUka (—i8,~ — eA,-) (—iaj — eAJ-) 0]
= Igjjkok [i0; (eAjd)) + eA;i8j<b] ,
gdzie wykorzystalismy réwnosci € 0;0; = 0 i gj; A;A; = 0.
Obliczajac pochodng iloczynu otrzymamy
iS;jkO'kWinq) = fO'kSk;j [ie (B;Aj) $ + ieAjaid) + ieA,-é)jcb]
= —eakek,-j (8/Aj) $ — eakekj;A,-(‘)di + eUkEkj;A,'ajq),

Nonrelativistic limit of the Dirac equation 18/24



Rozwazmy wyrazenie

e

(0~7T)2¢ = (5"-7_[")-(5"-7?)¢:0','7T,'0'J'71’j¢: (5ij+i€Uk0'k)7ri7Tj¢,

gdzie wykorzystalismy zwiazek o;o; = dj + icjjoy. Przeksztatémy
drugi wyraz

isijk(jkﬂ';ﬂjcb = iEUka (—i8,~ — eA,-) (—iaj — eAJ-) )
= Igjjkok [i0; (eAjd)) + eA;i8j<b] ,

gdzie wykorzystalismy réwnosci € 0;0; = 0 i gj; A;A; = 0.
Obliczajac pochodng iloczynu otrzymamy

iS;jkO'kWinq) = fO'kSk;j [ie (B;Aj) $ + ieAjaid) + ieA,-é)jcb]
= —E0kEkjj (8/Aj) b — eakekj;A,-(‘)di + eUkEkj;A,'ajq),

gdzie w przedostatnim wyrazie zamieniliSmy i < j.
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Dwa ostatnie wyrazy redukuja sie, dlatego

I'€,'jk0'k7T;7Tj¢ =
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Dwa ostatnie wyrazy redukuja sie, dlatego

I'€,'jk0'k7T;7Tj¢ = —eakek,-j(a,-Aj)cbz—eak(ﬁxﬁ)de
= —e&-(ﬁxﬁ)d):
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Dwa ostatnie wyrazy redukuja sie, dlatego

I'€,'jk0'k7T;7Tj¢ = —eO'kek,'j(aiAj)(D: — €0k (ﬁxﬁ)de
= —e&-(ﬁxﬁ)d): —ed- B o,
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Dwa ostatnie wyrazy redukuja sie, dlatego
I'€,'jk0'k7T;7Tj¢ = —eO'kffk,'j(a,'Aj)(D: — €0k (ﬁxﬁ)kd)
= —e&-(ﬁxﬁ)d):—e&-éd),

—

gdzie wprowadziliSmy wektor indukcji magnetycznej B = V x A.
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= —e&-(ﬁxﬁ)d):—e&-éd),

gdzie wprowadziliSmy wektor indukcji magnetycznej B = V x A.
Zatem

(5'7?)2¢: (5ij+i€,-jk0k)7r,-7rjd> =
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Dwa ostatnie wyrazy redukuja sie, dlatego
I'€,'jk0'k7T;7Tj¢ = —eO'kffk,'j(a,'Aj)(D: — €0k (ﬁxﬁ)kd)
= —e&-(ﬁxﬁ)d):—e&-éd),

gdzie wprowadziliSmy wektor indukcji magnetycznej B = V x A.
Zatem

(5'7?)2¢: (5ij+i5ijk0k)ﬂ—i7rjq> = 2P — ed - éq).
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Réwnanie Pauliego

O & 7)?
_[( )

o% _ 0
’6t m +eA}¢

mozemy przepisa¢ w formie
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Réwnanie Pauliego

(7 7)
2m

iaa—qt): [ +eAO}¢

mozemy przepisa¢ w formie

9 _ [M_eg.§+eA0

r d.
Iat 2m 2m
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Réwnanie Pauliego

(¢ 7)°

.8¢ O
mozemy przepisa¢ w formie
2
8¢ (5_ eA) e ., = 0

Drugi wyraz po prawej stronie réwnania mozemy zapisa¢ jako

G B=—jis B,

e
2m
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Réwnanie Pauliego

(¢ 7)°

.8¢ O
mozemy przepisa¢ w formie
2
8¢ (5_ eA) e ., = 0

Drugi wyraz po prawej stronie réwnania mozemy zapisa¢ jako

gdzie wprowadzili§my spinowy moment magnetyczny elektronu fis.
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Spinowy moment magnetyczny elektronu mozemy przepisaé w
formie

—

o

e
S 2m

Nonrelativistic limit of the Dirac equation 21/24



Spinowy moment magnetyczny elektronu mozemy przepisaé w
formie

Nonrelativistic limit of the Dirac equation 21/24



Spinowy moment magnetyczny elektronu mozemy przepisaé w
formie

Nonrelativistic limit of the Dirac equation 21/24



Spinowy moment magnetyczny elektronu mozemy przepisa¢ w

formie
e e\ 1 e -
=—7d=2|—)=0d= — S
S om° <2m) 27 g(2m> :

gdzie stosunek 5> nazywamy magnetonem Bohra,

1
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Spinowy moment magnetyczny elektronu mozemy przepisa¢ w

formie
e e\ 1 e -
=—7d=2|—)=0d= — S
S om° <2m) 27 g(2m> :

gdzie stosunek 57 nazywamy magnetonem Bohra, g jest
stosunkiem zyromagnetycznym, nazywanym tez czynnikiem
Landégo,

1
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Spinowy moment magnetyczny elektronu mozemy przepisa¢ w

formie
e e\1 e\ =
fs=—0=2(—|zd=g(=—|S
S om° <2m) 27 =¢ (2m> :
gdzie stosunek 57 nazywamy magnetonem Bohra, g jest

stosunkiem zyromagnetycznym nazywanym tez czynnikiem

Landégo, a S = 20 jest operatorem spinu elektronu w jednostkach
h=1.
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Spinowy moment magnetyczny elektronu mozemy przepisa¢ w

formie
e e\ 1 e -
s =—0 =2 | — ) =0 = — S
S om° <2m) 27 g(2m> :

gdzie stosunek 57 nazywamy magnetonem Bohra, g jest
stosunkiem zyromagnetycznym nazywanym tez czynnikiem
Landégo, a S = 20 jest operatorem spinu elektronu w jednostkach
h=1.

Nierelatywistyczne réwnanie Pauliego przewiduje warto$é

g =2,
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Spinowy moment magnetyczny elektronu mozemy przepisa¢ w

formie
e e\1 e\ =

ffs=—0=2|—|=z0= — S5

Hs = om <2m) 27 =¢ (2m> :
gdzie stosunek 57 nazywamy magnetonem Bohra, g jest
stosunkiem zyromagnetycznym nazywanym tez czynnikiem
Landégo, a S = 20 jest operatorem spinu elektronu w jednostkach
h=1.
Nierelatywistyczne réwnanie Pauliego przewiduje warto$é

g =2,

co dobrze - z doktadnoscig do matej poprawki - zgadza sie z
obserwacjami dla czastek takich jak elektron i mion, czyli czastek o
spinie % bez struktury wewnetrzne;.
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Spinowy moment magnetyczny elektronu mozemy przepisa¢ w

formie
e e\1 e\ =

g = —0 =2 — | =0 = — ]S

*~ 9m <2m) 27 =¢ (2m> :
gdzie stosunek 57 nazywamy magnetonem Bohra, g jest
stosunkiem zyromagnetycznym nazywanym tez czynnikiem
Landégo, a S = 20 jest operatorem spinu elektronu w jednostkach
h=1.
Nierelatywistyczne réwnanie Pauliego przewiduje warto$é

g =2,

co dobrze - z doktadnoscig do matej poprawki - zgadza sie z
obserwacjami dla czastek takich jak elektron i mion, czyli czastek o
spinie 2 bez struktury wewnetrzne;.

Dla protonu i neutronu, ktére sg czastkami ztozonymi, jest inaczej.
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W jednorodnym polu magnetycznym B, ktérego potencjat mozemy
zapisa¢ w formie

A=-Bxr,

N =

wyraz
% (—eA) o

po prawej stronie réwnania Pauliego mozemy przeksztatcié.
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W jednorodnym polu magnetycznym B, ktérego potencjat mozemy
zapisa¢ w formie

B xr,

A=

N~

wyraz
% (—eA) o

po prawej stronie réwnania Pauliego mozemy przeksztatcié. W tym
celu rozwazmy

- 2
(F—eA)" ® = (p; — eA)) (pi — eA) & = (pip; + €2AA)®
—iha,-(—eA,-cb) — eA;(—ih8;<D) —
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W jednorodnym polu magnetycznym B, ktérego potencjat mozemy
zapisa¢ w formie

L1
A=-Bxr,

N

wyraz
% (—eA) o

po prawej stronie réwnania Pauliego mozemy przeksztatcié. W tym
celu rozwazmy

- 2
(F—eA)" ® = (p; — eA)) (pi — eA) & = (pip; + €2AA)®

—ih0i(—eAi®) — eAi(—ihd;®) = (B° + e2A?)D + 2iehA;0;®,
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gdzie wykorzystaliémy réwnos¢

1 1 1
8 78 (B X F), = (EUkB Xk) 25ijkBj8iXk = EE,'jkBj(s,'k =0.
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gdzie wykorzystaliémy réwnos¢

1 1 1
8 *8 (B X F), = (EUkB Xk) 28,’jkBj8iXk = EEUkaéik =0.
Dalej zauwazmy, ze

1
2iehA,-8,- = —2eA,-p,- = —2e§€UkBijp,' = —e{fjk,'ka,'Bj

ool

)

= —e(FX ﬁ)ij = —eE-

a zatem réwnanie Pauliego w jednorodnym polu magnetycznym
przybiera postac
(9d> [ p° e

2 _ = ([+25)-B —A AC .
"ot ~ |2m 2m(+) tont e
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Wyraz

opisuje oddziatywanie momentu magnetycznego elektronu
zwigzanego z jego orbitalnym momentem pedu z zewnetrznym
polem magnetycznym.
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Réwnanie Pauliego

Wyraz

opisuje oddziatywanie momentu magnetycznego elektronu
zwigzanego z jego orbitalnym momentem pedu z zewnetrznym
polem magnetycznym.
Catkowity moment magnetyczny [i, poprzez ktory elektron
oddziatywuje z zewnetrznym polem magnetycznym jest suma
momentu orbitalnego i spinowego

e - =

i = fio + fis = —E(L—}—ZS).

Notatki odreczne J
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