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W ramach kursu Mechaniki Kwantowej pokazaliSmy
relatywistyczng wspotzmienniczosé réwnania Diraca

(i7", — m)Y(x) =0,
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W ramach kursu Mechaniki Kwantowej pokazaliSmy
relatywistyczng wspotzmienniczosé réwnania Diraca

(i7", — m)Y(x) =0,

gdzie macierze Diraca spetniaja relacje antykomutacyjne

(YA =AY+ =21, p,r=0,1,2,3,
wraz z wtasnoéciami hermitowskosci

T .-I- .
PT=72% 4= = T =040
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Przez relatywistyczng wspdtzmienniczos¢ rozumiemy
niezmienniczo$¢ wzgledem translacji czasoprzestrzennych i
wspbtzmienniczos¢ wzgledem transformacji Lorentza,
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Przez relatywistyczng wspdtzmienniczos¢ rozumiemy
niezmienniczo$¢ wzgledem translacji czasoprzestrzennych i
wspbtzmienniczos¢ wzgledem transformacji Lorentza, czyli
niejednorodnych transformacji z grupy Poincare’go:

Xt — XM= N XYt at,

gdzie A", jest elementem macierzy transformacji Lorentza, ktéra
nie zmienia iloczynu skalarnego czterowektoréw w czasoprzestrzeni
Minkowskiego:

x — x' = NAx, przy Xy =x-y.
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lloczyn skalarny czterowektoréw w czasoprzestrzeni Minkowskiego
pozostanie niezmieniony jesli

8uvN' N5 = 8po
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lloczyn skalarny czterowektoréw w czasoprzestrzeni Minkowskiego
pozostanie niezmieniony jesli

v __
g# V/\Mp/\ o gpm
albo w formie macierzowej

ATA=1.
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lloczyn skalarny czterowektoréw w czasoprzestrzeni Minkowskiego
pozostanie niezmieniony jesli

8uvN' N5 = 8po
albo w formie macierzowej
ATA=1.

Skad obliczajac obustronnie wyznacznik dostaniemy
det (ATA) = det (/)
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lloczyn skalarny czterowektoréw w czasoprzestrzeni Minkowskiego
pozostanie niezmieniony jesli

8uvN' N5 = 8po
albo w formie macierzowej
ATA=1.

Skad obliczajac obustronnie wyznacznik dostaniemy

det (A\TA) =det(/) = [det(N =1 = det(A)=+1
det(A) =1 = transformacje wtasciwe, det(A\) = -1 =
transformacje niewtasciwe.

Transformacje niewtasciwg mozemy zrealizowaé przez ztozenie
transformacji wtasciwej i odbicia przestrzennego lub czasowego.
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Obiekt, ktéry przy transformacjach Lorentza x — x’ = Ax
transformuje sie wg prawa
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Obiekt, ktéry przy transformacjach Lorentza x — x’ = Ax
transformuje sie wg prawa

U(x) = S(N)(x),

gdzie nieosobliwa macierz S(A) spetnia warunek

SMys N = (A1) 97 w=01,2,3,

nazywamy spinorem Diraca.
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Obiekt, ktéry przy transformacjach Lorentza x — x’ = Ax
transformuje sie wg prawa

U(x') = S(NY(x),
gdzie nieosobliwa macierz S(A) spetnia warunek
SMsTHA) = (A1) 47 w=0,1,2,3,

nazywamy spinorem Diraca.

Pokazalismy, ze dla wtasciwej (ciagtej) transformacji Lorentza
macierz S(A) ma postac:

i

S(N)=¢e %

craﬁwaﬁ
)

gdzie macierze 0,3 maja postac:
i
OaB = 5 [’Youf}/ﬁ] .
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PokazaliSmy réwniez, ze naturalne jest zatozenie, ze spinor Diraca

ma postaé
_ [ &)
v = ( n(x) ) ’

a prawo transformacyjne przybiera posta nastepujaca

N _ e@%—i_igg 0 £(x)
U = 9 = SNwlx) = ( I ,
gdzie dwuskfadnikowe spinory Pauliego £(x) i 7(x) przy obrotach o
dowolny kat 6 i pchnieciach lorentzowskich opisywanych 3
parametrami &, przy czym thyp = 3 = Z, transformuja sie
nastepujaco

) — () =ef50

nx) — n(x)=e*
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Méwimy przy tym, ze reprezentacja grupy Lorentza dla spinu % a
doktadnie jej grupy nakrywajacej SL(2,C), jest przywiedlna
(redukowalna) do sumy jej dwdch nieréwnowaznych reprezentacji
(%,0) @ (0, %) Dlatego spinor Diraca czesto nazywany jest
bispinorem.
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podrecznika L.H. Ryder Quantum Field Theory.
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Méwimy przy tym, ze reprezentacja grupy Lorentza dla spinu % a

doktadnie jej grupy nakrywajacej SL(2,C), jest przywiedlna
(redukowalna) do sumy jej dwdch nieréwnowaznych reprezentacji
(%,O) @ (0, %) Dlatego spinor Diraca czesto nazywany jest
bispinorem. Wiecej na ten temat mozna znalez¢ np. w § 2.3
podrecznika L.H. Ryder Quantum Field Theory.

Spinory Pauliego £ i 7 identyfikujemy odpowiednio ze spinorami
prawym i lewym, o ktérych bedzie mowa w dalszej czesci kursu,

§— PR, n— QL.

Zadanie. Pokazaé, ze przy czystym pchnieciu lorentzowskim, dla
ktérego 6 = 0, spinor pg(x) transformuje sie nastepujaco

Fr() — ¥ Egn(x) = [ (£) + 5ot (£)] @t

jest wektorem jednostkowym w kierunku pchniecia.
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PokazaliSmy réwniez jak transformuje sie barowany spinor Diraca.
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PokazaliSmy réwniez jak transformuje sie barowany spinor Diraca.
Dla spinora t(x) zachodzi

Y(xX) = S(MY ().
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Dokonajmy sprzezenia diracowskiego

V' (x)
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PokazaliSmy réwniez jak transformuje sie barowany spinor Diraca.
Dla spinora t(x) zachodzi
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Dokonajmy sprzezenia diracowskiego

VX)) = ()N
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PokazaliSmy réwniez jak transformuje sie barowany spinor Diraca.
Dla spinora t(x) zachodzi

P(x) = S(N(x).
Dokonajmy sprzezenia diracowskiego

V(X)) = () = ()TN = 9T ()"0 ST (M)
= D0 °ST (A
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PokazaliSmy réwniez jak transformuje sie barowany spinor Diraca.
Dla spinora t(x) zachodzi

P(x) = S(N(x).
Dokonajmy sprzezenia diracowskiego

V(X)) = () = ()TN = 9T ()"0 ST (M)
DS (A

Dla ciggtej transformacji Lorentza mamy

i ap\ T
,YOST(/\),YO _ ,yo (e foapw ) ,yo _
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PokazaliSmy réwniez jak transformuje sie barowany spinor Diraca.
Dla spinora t(x) zachodzi
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V(X)) = () = ()TN = 9T ()"0 ST (M)
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PokazaliSmy réwniez jak transformuje sie barowany spinor Diraca.
Dla spinora t(x) zachodzi

P(x) = S(N(x).
Dokonajmy sprzezenia diracowskiego

V(X)) = () = ()TN = 9T ()"0 ST (M)
DS (A

Dla ciggtej transformacji Lorentza mamy

’YOST(/\)’}/O = ,YO (efﬁoaﬁwaﬁ)T,},O — VoeiglgWQBWO _ eﬁ-voolﬁvowaﬁ'
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Obliczmy wyrazenie w wykfadniku

SR
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Obliczmy wyrazenie w wykfadniku

Yol® =
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Obliczmy wyrazenie w wykfadniku

: i
I
Polg® = A <2 [%%]) 7 =
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Obliczmy wyrazenie w wykfadniku

1 1
Volp® = ° <2 haﬁﬁ]) ¥ =- 570 (Yav8 — V87a) P
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Obliczmy wyrazenie w wykfadniku

1 1
¢dWOZ’WQWMM>$=—QW%w—WWWO
ottt 0

ale ), = 7%7,7°,
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Obliczmy wyrazenie w wykfadniku

1 1
Volp® = ° <2 haﬁﬁ]) ¥ =- 570 (Yav8 — V87a) P
ottt 0

ale 7, = 799,70, wiec

i
Pols® = —57° (1°157°1°727° = 7*7ar**7°) 1
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Obliczmy wyrazenie w wykfadniku

1 1
¢dW0:’WQWMM>W=—QW%w—WWWO
ottt 0

ale v/, = 7%9,7°, wiec
ot .0 _ _io 0 0.0 o_ .0 0.0 0) .0
Y Ou3Y = 2’7 YNBY Y VoY Y VYV VY)Y

1
= ﬂ%ﬁd
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Obliczmy wyrazenie w wykfadniku

1 1
Vol = A° <2 ha%]) 1= = 57° (a8 — 1870)"7°
i
= =57 (k= 2dnl) .

ale v/, = 7%9,7°, wiec
i
Pols® = —57° (1°157°1°727° = 7*7ar**7°) 1
i
= 5 [7047'7,8] = O0af3-

W takim razie dla ciagtej transformacji Lorentza zachodzi

1S (AN = etimn™ = 7).
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Macierze v* okreslone zwigzkami komutacyjnymi

{’)ﬂu”yl[} = 2guy]17 /"[/7 V= 07 1? 2) 37

rozpinaja tzw. algebre Clifforda.
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Macierze v* okreslone zwigzkami komutacyjnymi

{’)ﬂu”yl[} = 2guy]17 /"[/7 V= 07 1? 2) 37

rozpinaja tzw. algebre Clifforda.
Zdefiniujmy macierz ~s:

75 =7° = ivPy1y3R
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Macierze v* okreslone zwigzkami komutacyjnymi

{’)ﬂu”yl[} = 2guy]17 /"[/7 V= 07 1? 2) 37

rozpinaja tzw. algebre Clifforda.
Zdefiniujmy macierz ~s:
1 =7 =i’y

Zadanie. Pokazaé, ze

752) - ]17 f}/g = 5, {’}/577,11} =0
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Macierze v* okreslone zwigzkami komutacyjnymi

{,yu’,yu} - quy]lv /’L7V = 071)2>37
rozpinaja tzw. algebre Clifforda.
Zdefiniujmy macierz ~s:

75 =7° = ivPy1y3R

Zadanie. Pokazaé, ze

752) - ]17 f}/g =75, {’}/577,11} =0

Zadanie. Znalez¢ postaé macierzy v5 w reprezentacji Diraca i w
reprezentacji Weyla.
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco

=1 (1 macierz)
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco

=1 (1 macierz)
MY =9, (4 macierze)
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco

=1 (1 macierz)
F/; =7, (4 macierze)
FW =0
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco

=1 (1 macierz)
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco

=1 (1 macierz)

[V =9, (4 macierze)
FZI, =0, (6 macierzy)
rﬁ =57, (4 macierze)
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco

=1 (1 macierz)
[V =9, (4 macierze)
FZI, =0, (6 macierzy)
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco

=1 (1 macierz)
[V =9, (4 macierze)
FZI, =0, (6 macierzy)
r;‘ =57, (4 macierze)
P =~ (1 macierz)

Razem :
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco

=1 (1 macierz)

[V =9, (4 macierze)

FZI, =0, (6 macierzy)

r;‘ =57, (4 macierze)
(

P =~ 1 macierz)
Razem : 16 macierzy
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco

=1 (1 macierz)
[V =9, (4 macierze)
FZI, =0, (6 macierzy)
r;‘ =57, (4 macierze)
P =~ (1 macierz)

Razem : 16 macierzy

Uzycie skrétéw S, V| T, A, P stanie sie jasne w dalszym ciggu
wykfadu.
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Zadanie. Pokazad, ze macierze I'?, a= S,V T, A, P, spetniaja
nastepujace wiasnosci.
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Zadanie. Pokazad, ze macierze I'?, a= S,V T, A, P, spetniaja
nastepujace wiasnosci.

Q v, (Mr)? =4I,

Q Vars b {ra, rb} =0,

©Q Vors Tr? =0,

Bilinear forms 12/14



Zadanie. Pokazad, ze macierze I'?, a= S,V T, A, P, spetniaja
nastepujace wiasnosci.

Q V,(I?)? =4I,

Q Vars b {ra, rb} =0,

©Q Vors Tr? =0,

Q Varp Jeps M0 =alc,  gdzie a = +1, 4,

Bilinear forms 12/14



Zadanie. Pokazad, ze macierze I'?, a= S,V T, A, P, spetniaja
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Zadanie. Pokazad, ze macierze I'?, a= S,V T, A, P, spetniaja
nastepujace wiasnosci.

O V. (M)’ ==L,

Q Vaxs b {ra, rb} =0,

©Q Vs Tr? =0,

Q Va¢b 357&5 rare — al ¢, gdzie a = +1, 4,

© Macierze [?, a=S5,V, T, A, P, sa liniowo niezalezne,

O Zachodza nastepujace tozsamosci: y# v, = 41,
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Zadanie. Pokazad, ze macierze I'?, a= S,V T, A, P, spetniaja
nastepujace wiasnosci.

O V. (M)’ ==L,

Q Vars b {ra, rb} =0,

©Q Vs Tr? =0,

Q Va#b 357&5 I’arb = ar", gdzie o = :|:1, :|:i,

© Macierze [?, a=S5,V, T, A, P, sa liniowo niezalezne,

O Zachodza nastepujace tozsamosci: y# v, = 41,
VY Y = =297, APy = 487N
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Zadanie. Pokazad, ze macierze I'?, a= S,V T, A, P, spetniaja
nastepujace wiasnosci.
Q V,(I?)? =4I,
Q Vizs Ip {ra, rb} =0,
©Q Vs Tr? =0,
Q Va#b 357&5 I’arb = ar", gdzie o = :|:1, :|:i,
© Macierze [?, a=S5,V, T, A, P, sa liniowo niezalezne,
O Zachodza nastepujace tozsamosci: y# v, = 41,
VY = =297, AP = 4L
VYT = =277y
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Jak transformuje sie forma biliniowa postaci 1)(x)¢)(x) dla
a=3S5,V, T, A, P przy transformacji Lorentza x — Ax?
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Jak transformuje sie forma biliniowa postaci 1)(x)¢)(x) dla
a=3S5,V, T, A, P przy transformacji Lorentza x — Ax?

O (Y (') = (x) STHAITS(A)(x).
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Jak transformuje sie forma biliniowa postaci 1)(x)¢)(x) dla
a=3S5,V, T, A, P przy transformacji Lorentza x — Ax?

(XY () = D(x)STHAITS(A)(x).-
Na przyktad forma

P () =
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Jak transformuje sie forma biliniowa postaci 1)(x)¢)(x) dla
a=3S5,V, T, A, P przy transformacji Lorentza x — Ax?

O (Y (') = (x) STHAITS(A)(x).

Na przyktad forma

VU () = () STHANHS(N)Y(x) =
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Jak transformuje sie forma biliniowa postaci 1)(x)¢)(x) dla
a=3S5,V, T, A, P przy transformacji Lorentza x — Ax?

O (Y (') = (x) STHAITS(A)(x).

Na przyktad forma

VMY () = P()STHANWS(N)i(x) = N d(x)y"v(x)
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Jak transformuje sie forma biliniowa postaci 1)(x)¢)(x) dla
a=3S5,V, T, A, P przy transformacji Lorentza x — Ax?

(XY () = D(x)STHAITS(A)(x).-
Na przyktad forma
(XY () = () STHAY S (N (x) = N (x)7"1b(x)

transformuje sie jak wektor.
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Jak transformuje sie forma biliniowa postaci 1)(x)¢)(x) dla
a=3S5,V, T, A, P przy transformacji Lorentza x — Ax?

O (Y (') = (x) STHAITS(A)(x).

Na przyktad forma

VMY () = P()STHANWS(N)i(x) = N d(x)y"v(x)

transformuje sie jak wektor. Dlatego odpowiednig macierz ?
oznaczyliSmy symbolem V.
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Zadanie. Udowodni¢ wtasnosci transformacyjne pozostatych form
biliniowych

O () (') = P(x)ih (),
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Zadanie. Udowodni¢ wtasnosci transformacyjne pozostatych form
biliniowych

() (X) = () (x), skalar (5),
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Zadanie. Udowodni¢ wtasnosci transformacyjne pozostatych form
biliniowych

P (X ) (x) = (x

(x), skalar (S),
& (X )t (x') N

Ju(x),
NN D ()7 (x),
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Zadanie. Udowodni¢ wtasnosci transformacyjne pozostatych form
biliniowych

P (X ) (x) = (x

(x), skalar (S),
& (X )ot ! (x) N

) _
A, SU(x)oP7P(x), tensor (T),
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Zadanie. Udowodni¢ wtasnosci transformacyjne pozostatych form
biliniowych

(XY () = D(x) () _ skalar (S),
P (XN () = NN D (X)o7 (x), tensor (T),
P (X )y (X)) = detA A (x) 57" Y (x),
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Zadanie. Udowodni¢ wtasnosci transformacyjne pozostatych form
biliniowych

P (X)W (x) = () ) skalar (5),

( _
P (XN () = NN D (X)o7 (x), tensor (T),
P (X" )57 (X') = detA A, 1h(x)v57" ¥ (x), pseudowektor (A),
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Zadanie. Udowodni¢ wtasnosci transformacyjne pozostatych form

biliniowych

P (W(X) = D(x)(x), skalar (5),
P(X)o Y (X)) = NN ) (X)o7 (x), tensor (T),
%(X’)vw“i/)’( x') = deth N (x)ys7 9 (x),  pseudowektor (A),
W' (X st (') = dethap(x)y51(x),
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Zadanie. Udowodni¢ wtasnosci transformacyjne pozostatych form

biliniowych

TE'(X'W'(X') = P(x)Y(x), _ skalar (5),
PN () = NN L (x) P79 (x), tensor (T),
()57 (x') = deth A, i(x)357"6(x),  pseudowektor (A)
P (x50 (x') = detAd(x)y51(x), pseudoskalar (P).
Notatki odreczne )
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