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Zatbézmy, ze f(M) = f(x,y, z) jest rozniczkowalna funkcja
rzeczywistg okreslona w pewnym obszarze otwartym. Pochodne
czastkowe funkcji f(M) wzgledem x , wzgledem y i wzgledem z:
of (M) of (M) of (M)
ox ' dy '’ 0z

wyrazaja predko$¢ zmiany funkcji wzgledem osi wspétrzednych.
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Zatbézmy, ze f(M) = f(x,y, z) jest rozniczkowalna funkcja
rzeczywistg okreslona w pewnym obszarze otwartym. Pochodne
czastkowe funkcji f(M) wzgledem x , wzgledem y i wzgledem z:
of (M) of (M) of (M)
ox ' dy '’ 0z
wyrazaja predko$¢ zmiany funkcji wzgledem osi wspétrzednych.
Rozwazmy  dowolny  punkt
Mo(xo, Y0, 20) rozpatrywanego
obszaru i dowolng prosta o$
| przechodzaca przez ten
punkt. Niech M(x,y,z) € I,
a MgM jest dtugoscia odcinka
— B P pomiedzy punktami My i M,
N I—— : dodatnig jesdli zwrot wektora
-
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przypadku.



Jezeli istnieje granica

(M)~ F(Mo)
M— Mo MoM ’
to nazywamy ja pochodna kierunkowa funkcji f(M) w kierunku I i
oznaczamy
0f(Mo) _ 9f(x0, 0, 20)
ol ol )
Pochodna ta charakteryzuje predkos$¢ zmiany funkcji f(M) w
punkcie My w kierunku /.
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Jezeli istnieje granica

M) — F(Mo)
M— My MoM ’

to nazywamy ja pochodna kierunkowa funkcji f(M) w kierunku I i
oznaczamy

8f(Mo) . 8f(Xo,y0,Zo)
al ol )
Pochodna ta charakteryzuje predkos$¢ zmiany funkcji f(M) w
punkcie My w kierunku /.
Zatbézmy, ze funkcja f(x,y, z) ma w rozpatrywanym obszarze ciggte
pochodne czastkowe, a 0$ | tworzy z osiami wspotrzednych katy
«, 3,7, wtedy pochodna w kierunku / istnieje i wyraza sie wzorem:

Of(Mo) _ OF (Mo) O (My) 0 (M)
5 = ox cos o + dy cos 3 97 cos 7.
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Dowdd. Oznaczmy MgM = t, wtedy

X — xp = tcosa, Y — yo = tcos 3, z — zg = tcos7,

a funkcje (M) = f(xo, o, 20) mozemy potraktowa¢ jako funkcje
ztozong ¢(t) = f(x(t), y(t),z(t)), przy czym dla t = 0 mamy
M = M,.
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Dowdd. Oznaczmy MgM = t, wtedy
X — xp = tcosa, Y — yo = tcos 3, z — zg = tcos7,

a funkcje (M) = f(xo, o, 20) mozemy potraktowa¢ jako funkcje
ztozong ¢(t) = f(x(t), y(t),z(t)), przy czym dla t = 0 mamy
M = My. Obliczmy

'(t)—gdfx—i-gdfyﬂLg%—gcosa—l—({icosﬁ—l—gcos
A T oxde dydt 0Ozdt Ox dy 9z 7

co konczy dowdd.
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Jezeli w kazdym punkcie M obszaru przestrzennego, ktéry moze
by¢ réwniez cata przestrzenia, okreslona jest pewna wartos$¢
skalarna lub pewien wektor o poczatku w punkcie M, to méwimy
odpowiednio o polu skalarnym lub polu wektorowym.
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Jezeli w kazdym punkcie M obszaru przestrzennego, ktéry moze
by¢ réwniez cata przestrzenia, okreslona jest pewna wartos$¢
skalarna lub pewien wektor o poczatku w punkcie M, to méwimy
odpowiednio o polu skalarnym lub polu wektorowym.

Jezeli potozenie punktu M jest okreslone przez wspotrzedne
kartezjanskie xyz, to pole skalarne jest réwnoznaczne z podaniem
funkcji skalarnej U(x, y, z). Bedziemy zawsze zakfadali, ze funkcja
ta ma ciagte pochodne czastkowe wzgledem wszystkich zmiennych.
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Niech bedzie dane pole skalarne U(M) = U(x, y, z). Wektor g o
wspotrzednych

g— 20,20 00)
&= Ox’ dy’ 0z

nazywamy gradientem wielkosci U i oznaczamy

g = gradU.
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Niech bedzie dane pole skalarne U(M) = U(x, y, z). Wektor g o
wspotrzednych

g— 20,20 00)
&= Ox’ dy’ 0z

nazywamy gradientem wielkosci U i oznaczamy
g = gradU.

Taka definicja gradientu zalezy oczywiscie od wyboru
wspotrzednych, co jest pewna wada.
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Aby zdefiniowaé gradient w sposéb niezalezny od wspétrzednych,
wykorzystajmy pojecie pochodnej kierunkowej
ou ou

ou ou
— cosa + — cos 3 + —— cos .
0z

al ~ dx Jdy
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Aby zdefiniowaé gradient w sposéb niezalezny od wspétrzednych,
wykorzystajmy pojecie pochodnej kierunkowej
ou ou

ou ou
— cosa + — cos 3 + —— cos .
0z

al ~ dx Jdy

Zdefiniujmy wektor X w kierunku osi /, X = [cos a, cos 3, cos 7],
wtedy pochodng kierunkowa mozemy zapisac

(9alIJ — gradU - X = |gradUHX| cos ¥,

gdzie 0 jest katem pomiedzy wektorami gradU i X.
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Aby zdefiniowaé gradient w sposéb niezalezny od wspétrzednych,
wykorzystajmy pojecie pochodnej kierunkowej
ou ou

ou ou
— cosa + — cos 3 + —— cos .
0z

al ~ dx Jdy

Zdefiniujmy wektor X w kierunku osi /, X = [cos a, cos 3, cos 7],
wtedy pochodng kierunkowa mozemy zapisac

ou - -

o= gradU - A\ = |gradU|| | cos b,

gdzie 0 jest katem pomiedzy wektorami gradU i X.

Widzimy, ze pochodna kierunkowa osigga maksimum dla § =0, a
wiec w kierunku zgodnym z kierunkiem gradientu. Dlatego
gradient mozemy zdefiniowaé nastepujaco.
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Aby zdefiniowaé gradient w sposéb niezalezny od wspétrzednych,
wykorzystajmy pojecie pochodnej kierunkowej
ou ou

0
— cosa + — cos 3 + —— cos .
0z

al ~ dx Jdy

Zdefiniujmy wektor X w kierunku osi /, X = [cos a, cos 3, cos 7],
wtedy pochodng kierunkowa mozemy zapisac

(9alIJ = gradU - X = |gradU||X| cos#,

gdzie 0 jest katem pomiedzy wektorami gradU i X.

Widzimy, ze pochodna kierunkowa osigga maksimum dla § =0, a
wiec w kierunku zgodnym z kierunkiem gradientu. Dlatego
gradient mozemy zdefiniowaé nastepujaco.

Gradientem wielkosci skalarnej U w danym punkcie M nazywamy
wektor charakteryzujacy kierunek i warto$¢ najwiekszego wzrostu
wielkosci U w punkcie M.
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Widzimy, ze pole skalarne U(M) generuje pole wektorowe
gradientu gradU.
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Widzimy, ze pole skalarne U(M) generuje pole wektorowe
gradientu gradU.
Réwnanie

U(x,y,z)=C

okresla pewna powierzchnie (bez punktéw osobliwych) w
przestrzeni tréjwymiarowej.
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Widzimy, ze pole skalarne U(M) generuje pole wektorowe
gradientu gradU.
Réwnanie

U(x,y,z)=C

okresla pewna powierzchnie (bez punktéw osobliwych) w
przestrzeni tréjwymiarowej.

Punkt P(xo, y0, 20), w ktérym U(xo, yo,20) = C, nalezy do tej
powierzchni. Rozwazmy krzywa

x=x(t), y=y(t), z=2z(t), (a<t<p),

zawarta w tej powierzchni, tzn. U(x(t),y(t),z(t)) = C dla
wszystkich t € («, 3), przechodzaca przez punkt P, przy czym
x0 = x(to), Yo = y(to) i 20 = z(to).
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Witedy styczna do tej krzywej w punkcie P lezy catkowicie na
ptaszczyznie o réwnaniu
oU(P)
Ox

U, ) 2D

(x —x0) + (z—2z9) =0.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 9/14



Witedy styczna do tej krzywej w punkcie P lezy catkowicie na
ptaszczyznie o réwnaniu
oU(P)
Ox

U, ) 2D

(x —x0) +

(z—2z9) =0.
Rzeczywiscie, rézniczkujac réwnanie U(x(t),y(t),z(t)) = C
otrzymamy

%X+8U +8£ =0
Ox dy 0z ’
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a wspotrzedne dowolnego punktu stycznej do naszej krzywej w
punkcie P wyrazaja sie wzorami
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a wspotrzedne dowolnego punktu stycznej do naszej krzywej w
punkcie P wyrazaja sie wzorami

= Xo +).<(t0)7—7
= Yo +}I/(t0)7—7
z = Zz+ Z(l’o)T,

—o0 < 17 < OoQ.
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a wspotrzedne dowolnego punktu stycznej do naszej krzywej w
punkcie P wyrazaja sie wzorami

= Xo +).<(t0)7—7
= Yo +}I/(t0)7—7
z = Zz+ Z(l’o)T,

—o0 < 17 < OoQ.

Stad widaé, ze wspédtrzedne dowolnego punktu stycznej do krzywej
spetniaja réwnanie

OU(P)
0x
z ktérego wynika réwniez, ze wektor grad U(P) jest ortogonalny
do powierzchni U(x,y,z) = C w punkcie P.

(x — x0) + G%i/P) (y = yo) + alé(ZP)(Z —z9) = 0.
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Za Hamiltonem mozemy zdefiniowa¢ wektor nabla Vo sktadowych

- o 0 0
V—[ax’ay’az]’

przy pomocy ktérego mozemy zapisac

gradU = vU.
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Za Hamiltonem mozemy zdefiniowa¢ wektor nabla Vo sktadowych

- o 0 0
V = [7 a9 :| )
Ox’ 0y’ 0z
przy pomocy ktérego mozemy zapisac

gradU = vU.

W fizyce zachodzi nastepujacy zwigzek pomiedzy polem sit a
potencjatem skalarnym, a $cidlej energia potencjalng, V/(r)

F = —gradV = ~VV.
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Za Hamiltonem mozemy zdefiniowa¢ wektor nabla Vo sktadowych

- o 0 0
V = [7 a9 :| )
Ox’ 0y’ 0z
przy pomocy ktérego mozemy zapisac

gradU = vU.

W fizyce zachodzi nastepujacy zwigzek pomiedzy polem sit a
potencjatem skalarnym, a $cidlej energia potencjalng, V/(r)

F = —gradV = ~VV.
Zadanie. Znalez¢ site dla potencjatu Keplera

V(r):—g, gdzie r=1r], a>0.
r
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Dla pola wektorowego w o sktadowych

w = [WX? Wy, Wz] = Wiéia

gdzie sktadowe w; = w;(F), i = 1,2,3, s3 klasy C(V), a wiec s3
rézniczkowalne i majg ciggte pierwsze pochodne, definiujemy skalar

.= o Owe 0wy, 0w, Ow;
divw =V -w = (9X+8y 9z = ox’

ktéry nazywamy dywergencja pola wektorowego w,
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divw =V -w = (9X+8y 9z = ox’

ktéry nazywamy dywergencja pola wektorowego w, oraz wektor
rotw =V x w,

ktéry nazywamy rotacjg pola wektorowego w.
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Dla pola wektorowego w o sktadowych

w = [WX? Wy, Wz] = Wiéia

gdzie sktadowe w; = w;(F), i = 1,2,3, s3 klasy C(V), a wiec s3
rézniczkowalne i majg ciggte pierwsze pochodne, definiujemy skalar

.= o Owe 0wy, 0w, Ow;
divw =V -w = (9X+8y 9z = ox’

ktéry nazywamy dywergencja pola wektorowego w, oraz wektor
rotw =V x w,

ktéry nazywamy rotacjg pola wektorowego w.
Pole wektorowe, w ktérym divw = 0 nazywamy bezzrédfowym, a
pole w ktérym rotw = 0 nazywamy bezwirowym.
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Zadanie. Pokaza¢, ze wektor rotw ma nastepujace sktadowe

aW3 aWQ 8W1 8W3 aWQ B 8W1:|

aXQ B aX37 8X3 B 8X1 ’ 8X1 8X2

Nie kazde pole wektorowe ma potencjat.

Zatézmy, ze pole wektorowe w ma potencjat V i jego sktadowe sa
klasy C(1). Zachodzi zwigzek

rotw = [

- oV
v=—-VV=—— Al'a
w \Y Ox é
a zatem
oV
P = ) = 1> 27 .
w, Ox i 3
Zrézniczkujmy te zwiazki po 0/0x;
ow; _ 92V
oxj  Oxi0x;
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Jedli sktadowe w; = —9V/ /0x; s3 klasy C(1), to odpowiednie
pochodne mieszane potencjatu V

0?V 0?V

OxiOx; - OxjOx;’ 7
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Jedli sktadowe w; = —9V/ /0x; s3 klasy C(1), to odpowiednie
pochodne mieszane potencjatu V

PV PV oy
Oxi0x;  Oxj0x;’ St

Stad wynika, ze zachodzi

ow;  Ow; ow;  Ow;

Oxj  Ox - Oxj  0Ox e

jesli tylko i # j, a to oznacza, ze

6W3 aWQ 8W1 . 8W3 8W2 B 6W1

rotw = — , ,
8X2 8X3 8X3 8X1 8X1 8X2

=0.
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Jedli sktadowe w; = —9V/ /0x; s3 klasy C(1), to odpowiednie
pochodne mieszane potencjatu V

0?V 0?V

OxiOx; - OxjOx;’ 7

Stad wynika, ze zachodzi

ow;  Ow; ow;  Ow;

Oxj  Ox - oxj  Oxj

jesli tylko i # j, a to oznacza, ze

6W3 aWQ 8W1 . 8W3 8W2 B 6W1

8X2 B 8X3’ 8X3 8X1 ’ 8X1 8X2 =0

rotw =

Znikanie rotacji pola wektorowego w jest warunkiem koniecznym
aby miato ono potencjat, tzn. aby byto zachowawcze.
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