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Rozwazmy uktad N punktéw materialnych w tréjwymiarowe;j
przestrzeni z wiezami rézniczkowymi danymi réwnaniami

3N
Zagdqj+aitdt:0, i=1,2, ..k,

j=1
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Rozwazmy uktad N punktéw materialnych w tréjwymiarowe;j
przestrzeni z wiezami rézniczkowymi danymi réwnaniami

3N
Za,-jdqj—i—a,-tdtzo, i=1,2,..,k,
j=1

gdzie wspotczynniki aj; i a;; moga zaleze¢ od wspétrzednych
uogdlnionych i czasu, ale nie zaleza od predkosci

aj = aU(q17q27"'7q3N7t> = afj(q7 t)7
— —
q
aie = ait( 1, G2, s @3N, ) = aie(q, ).
— —
q
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Nie zaktadamy catkowalnosci rozpatrywanego uktadu réwnan
rézniczkowych.
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Nie zaktadamy catkowalnosci rozpatrywanego uktadu réwnan
rézniczkowych. Dlatego zwiazki pomiedzy wektorami potozenia
poszczegdlnych punktéw a n = 3N wspdtrzednymi uogdlnionymi,
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Nie zaktadamy catkowalnosci rozpatrywanego uktadu réwnan
rézniczkowych. Dlatego zwiazki pomiedzy wektorami potozenia
poszczegdlnych punktéw a n = 3N wspdtrzednymi uogdlnionymi,
ktére traktujemy jako niezalezne,
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Nie zaktadamy catkowalnosci rozpatrywanego uktadu réwnan
rézniczkowych. Dlatego zwiazki pomiedzy wektorami potozenia
poszczegdlnych punktéw a n = 3N wspdtrzednymi uogdlnionymi,
ktoére traktujemy jako niezalezne, dane s3 réwnaniami

ri=ri(q1,92, .., q3n,t), =12, N.
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Nie zaktadamy catkowalnosci rozpatrywanego uktadu réwnan
rézniczkowych. Dlatego zwiazki pomiedzy wektorami potozenia
poszczegdlnych punktéw a n = 3N wspdtrzednymi uogdlnionymi,
ktoére traktujemy jako niezalezne, dane s3 réwnaniami

ri=ri(q1,92, .., q3n,t), =12, N.

Odpowiednie przesuniecia wirtualne dane s3 wzorem

5?,-—
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Réwnania wiezdw rézniczkowych wyrazone przez przesuniecia
wirtualne, ktére sg natychmiastowe, przyjmuja postaé

3N 3N
D ajdgtapdt=0 = 3 20q =0 i=12..k
=1 j=1
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Réwnania wiezdw rézniczkowych wyrazone przez przesuniecia
wirtualne, ktére sg natychmiastowe, przyjmuja postaé

3N 3N
Y ajdg+apdt=0 = 3 a;6q;=0, i=12 .k
j=1

j=1
Réwnania te wprowadzaja zaleznosci pomiedzy przesunieciami
wirtualnymi dgq;, ktére przy braku catkowalnosci nie pozwalaja
jednak wyeliminowa¢ zaleznych wspétrzednych uogélnionych g;.
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Réwnania wiezdw rézniczkowych wyrazone przez przesuniecia
wirtualne, ktére sg natychmiastowe, przyjmuja postaé

3N 3N
> aplg tadt=0 = dapg=0, i=12..k
j=1 J=1

Réwnania te wprowadzaja zaleznosci pomiedzy przesunieciami
wirtualnymi dgq;, ktére przy braku catkowalnosci nie pozwalaja
jednak wyeliminowa¢ zaleznych wspétrzednych uogélnionych g;.
Powtérzymy teraz kilka kolejnych krokéw, ktére zrobiliSmy przy
wyprowadzeniu réwnan Lagrange'a Il rodzaju z réwnania
d'Alemberta, ale nie skorzystamy z zatozenia o niezaleznosci
wszystkich wspo6trzednych uogélnionych g;.
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Rozpatrywany uktad N punktéw materialnych jest opisywany
réwnaniem d’'Alemberta

N

Z(m,?,—lj_,) (57’; =0.

i=1
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Rozpatrywany uktad N punktéw materialnych jest opisywany
réwnaniem d’'Alemberta

N
Z(m,ﬁ—lj—,) (57’; =0.

i=1

Drugi wyraz w tym réwnaniu, ktory opisuje sume prac wirtualnych
wszystkich sit aktywnych, zapiszemy w formie

N R N . 3N oF: 3N N . OF
5 i i
S Fein = Y A3 g =Y |3 R o g
i=1 i=1 j=1 9j j=1 Li=1 9j
—_——
3N 57 Q;
= Qjdq;,
j=1
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Rozpatrywany uktad N punktéw materialnych jest opisywany
réwnaniem d’'Alemberta

N
Z(m,ﬁ—lj—,) (57’; =0.

i=1

Drugi wyraz w tym réwnaniu, ktory opisuje sume prac wirtualnych
wszystkich sit aktywnych, zapiszemy w formie

N N o 3N gp SN TN o7
- i i
S Fein = YAY Sag =Y |3 R 00 i
i=1 i=1 j=1 9j j=1 Li=1 9j
N———’
3N 57 Qi
= Qjoqj,
Jj=1

gdzie wstawili$my wyrazenie dla §7;,
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zamienilismy kolejno$é sumowania
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zamienilismy kolejno$¢ sumowania i wprowadziliSmy symbol sity

uogdlnionej Q;

o= F.
=L
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zamienilismy kolejno$¢ sumowania i wprowadziliSmy symbol sity
uogdlnionej Q;

N

. OF
Q=N F -
J ; aqj

Pierwszy wyraz w réwnaniu d'Alemberta mozemy przeksztatci¢ tak
jak poprzednio

N N 3N 8* 3N N 8r
N 5, 5, i
Z m;r; - 0r; = Z m;r; - Z m;r; - 5qJ,
i=1 i=1 =199 j=1i=1
—_———
o7
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zamienilismy kolejno$¢ sumowania i wprowadziliSmy symbol sity
uogdlnionej Q;

Q_EN:/?..@
5 9

Pierwszy wyraz w réwnaniu d'Alemberta mozemy przeksztatci¢ tak
jak poprzednio

N N 3N or 3N N 8r
5 - 5 5 I
> mjfi- 6% = Y miF - =YY miF:- 5%
i=1 i=1 =199 j=1i=1
————
or;

gdzie znowu wstawiliémy wyrazenie na 0r; i zamieniliémy kolejnos¢
sumowania.
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Skorzystajmy z wzoru na pochodng iloczynu

. OF d<;, 83)_;_ d oF;

r"'ﬁqj_ﬁ r’.(‘?qj rl'aaqj
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Skorzystajmy z wzoru na pochodng iloczynu

. O _d (. On\ . d o7
’ 8qj ' dtaqj

ri'ﬁqj o dt

i wstawmy doni udowodnione wczedniej (patrz Wyktad 4) wzory

vh_on 04 _do
o1 9oq’ g dt — dtdg’
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Skorzystajmy z wzoru na pochodng iloczynu

. O _d (. On\ . d o7
’ 8qj ' dtaqj

ri'ﬁqj o dt

i wstawmy doni udowodnione wczedniej (patrz Wyktad 4) wzory

vh_on 04 _do
o1 9oq’ g dt — dtdg’

Woéwczas otrzymamy

. on _d (s r; r or;

ri'aqj Cde
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Wréémy do pierwszego wyrazu w réwnaniu d'Alemberta.

N 3N N o7

5 - 5 I
Somifi-on = 3> mifi- olog
i=1 j=1i=1 g
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Wréémy do pierwszego wyrazu w réwnaniu d'Alemberta.

N 3N N o7

5 - 5 I
Somifi-on = 3> mifi- olog
i=1 j=1i=1 g
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Wréémy do pierwszego wyrazu w réwnaniu d'Alemberta.

N SN N oz
Somion = 3 mit S
i=1 j=1i=1
32’%2’\’:,”[ (r 6?,) 7 6?"]5q
= il i 5 ) =i 5|06
aa dt 0q; Jq;
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Wréémy do pierwszego wyrazu w réwnaniu d'Alemberta.

N B 3N N . OF
Somion = 3.3 mi Do
i=1 j=1i=1

3N N 5 o
= 2D m [dt (“’ a_r,> —Ff'ar'] 69;

j=1li=1 aqf aqf
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Wréémy do pierwszego wyrazu w réwnaniu d'Alemberta.

N B 3N N . OF
Somion = 3.3 mi Do
i=1 j=1i=1

o i 7 "og) " og) "

MY 1072\ 107

o> m . 5
j=1li=1 aqj 2 8qJ
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Wréémy do pierwszego wyrazu w réwnaniu d'Alemberta.

N 3N N

5 e o 8r/
D mifi-0n = Y Y mifi-

i=1 j=1i=1
3N N 5?,' . 8?,-

- nam ldf (r" a¢j>_r"'8qf] "9
32“’:2“’: l (1 a?2> 1 3?2] 5a;
o4 2 0gq; 2 9q; | 7
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Wréémy do pierwszego wyrazu w réwnaniu d'Alemberta.

N o 3N N 8r
domifi 6h = 0¥ mifie o
i=1 j=1i=1 J
LS o\ . o
- h&” ldt ( 8%)‘”'8%] "
X&L [d (1o 107
— P [y el 5
2o i (s ) 2 5
3N d 8 N 1 N
- 2l (7)o (5 a7))
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Wréémy do pierwszego wyrazu w réwnaniu d'Alemberta.

N o 3N N 8r
domifi 6h = 0¥ mifie o
i=1 j=1i=1 J
LS o\ . o
- h&” ldt ( 8%)‘”'8%] "
X&L [d (1o 107
— P [y el 5
2o i (s ) 2 5
3N d 8 N 1 N
- 2l (3 77) -5 (5 am7))
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Wréémy do pierwszego wyrazu w réwnaniu d'Alemberta.

N B 3N N . OF
Somion = 3.3 mi Do
i=1 j=1i=1

N YA AR

- j=1i=1 [dt<l qu> I‘aqf'] v
£ ula(180) 10
S5 [de\2 0g; 2 g

Mld o (&K1 d 1

= Sl (5377 g (3527 o
doT aT

> [f55 - g
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gdzie wprowadziliSmy wzér na energie kinetycznag uktadu N
punktéw materialnych

N 1 s
T:ZE mir; .
i=1
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gdzie wprowadziliSmy wzér na energie kinetycznag uktadu N
punktéw materialnych

N 1 s
T:ZE mir; .
i=1

Wstawmy otrzymane wyniki do réwnania d'Alemberta
N

Loy daT oT
Z(mifi—/:i)-5ri = ;[dtaqj ] ZQJ5qJ

i=1 J
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gdzie wprowadziliSmy wzér na energie kinetycznag uktadu N
punktéw materialnych

N 1 s
T:ZE mir; .
i=1

Wstawmy otrzymane wyniki do réwnania d'Alemberta

N

Soay o 40T oT
Z(mifi—/:i)'5fi = j;[dt8Qj ] ZQJ5qJ

i=1 J
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gdzie wprowadziliSmy wzér na energie kinetycznag uktadu N
punktéw materialnych

N 1 s
T:ZE mir; .
i=1

Wstawmy otrzymane wyniki do réwnania d'Alemberta

Mooy XldaT oT
Z(mifi—/:i)'5fi = Z[dt@qj_ ]5% ZQJMJ
i=1 j=1
XldaT oT ]
= — o — 5 — Q| dgi =
leldtaqj dq; dha
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Zatézmy, ze istnieje potencjat uogdlniony V/(q, g, t), ktdry wiaze

sie z sity uogdlniong Q; wzorem
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Zatézmy, ze istnieje potencjat uogdlniony V/(q, g, t), ktdry wiaze
sie z sity uogdlniong Q; wzorem

i wstawmy wyrazenie na @; do naszego réwnania

32"’: doT 0T dov oV
dt 8i]j 8qj dt 6&]_,' 6qj

5qj =
j=1

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 10/27



Zatézmy, ze istnieje potencjat uogdlniony V/(q, g, t), ktdry wiaze
sie z sity uogdlniong Q; wzorem

i wstawmy wyrazenie na @; do naszego réwnania

32"’: doT _OT _dov ov].
dt 8i]j aqj dt 6&]_,' 6qj l

j=1
i’% [da(r— V) (T - V)] 5 =
= dt 85{,’ 8qj J
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Zatézmy, ze istnieje potencjat uogdlniony V/(q, g, t), ktdry wiaze
sie z sity uogdlniong Q; wzorem

i wstawmy wyrazenie na @; do naszego réwnania

dt 8i]j aqj dt 6&]_,' + 6qj

NTaoT oT dov oV
2 b | 0% =
j=1

3N 3N

do(T-V oT -V d oL OL
AT v ar-w) 3t BT P
= dt  0gj Jq;
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Zatézmy, ze istnieje potencjat uogdlniony V/(q, g, t), ktdry wiaze
sie z sity uogdlniong Q; wzorem

i wstawmy wyrazenie na @; do naszego réwnania

dt 8i]j aqj dt 6&]_,' + 6qj

NTaoT oT dov oV
2 b | 0% =
j=1

3N 3N

do(T-V oT -V d oL OL
AT v ar-w) 3t BT P
= dt  0gj Jq;

gdzie wprowadzilismy funkcje Lagrange'a L=T — V.
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Tym razem nie wszystkie przesuniecia wirtualne dq;,
Jj=1,2,...,3N, s3 niezalezne, gdyz istnieje pomiedzy nimi k
zaleznosci danych réwnaniami wiezdw rézniczkowych

3N
> adq; =0, i=1,2,.., k.
j=1
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Tym razem nie wszystkie przesuniecia wirtualne dq;,
Jj=1,2,...,3N, s3 niezalezne, gdyz istnieje pomiedzy nimi k
zaleznosci danych réwnaniami wiezdw rézniczkowych

3N
> adq; =0, i=1,2,.., k.
j=1
Dlatego nie wszystkie wspotczynniki znikajacej kombinacji liniowej

3N
Paon o]
dt 6qj Oqj

Jj=1

musza sie zerowac.
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Pomnézmy kazde z réwnan wiezéw

3N
> ajdq; =0, i=1,2,.., k.
j=1

przez dowolny, niezerowy wspoétczynnik A;, czyli tzw. mnoznik
Lagrange'a.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 12/27



Pomnézmy kazde z réwnan wiezéw

3N
> ajdq; =0, i=1,2,.., k.
j=1

przez dowolny, niezerowy wspoétczynnik A;, czyli tzw. mnoznik
Lagrange'a. Woéwczas otrzymamy uktad k réwnan postaci

3N 3N
)\;Za,-jdqj: Z)\;a,'j(qu:O, = 1,2,...,/(.
Jj=1 Jj=1
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Pomnézmy kazde z réwnan wiezéw

3N
> ajdq; =0, i=1,2,.., k.
j=1

przez dowolny, niezerowy wspoétczynnik A;, czyli tzw. mnoznik
Lagrange'a. Woéwczas otrzymamy uktad k réwnan postaci

3N 3N
)\;Za,-jdqj: Z)\;a,'j(qu:O, = 1,2,...,/(.
Jj=1 Jj=1

Dodajac stronami wszystkie k réownan tego uktadu otrzymamy

k 3N 3Nk
> D Niajdgi =) > Aiajdq; = 0.
i=1j=1 j=1i=1
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Odejmijmy to réwnanie stronami od réwnania

Paon o],
= dtaqj' 8qj J
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Odejmijmy to réwnanie stronami od réwnania

Paon o],
= dtaqj' 8qj J

Woéwczas otrzymamy

>

3N[d oL oL &
j=1

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 13/27



Odejmijmy to réwnanie stronami od réwnania

Paon o],
= dt(ac']j 8qj J

Woéwczas otrzymamy
3N k

d oL 0L

—_—— - - Aiaji| 0g; = 0.
> |t~ o o vas]dg

Co prawda nie wszystkie przesuniecia wirtualne dq; s niezalezne,
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Odejmijmy to réwnanie stronami od réwnania

Paon o],
= dt(ac']j 8qj /

Woéwczas otrzymamy

>

3”[01 oL oL &
j=1

Co prawda nie wszystkie przesuniecia wirtualne dg; s3 niezalezne, a
Scislej méwiac k sposrdd nich jest zaleznych,
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Odejmijmy to réwnanie stronami od réwnania

3N
Paon o],
dt 8qj 8qj

Jj=1

Woéwczas otrzymamy
3N k

d oL 0L

—— = Aiaji| 0g; = 0.
> |t~ o o vas]dg

Co prawda nie wszystkie przesuniecia wirtualne dg; s3 niezalezne, a
$cislej méwiac k sposrdd nich jest zaleznych, ale teraz mamy do
dyspozycji k dowolnych mnoznikéw Lagrange'a A;,
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ktére mozemy dobraé w taki sposdb, zeby wszystkie wspdtczynniki
otrzymanej kombinacji liniowej znikaty.
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ktére mozemy dobraé w taki sposdb, zeby wszystkie wspdtczynniki
otrzymanej kombinacji liniowej znikaty.
Zatem otrzymujemy uktad réwnan postaci

77_7_2)\131.,:0’ j:1,2,...,3N,
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ktére mozemy dobraé w taki sposdb, zeby wszystkie wspdtczynniki
otrzymanej kombinacji liniowej znikaty.
Zatem otrzymujemy uktad réwnan postaci

77_7_2)\131.,:0’ j:1,2,...,3N,

dt ac']j 8qj |
ktéry mozemy zapisaé ostatecznie w formie réwnan Lagrange'a |
rodzaju
d oL
—— Ajajj, =1,2,....,3N.
dt dg; 8qJ 2 Y J
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ktére mozemy dobraé w taki sposdb, zeby wszystkie wspdtczynniki
otrzymanej kombinacji liniowej znikaty.
Zatem otrzymujemy uktad réwnan postaci

77_7_2)\131.,:0’ j:1,2,...,3N,

dt ac']j 8qj |
ktéry mozemy zapisaé ostatecznie w formie réwnan Lagrange'a |
rodzaju
d oL
—— Ajajj, =1,2,....,3N.
dt dg; 8qJ 2 Y J

Jest to uktad 3N réwnan rézniczkowych drugiego rzedu z 3N + k
niewiadomymi,
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ktére mozemy dobraé w taki sposdb, zeby wszystkie wspdtczynniki
otrzymanej kombinacji liniowej znikaty.
Zatem otrzymujemy uktad réwnan postaci

77_7_2)\131.,:0’ j:1,2,...,3N,

dt ac']j 8qj |
ktéry mozemy zapisaé ostatecznie w formie réwnan Lagrange'a |
rodzaju
d oL
—— Ajajj, =1,2,....,3N.
dt dg; 8qJ 2 Y J

Jest to uktad 3N réwnan rézniczkowych drugiego rzedu z 3N + k
niewiadomymi, na ktére sktada sie
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3N wspbtrzednych uogélnionych g;(t)
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3N wspbtrzednych uogélnionych q;(t) oraz k mnoznikéw
Lagrange'a A;.
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3N wspbtrzednych uogélnionych q;(t) oraz k mnoznikéw
Lagrange'a A;.

Jednoznaczne rozwigzanie réwnan ruchu jest jednak mozliwe, gdyz
mamy jeszcze do dyspozycji k rébwnan wiezéw rézniczkowych

3N
> ajdq; =0, i=1,2,.. k.
j=1
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3N wspbtrzednych uogélnionych q;(t) oraz k mnoznikéw
Lagrange'a A;.

Jednoznaczne rozwigzanie réwnan ruchu jest jednak mozliwe, gdyz
mamy jeszcze do dyspozycji k rébwnan wiezéw rézniczkowych

3N
> ajdq; =0, i=1,2,.. k.
j=1

Aby zinterpretowal wystepujacy po prawej stronie réwnan
Lagrange'a | rodzaju wyraz

k
> i
i=1
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ktéry odrdznia je od réwnan Lagrange'a Il rodzaju,
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ktéry odrdznia je od réwnan Lagrange'a Il rodzaju, przypomnijmy
postac tych ostatnich dla uktadéw z tarciem

L L
ia—_—a—:Rj, j=1,2,....n,
dtaqj 8qj

gdzie po prawej stronie wystepuje uogdlniona sifa tarcia R;.
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ktéry odrdznia je od réwnan Lagrange'a Il rodzaju, przypomnijmy
postac tych ostatnich dla uktadéw z tarciem

daob oL _ o

i =1,2,...
dtaqj 8qj K J y Ly weny Iy

gdzie po prawej stronie wystepuje uogdlniona sifa tarcia R;.
W takim razie wyrazenie

k
Zi=>Y XNaj, j=12,..3N,
i=1

nalezy interpretowaé jako uogdlniong site reakcji wiezéw.
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Réwnania Lagrange'a | rodzaju s3 spetnione dla uktadéw z wiezami
nieholonomicznymi danymi niecatkowalnymi réwnaniami
rézniczkowymi

3N

j=1
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Réwnania Lagrange'a | rodzaju s3 spetnione dla uktadéw z wiezami
nieholonomicznymi danymi niecatkowalnymi réwnaniami
rézniczkowymi

3N
j=1

Mozna je jednak stosowacd réowniez dla uktaddéw z wiezami
holonomicznymi danymi réwnaniami

fi(q1,q2, .-, q3n, 1) =0, =12, k,
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Réwnania Lagrange'a | rodzaju s3 spetnione dla uktadéw z wiezami
nieholonomicznymi danymi niecatkowalnymi réwnaniami
rézniczkowymi

3N
j=1

Mozna je jednak stosowacd réowniez dla uktaddéw z wiezami
holonomicznymi danymi réwnaniami

fi(q1,q2, .-, q3n, 1) =0, =12, k,

ktére po zrézniczkowaniu przyjmuja postaé réwnah rézniczkowych
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af X
dt = Z ajdqg; + apdt =0

j=1

df_z
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af 3N
dt = Z ajdqj + apdt =0

j=1

df_z

Wystarczy zatem przyréwnaé odpowiednie wspétczynniki przy
niezaleznych przyrostach dgq;
of;

— L = g
8qj Y
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af 3N
dt = Z ajdqj + apdt =0

j=1

df_z

Wystarczy zatem przyréwnaé odpowiednie wspétczynniki przy
niezaleznych przyrostach dgq;

of;

— L = g
8qj Y

i wstawié je do réwnan Lagrange’a | rodzaju.
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af 3N
dt = Z ajdqj + apdt =0

j=1

df_z

Wystarczy zatem przyréwnaé odpowiednie wspétczynniki przy

niezaleznych przyrostach dgq;
ofi _
8qj -

i wstawié je do réwnan Lagrange'a | rodzaju. Taki sposéb
postepowania jest jednak na ogdt nieekonomiczny,
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af 3N
dt = Z ajdqj + apdt =0

j=1

df_z

Wystarczy zatem przyréwnaé odpowiednie wspétczynniki przy

niezaleznych przyrostach dgq;
ofi _
8qj -

i wstawié je do réwnan Lagrange'a | rodzaju. Taki sposéb
postepowania jest jednak na ogdt nieekonomiczny, gdyz w
przypadku wiezéw holonomicznych znacznie tatwiej jest skorzystaé
z réwnan Lagrange'a Il rodzaju.
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Réwnan Lagrange'a | rodzaju mozna uzyé w celu wyznaczenia sit
reakcji wiezébw dziatajacych na uktad.
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Réwnan Lagrange'a | rodzaju mozna uzyé w celu wyznaczenia sit
reakcji wiezébw dziatajacych na uktad.

Czasem udaje sig to zrobi¢ bez koniecznosci catkowania réwnan, co
ilustruje nastepujacy przyktad.
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Réwnan Lagrange'a | rodzaju mozna uzyé w celu wyznaczenia sit
reakcji wiezébw dziatajacych na uktad.

Czasem udaje sig to zrobi¢ bez koniecznosci catkowania réwnan, co
ilustruje nastepujacy przyktad.

Przyktad 1: Znalez¢ sity reakcji wiezdw dziatajagce na punkt
materialny o masie m poruszajacy sie po wewnetrznej powierzchni
stozka o kacie pétrozwartosci a.
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Réwnan Lagrange'a | rodzaju mozna uzyé w celu wyznaczenia sit
reakcji wiezébw dziatajacych na uktad.

Czasem udaje sig to zrobi¢ bez koniecznosci catkowania réwnan, co
ilustruje nastepujacy przyktad.

Przyktad 1: Znalez¢ sity reakcji wiezdw dziatajagce na punkt
materialny o masie m poruszajacy sie po wewnetrznej powierzchni
stozka o kacie pétrozwartosci a.

Funkcja Lagrange'a ma postac

1 .
—V:§m?2—mgz

m ()'(2 +y2 —|—22> — mgz

~
I
\'

NI RN~

m ('r2 + r2¢? + 22> — mgz.
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Réwnanie wiezéw we wspotrzednych cylindrycznych ma postaé

f(ryp,z)=r—ztga =0,
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Réwnanie wiezéw we wspotrzednych cylindrycznych ma postaé

f(ryp,z)=r—ztga =0,

ale teraz nie eliminujemy zaleznej wspétrzedne;.
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Réwnanie wiezéw we wspotrzednych cylindrycznych ma postaé

f(ryp,z)=r—ztga =0,

ale teraz nie eliminujemy zaleznej wspétrzedne;.

Poniewaz mamy tylko jedno réwnanie wigzéw, to suma po prawej
stronie rébwnan Lagrange'a | rodzaju redukuje sie do pojedynczego
wyrazu i przyjmuja one postac
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Réwnanie wiezéw we wspotrzednych cylindrycznych ma postaé

f(ryp,z)=r—ztga =0,

ale teraz nie eliminujemy zaleznej wspétrzedne;.

Poniewaz mamy tylko jedno réwnanie wigzéw, to suma po prawej
stronie rébwnan Lagrange'a | rodzaju redukuje sie do pojedynczego
wyrazu i przyjmuja one postac

L oL & f
da_a:Z)\laUE)\ajz)\aq, j:17273)
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Réwnanie wiezéw we wspotrzednych cylindrycznych ma postaé

f(ryp,z)=r—ztga =0,

ale teraz nie eliminujemy zaleznej wspétrzedne;.

Poniewaz mamy tylko jedno réwnanie wigzéw, to suma po prawej
stronie rébwnan Lagrange'a | rodzaju redukuje sie do pojedynczego
wyrazu i przyjmuja one postac

L L & f
gi_i:ZAiaUEAajzAi, j:17273’
i=1 0q;

gdzie skorzystaliSmy z faktu, ze dla wiezéw holonomicznych

of; of
=
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Dla punktu na powierzchni stozka danej réwnaniem

f(ryp,z)=r—ztga =0,
identyfikujemy
q=r, aQ =, a =z

i rbwnania Lagrange'a | rodzaju przyjmuja postac

doL JL

dGtor or T
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Dla punktu na powierzchni stozka danej réwnaniem

f(ryp,z)=r—ztga =0,
identyfikujemy
q=r, aQ =, a =z

i rbwnania Lagrange'a | rodzaju przyjmuja postac

d oL oL of
Tor ar - Ty
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Dla punktu na powierzchni stozka danej réwnaniem

f(ryp,z)=r—ztga =0,
identyfikujemy
q=r, aQ =, a =z

i rbwnania Lagrange'a | rodzaju przyjmuja postac

doL oL of
qGtor or T M TAg A
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Dla punktu na powierzchni stozka danej réwnaniem

f(ryp,z)=r—ztga =0,
identyfikujemy
q=r, aQ =, a =z

i rbwnania Lagrange'a | rodzaju przyjmuja postac

doL oL of
qor o T Mg A4
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Dla punktu na powierzchni stozka danej réwnaniem

f(ryp,z)=r—ztga =0,
identyfikujemy
q=r, aQ =, a =z

i rbwnania Lagrange'a | rodzaju przyjmuja postac

doL JL of

qor o T Mg A4
doL oL
dtdp Oy
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Dla punktu na powierzchni stozka danej réwnaniem

f(ryp,z)=r—ztga =0,
identyfikujemy

q=r, q =, q3 =z

i rbwnania Lagrange'a | rodzaju przyjmuja postac

doL oL of

qor o T Mg A4
doL_ oL _

dtop 0p
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Dla punktu na powierzchni stozka danej réwnaniem

f(ryp,z)=r—ztga =0,
identyfikujemy

q=r, q =, q3 =z

i rbwnania Lagrange'a | rodzaju przyjmuja postac

doL oL of

qor o T Mg A4
doL oL _ .

dtop 0p 14
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Dla punktu na powierzchni stozka danej réwnaniem

f(ryp,z)=r—ztga =0,

identyfikujemy

q=r, q =, q3 =z

i rbwnania Lagrange'a | rodzaju przyjmuja postac

doL oL of
qGor ar T M TAG TAEL
d oL OJL of
aop o T,
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Dla punktu na powierzchni stozka danej réwnaniem

f(ryp,z)=r—ztga =0,

identyfikujemy

q=r, q =, q3 =z

i rbwnania Lagrange'a | rodzaju przyjmuja postac

d oL oL of

dcor or T M= mAS
d oL oL of

q{top op - T, 0
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Dla punktu na powierzchni stozka danej réwnaniem

f(ryp,z)=r—ztga =0,

identyfikujemy

q=r, q =, q3 =z

i rbwnania Lagrange'a | rodzaju przyjmuja postac

doL oL of
dcor or T M= mAS
doL OJL of
Aty 9 % = A5, = 0= %
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Dla punktu na powierzchni stozka danej réwnaniem

f(ryp,z)=r—ztga =0,
identyfikujemy
q=r, aQ =, a =z

i rbwnania Lagrange'a | rodzaju przyjmuja postac

daL oL of

qor o T Mg A4
doL aL of
a@—% = )\aso_)\agp 0—Z<p,
doaL oL

dtoz 0Oz

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 21/27



Dla punktu na powierzchni stozka danej réwnaniem

f(ryp,z)=r—ztga =0,
identyfikujemy
q=r, aQ =, a =z

i rbwnania Lagrange'a | rodzaju przyjmuja postac

daL oL of

qor o T Mg A4
doL aL of
a@—% = )\aso_)\agp 0—Z<p,
doL oL _

dtdz 0z
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Dla punktu na powierzchni stozka danej réwnaniem

f(ryp,z)=r—ztga =0,
identyfikujemy
q=r, aQ =, a =z

i rbwnania Lagrange'a | rodzaju przyjmuja postac

daL aL of

qor o T Mg A4
daL  aL of

dtdyp Oy % = g =0=2,
doL oL _

atoz o9z
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Dla punktu na powierzchni stozka danej réwnaniem

f(ryp,z)=r—ztga =0,
identyfikujemy
q=r, aQ =, a =z

i rbwnania Lagrange'a | rodzaju przyjmuja postac

doL oL of
dcor or T M= mAS
doL OJL of
dtdyp Oy % = g =0=2,
doL_ oL\ of

dtoz 0z 0z
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Dla punktu na powierzchni stozka danej réwnaniem

f(ryp,z)=r—ztga =0,
identyfikujemy
q=r, aQ =, a =z

i rbwnania Lagrange'a | rodzaju przyjmuja postac

doL oL of
dcor or T M= mAS
d oL OJL of
dtdyp Oy % = g =0=2,
doL oL of
dtoz 0z T TN T A
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Dla punktu na powierzchni stozka danej réwnaniem

f(ryp,z)=r—ztga =0,
identyfikujemy
q=r, aQ =, a =z

i rbwnania Lagrange'a | rodzaju przyjmuja postac

doL oL of

qor o T Mg A4

d oL OJL of

dtdp 0y % =Agp =0T %
doL oL of

qoz 0z T T T Mea=Zn
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Obliczmy potrzebne pochodne funkgcji Lagrange’'a i napiszmy
réwnania ruchu

L= %m <i2 +r2p% + 22) — mgz.
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Obliczmy potrzebne pochodne funkgcji Lagrange’'a i napiszmy
réwnania ruchu

T R U
L—§m<r + reg +z)—mgz.
oL

or
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Obliczmy potrzebne pochodne funkgcji Lagrange’'a i napiszmy
réwnania ruchu

L= %m <i2 +r2p% + 22) — mgz.
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Obliczmy potrzebne pochodne funkgcji Lagrange’'a i napiszmy
réwnania ruchu

T R U
L—§m<r + reg +z)—mgz.
oL . doL

or =M dtor
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Obliczmy potrzebne pochodne funkgcji Lagrange’'a i napiszmy
réwnania ruchu

T R U
L—§m<r + reg +z)—mgz.
oL . doL

mr,

or =M dtor
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Obliczmy potrzebne pochodne funkgcji Lagrange’'a i napiszmy
réwnania ruchu

T R U
L—§m<r + reg +z)—mgz.
oL . doL . oL

or " dater " ar
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Obliczmy potrzebne pochodne funkgcji Lagrange’'a i napiszmy
réwnania ruchu

L= %m <i2 +r2p% + 22) — mgz.

oL mr i%—mf %—mr'2
or ~ "0 acor T o T
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Obliczmy potrzebne pochodne funkgcji Lagrange’'a i napiszmy
réwnania ruchu

L= %m <i2 +r2p% + 22) — mgz.

%—mi’ i%—mf %—mr'2
or — " dtor a0
= m(F-re?) =, (1)
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Obliczmy potrzebne pochodne funkgcji Lagrange’'a i napiszmy
réwnania ruchu

L= %m <i2 +r2p% + 22) — mgz.

oL doL . oL 2

a7 = mh Tar =M 5, = mré’,

= m(F-re?) =, (1)
oL .

g = M
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Obliczmy potrzebne pochodne funkgcji Lagrange’'a i napiszmy
réwnania ruchu

L= %m <i2 +r2p% + 22) — mgz.

%:mi’ i%:mf %:mrgbZ

or ’ dt or ’ or ’

= m(F-re?) =, (1)
oL 2. d oL

R ST
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Obliczmy potrzebne pochodne funkgcji Lagrange’'a i napiszmy
réwnania ruchu

L= %m <i2 +r2p% + 22) — mgz.

oL . d oL N oL .2

E:mr, agzmr, E:mrgp,

= m(F-re?) =, (1)
oL 5. d oL . 2.

a—()b:mr Q, aa—(p:Zmrrcp—kmr ®,
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Obliczmy potrzebne pochodne funkgcji Lagrange’'a i napiszmy
réwnania ruchu

L= %m <i2 +r2p% + 22) — mgz.

%—mi’ i%—mf %—mr'2

or — " drar T ar 0

= m(F-re?) =, (1)
oL 5. d oL . 5. oL

ZC —Z=_9 - =

95 mrep, dt 99 mrro + mrep, g 0,
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Obliczmy potrzebne pochodne funkgcji Lagrange’'a i napiszmy

réwnania ruchu

T R U
L—§m<r + reg +z)—mgz.
oL . doL . oL

- = 7 vt _ -2
ar M0 qrer M0 B MY
= m (F - rgb2> =\,

ﬁ—mrz' iﬁ—2mri'+mr2"
= mr (2ro 4 rg) = 0,
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Obliczmy potrzebne pochodne funkgcji Lagrange’'a i napiszmy
réwnania ruchu

T R U
L—§m<r + reg +z)—mgz.
oL . doL . oL

5 = mr, TGor = mr, o = mr¢?,

= m(F-re?) =, (1)
g; = mr?¢, (ig; = 2mrig + mr*g, Z: =0,
= mr (2ip + rg) =0, (2)
oL .

55 = M5
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Obliczmy potrzebne pochodne funkgcji Lagrange’'a i napiszmy
réwnania ruchu

T R U
L—§m<r + reg +z)—mgz.
oL . doL . oL

5 = mr, TGor = mr, o = mr¢?,

= m(F-re?) =, (1)
g; = mr?¢, (ig; = 2mrig + mr*g, Z: =0,
= mr (2ip + rg) =0, (2)
oL . d oL

oz =" dtoz
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Obliczmy potrzebne pochodne funkgcji Lagrange’'a i napiszmy
réwnania ruchu

T R U
L—§m<r + reg +z)—mgz.
oL . doL . oL

5 = mr, TGor = mr, o = mr¢?,

= m(F-re?) =, (1)
g; = mr?¢, (ig; = 2mrig + mr*g, Z: =0,
= mr (2ip + rg) =0, (2)
oL . d oL ;

55 = M5 FTY Pid
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Obliczmy potrzebne pochodne funkgcji Lagrange’'a i napiszmy
réwnania ruchu

T R U
L—§m<r + reg +z)—mgz.
oL . d oL N oL

5 = mr, TGor = mr, o = mr¢?,

= m(F-re?) =, (1)
oL 5. d oL oL
8—¢:mr 0, dt8 = 2mrip 4+ mr?g, %:O,
= mr (2ro 4 rg) = 0, (2)
oL . d oL . oL

95 = M oz = M 9, = M8
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Obliczmy potrzebne pochodne funkgcji Lagrange’'a i napiszmy
réwnania ruchu

T R U
L—§m<r + reg +z)—mgz.
oL . doL . oL

5 = mr, TGor = mr, o = mr¢?,

= m(F-re?) =, (1)
g; = mr?¢, (ig; = 2mrig + mr*g, Z: =0,
= mr (2ip + rg) =0, (2)
oL . d oL ; oL

55 = M5 FTY Pid 9, =8

= m(Z+g)=-\tga. (3)
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Skorzystajmy z réwnania wiezéw

r—ztga=0 & z=rctga = Z=rFctga
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Skorzystajmy z réwnania wiezéw

r—ztga=0 & z=rctga = Z=rctga
i wstawmy je do réwnania (3)

m(Z+g)=—-Atga,
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Skorzystajmy z réwnania wiezéw

r—ztga=0 & z=rctga = Z=rFctga
i wstawmy je do réwnania (3)
m(z+g) = —-Atga,
wéwczas otrzymamy

m(fFctga+ g) = —Atga.
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Skorzystajmy z réwnania wiezéw

r—ztga=0 & z=rctga = Z=rFctga
i wstawmy je do réwnania (3)
m(z+g) = —-Atga,
wéwczas otrzymamy
m(fFctga+ g) = —Atga.

Dodajac to réwnanie stronami do réwnania (1) pomnozonego przez
tg o

m(?tga— r<,b2tga> = Aga
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dostaniemy réwnanie

m [F(tga+ctga) - rgbztgoa—l—g} = Atga — A\tga =0,

ktére po przedzieleniu przez m pokrywa sie z jednym z réwnan
wyprowadzonych juz wczesniej.
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dostaniemy réwnanie

m [F(tga+ctga) - rgbztgoa—l—g} = Atga — A\tga =0,

ktére po przedzieleniu przez m pokrywa sie z jednym z réwnan
wyprowadzonych juz wczesniej. Drugie réwnanie opisujace ruch
punktu po powierzchni stozka otrzymamy z réwnania (2):

mr (2rp + rg) = 0.
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dostaniemy réwnanie

m [?(tgoH- ctga) — rptg —|—g} = Atga — A\tga =0,
ktére po przedzieleniu przez m pokrywa sie z jednym z réwnan
wyprowadzonych juz wczesniej. Drugie réwnanie opisujace ruch

punktu po powierzchni stozka otrzymamy z réwnania (2):

mr (2rp + rg) = 0.

=  r=0 lub 2rp+rp=0.
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Aby uniknaé catkowania réwnan ruchu, wykorzystamy fakt, ze ¢
Jjest wspétrzedna cykliczna
oL
dp

oL i i
0 = pg,:a—gb:mngo:const. = 90:%.
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Aby uniknaé catkowania réwnan ruchu, wykorzystamy fakt, ze ¢
Jjest wspétrzedna cykliczna
oL
dp

oL i i
0 = P¢:%:mf290:C0nSt- = gz):%.

i wyznaczymy ¥ z réwnania

. . A
m(fctga+g) = —Atga = F=— Etga—i—g tg o
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Wstawmy ¢ i ¥ do réwnania (1)

A 2
m(?_r¢2):A = m[— (mtga—i—g)tga—r(:,r%) ] =\

2

= —()\tga+mg)tga—p—‘p3:)\
mr
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Wstawmy ¢ i ¥ do réwnania (1)

A 2
m(?_r¢2):A = m[— (mtga—i—g)tga—r(nlj‘rpz) ] =\

2

= —()\tga+mg)tga—p—‘p3:)\
mr

PrzenieSmy wyrazy zawierajace A na jedna strone réwnania
2

)\(1+tg2a) =-—-mgtga — %
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Wstawmy ¢ i ¥ do réwnania (1)

A 2
m(?_r¢2):A = m[—(mtga—i—g)tga—r(ns;’g) ] =\

2

= —(Atga+mg)tga—p—‘p3:)\
mr

PrzenieSmy wyrazy zawierajace A na jedna strone réwnania

2

)\(1+tg2a) =-—-mgtga — %

skad otrzymujemy A w funkcji odlegtosci od osi symetrii stozka r

P2

_mgtga—kmf‘;g

)\(r): 1+tg2a

)
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a sity reakcji wiezéw dziatajace na punkt materialny poruszajacy
sie po powierzchni stozka maja postaé

Z, = Xr), Z, =0, Z, = —\(r)tga.
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a sity reakcji wiezéw dziatajace na punkt materialny poruszajacy
sie po powierzchni stozka maja postaé

Z, = Xr), Z, =0, Z, = —\(r)tga.

Podsumujmy znaczenie réwnan Lagrange'a | rodzaju.

@ S3a spetnione nie tylko dla wiezéw holonomicznych, ale réwniez
dla wiezdéw nieholonomicznych zadanych w postaci
niecatkowalnych réwnan rézniczkowych.

@ Umozliwiaja znalezienie sit reakcji wiezéw, czesto bez
koniecznosci catkowania réwnan ruchu.
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a sity reakcji wiezéw dziatajace na punkt materialny poruszajacy
sie po powierzchni stozka maja postaé

Z, = Xr), Z, =0, Z, = —\(r)tga.

Podsumujmy znaczenie réwnan Lagrange'a | rodzaju.

@ S3a spetnione nie tylko dla wiezéw holonomicznych, ale réwniez
dla wiezdéw nieholonomicznych zadanych w postaci
niecatkowalnych réwnan rézniczkowych.

@ Umozliwiaja znalezienie sit reakcji wiezéw, czesto bez
koniecznosci catkowania réwnan ruchu.

Poza tym nie odgrywaja wiekszej roli w mechanice.
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