Problem ruchu dwoch ciat

Wyktad 8

Karol Kotodziej

Instytut Fizyki

Uniwersytet Slaski, Katowice
http://kk.us.edu.pl

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 1/42



Rozwazymy problem ruchu dwéch ciat odosobnionych o masach
my i mo.
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Newtona
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Newtona
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gdzie r i Q= 1,2, sa wektorami potozenia i predkosci ciat w
dowolnie wybranym uktadzie odniesienia,
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Rozwazymy problem ruchu dwéch ciat odosobnionych o masach

my i mo.
Réwnania ruchu wynikaja bezposrednio z |l zasady dynamiki
Newtona

mrn = F(I’]_,FQ,I’]_,I’Q,t),

m26 - _F(r1767r1767t>7

gdzie r i Q= 1,2, sa wektorami potozenia i predkosci ciat w
dowolnie wybranym uktadzie odniesienia, a w drugim réwnaniu
skorzystaliSmy z Il zasady dynamiki Newtona.
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Rozpatrywany uktad dwéch ciat mozemy obserwowaé z dowolnie
wybranego uktadu odniesienia.
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Uktad wspdtrzednych mozemy wybraé inaczej, np. mozemy
przesunaé go réwnolegle o pewien wektor
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Tylko wektor réznicy potozen
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Dlatego sita oddziatywania F obu ciat moze zalezeé tylko od
wzglednego potozenia F=r — r3.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 6/42



Dlatego sita oddziatywania F obu ciat moze zalezeé tylko od
wzglednego potozenia r'= i — r;. Podobnie, wykorzystujac fakt,
ze rozpatrywany uktad dwdch ciat mozemy obserwowaé z dowolnie
wybranego inercjalnego uktadu odniesienia, dochodzimy do
wniosku, ze sifa F moze zaleze¢ tylko od wzglednej predkosci

F= A — 3 obu ciat i od czasu.
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Dlatego sita oddziatywania F obu ciat moze zalezeé tylko od
wzglednego potozenia r'= i — r;. Podobnie, wykorzystujac fakt,
ze rozpatrywany uktad dwdch ciat mozemy obserwowaé z dowolnie
wybranego inercjalnego uktadu odniesienia, dochodzimy do
wniosku, ze sifa F moze zaleze¢ tylko od wzglednej predkosci

¥ =r — 5 obu ciat i od czasu. Zatem réwnania ruchu przyjmuja

postad
(77t),
_F

(77e).
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Dlatego sita oddziatywania F obu ciat moze zalezeé tylko od
wzglednego potozenia r'= i — r;. Podobnie, wykorzystujac fakt,
ze rozpatrywany uktad dwdch ciat mozemy obserwowaé z dowolnie
wybranego inercjalnego uktadu odniesienia, dochodzimy do
wniosku, ze sifa F moze zaleze¢ tylko od wzglednej predkosci

¥ =r — 5 obu ciat i od czasu. Zatem réwnania ruchu przyjmuja
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_F
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Dodajmy stronami oba réwnania
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Dlatego sita oddziatywania F obu ciat moze zalezeé tylko od
wzglednego potozenia r'= i — r;. Podobnie, wykorzystujac fakt,
ze rozpatrywany uktad dwdch ciat mozemy obserwowaé z dowolnie
wybranego inercjalnego uktadu odniesienia, dochodzimy do
wniosku, ze sifa F moze zaleze¢ tylko od wzglednej predkosci

¥ =r — 5 obu ciat i od czasu. Zatem réwnania ruchu przyjmuja

postad
(77t),
_F

(77e).

myri + mar =0

h

mr =

\.“l

mary =

Dodajmy stronami oba réwnania

i podzielmy obie strony przez m; + my
mifA + mar;
my + my
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Po lewej stronie otrzymanego réwnania wystepuje druga pochodna
czasowa wektora

myr + mar;
my + mp

R
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Po lewej stronie otrzymanego réwnania wystepuje druga pochodna
czasowa wektora

myr + mar;
my + mp

R

ktéry opisuje potozenie Srodka masy rozpatrywanego uktadu dwéch
ciat.
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Po lewej stronie otrzymanego réwnania wystepuje druga pochodna
czasowa wektora

myr + mar;
my + mp

R

ktéry opisuje potozenie Srodka masy rozpatrywanego uktadu dwéch
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Otrzymane réwnanie przyjmuje wiec postaé
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Po lewej stronie otrzymanego réwnania wystepuje druga pochodna
czasowa wektora

myr + mar;
my + mp

R

ktéry opisuje potozenie Srodka masy rozpatrywanego uktadu dwéch
ciat.
Otrzymane réwnanie przyjmuje wiec postaé

—

my + my

Whioskujemy stad, ze srodek masy odosobnionego ukfadu dwodch
ciat porusza sie ruchem jednostajnym prostoliniowym.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 7/42



Ta konkluzja wigze sie bezposrednio z symetrig odosobnionego
uktadu punktéw materialnych wzgledem transformacji Galileusza,
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Ta konkluzja wigze sie bezposrednio z symetrig odosobnionego
uktadu punktéw materialnych wzgledem transformacji Galileusza, a
$ciSlej z niezmienniczo$cig uktadu fizycznego przy przejsciu do
dowolnego innego uktadu inercjalnego.
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Wréémy do naszego uktadu réwnan ruchu

ml’i = F(F;?at>>

i = —F(F,F,t).
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Wréémy do naszego uktadu réwnan ruchu
(R7.e).
mgé = —ﬁ( ?,t).
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Pomnézmy pierwsze réwnanie ruchu przez .
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Wréémy do naszego uktadu réwnan ruchu

ml’i = F (F; ?a t) ;
i = —F(F, 7, t) .
Pomnézmy pierwsze réwnanie ruchu przez ml’fm, a drugie przez
mi
mi+my’
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Wréémy do naszego uktadu réwnan ruchu

ml’i = F (F; ?a t) ;
i = —F(F, 7, t) .
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Wréémy do naszego uktadu réwnan ruchu

ml’i = F (F; ?a t) ;
i = —F(F, 7, t) .
Pomnézmy pierwsze réwnanie ruchu przez —"2— a drugie przez
my / / ~omitm!
it Wowczas otrzymamy uktad réwnan
mypmy o my =5
—n = ——F (r, ,t) ,
my + my my + mo
mymy -, my 25
— 1 = —7F(r,r,t).
my + my my + my

Odejmijmy stronami drugie réwnanie od pierwszego
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my + my my+my  mp+
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Zdefiniujmy mase zredukowana uktadu dwdch ciat

mymy
my 4+ my

3
1l
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Zdefiniujmy mase zredukowana uktadu dwdch ciat

mmy o 1 1 + 1
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|

my + mo m my my
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Zdefiniujmy mase zredukowana uktadu dwdch ciat

1 1 1
m 2 = +

my + mo m my my

Woéwczas nasze réwnanie przyjmie postaé

m?:ﬁ(F’,.?,t).
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Zdefiniujmy mase zredukowana uktadu dwdch ciat

1 1 1
m 2 = +

my + mo m my my

Woéwczas nasze réwnanie przyjmie postaé
mf = F (F, 7, t) .

Widzimy, ze problem ruchu dwéch ciat zostat sprowadzony do

@ ruchu ciata o masie zredukowanej pod wptywem takiej same;j
sity, ktora ciata wzajemnie na siebie oddziatywuja,
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Zdefiniujmy mase zredukowana uktadu dwdch ciat

1 1 1
m 2 = +

my + my m m my

Woéwczas nasze réwnanie przyjmie postaé
mf = F (F, 7, t) .

Widzimy, ze problem ruchu dwéch ciat zostat sprowadzony do

@ ruchu ciata o masie zredukowanej pod wptywem takiej same;j
sity, ktora ciata wzajemnie na siebie oddziatywuja,

@ jednostajnego ruchu $rodka masy.
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Przyktad 1. Rozwazmy ruch ukfadu Stonce—Ziemia.
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Przykfad 1. Rozwazmy ruch ukfadu Stonce—Ziemia. Masa Storca
ms to okoto 2 x 1030 kg,
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Przykfad 1. Rozwazmy ruch ukfadu Stonce—Ziemia. Masa Storca
ms to okoto 2 x 1030 kg, a masa Ziemi mz = 6 x 10% kg,
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Przykfad 1. Rozwazmy ruch ukfadu Stonce—Ziemia. Masa Storca
ms to okoto 2 x 1030 kg, a masa Ziemi mz = 6 x 1024 kg, a zatem

ms > mz
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Przykfad 1. Rozwazmy ruch ukfadu Stonce—Ziemia. Masa Storca
ms to okoto 2 x 1030 kg, a masa Ziemi mz = 6 x 1024 kg, a zatem

1 1
ms>my = —>—
mz mg
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Przykfad 1. Rozwazmy ruch ukfadu Stonce—Ziemia. Masa Storca
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mz ms m ms mz
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Przykfad 1. Rozwazmy ruch ukfadu Stonce—Ziemia. Masa Storca
ms to okoto 2 x 1030 kg, a masa Ziemi mz = 6 x 1024 kg, a zatem

1 1 1

— ~
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Przykfad 1. Rozwazmy ruch ukfadu Stonce—Ziemia. Masa Storca
ms to okoto 2 x 1030 kg, a masa Ziemi mz = 6 x 1024 kg, a zatem

1 1 1 1 1 1
ms>mz; = —>-— = =4~
mz ms m ms mz mz

skad wynika, ze masa zredukowana ukfadu jest w bardzo dobrym
przyblizeniu réwna masie Ziemi, m ~ my.
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Przykfad 1. Rozwazmy ruch ukfadu Stonce—Ziemia. Masa Storca
ms to okoto 2 x 1030 kg, a masa Ziemi mz = 6 x 1024 kg, a zatem

1 1 1 1 1 1
ms>my = —>»-—— = —=_—4 "~ —
mz ms m ms mz myz
skad wynika, ze masa zredukowana ukfadu jest w bardzo dobrym
przyblizeniu réwna masie Ziemi, m ~ my.
Odwréémy zwiagzki definicyjne na wektory okreslajagce potozenie
wzgledne i potozenie Srodka masy

F=r—rz
R — msré+mzrz
mgs+mz
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Przykfad 1. Rozwazmy ruch ukfadu Stonce—Ziemia. Masa Storca
ms to okoto 2 x 1030 kg, a masa Ziemi mz = 6 x 1024 kg, a zatem

1 1 1 1 1 1
ms>my = —>»-—— = —=_—4 "~ —
mz ms m ms mz myz
skad wynika, ze masa zredukowana ukfadu jest w bardzo dobrym
przyblizeniu réwna masie Ziemi, m ~ my.
Odwréémy zwiagzki definicyjne na wektory okreslajagce potozenie
wzgledne i potozenie Srodka masy

F=ré—rz r":mS"lZmZF'—i—R
Romsiitmy = o _"Tm Lg
ms—+mz - ms+mgz
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Pominmy nieistotny dla ruchu wzglednego wektor Ri obliczmy

o

N
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Pominmy nieistotny dla ruchu wzglednego wektor Ri obliczmy
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Pominmy nieistotny dla ruchu wzglednego wektor Ri obliczmy

m
| ’_ msﬁfﬂz’ﬂ _ m5+mz H

| ‘_ms,issz‘ e 17

o
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Pominmy nieistotny dla ruchu wzglednego wektor Ri obliczmy

5 m
@ _ mSJerZ’ﬂ _ m5+mZ |_1 B ~
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Pominmy nieistotny dla ruchu wzglednego wektor Ri obliczmy

o

|75 _ mslizmz’ﬂ . m5+mz |71 _mz 6 x 10%* kg

‘ ‘_ms,issz‘ ms+mz m ms 2x10% kg -

J!
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Pominmy nieistotny dla ruchu wzglednego wektor Ri obliczmy

o

|75 _ mslizmz’ﬂ . m5+mz |71 _mz 6 x 10%* kg

‘ ‘_ ms,issz‘ ms+mz m ms 2x10% kg

—3x10°°

J!
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Pominmy nieistotny dla ruchu wzglednego wektor Ri obliczmy

N m
sl _ ms+zm2d _ ms+mzm wa:“ 0
‘f}‘ ‘_ms,istF‘ ms+mz ‘ﬂ ms 2% 10% kg

Widzimy, ze rozmiary orbit Stofca i Ziemi w ruchu wzglednym
maja sie do siebie jak
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Pominmy nieistotny dla ruchu wzglednego wektor Ri obliczmy

N m
13 | | mz 6x10%ks
‘r_" ‘_ ms,istF‘ ms+mz ‘ﬂ ms 2 x 109 kg

Widzimy, ze rozmiary orbit Stofca i Ziemi w ruchu wzglednym
maja sie do siebie jak

a zatem jesli érednia odlegtos¢ Ziemi od Storica wynosi
150 x 10° km,
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Pominmy nieistotny dla ruchu wzglednego wektor Ri obliczmy

N m
13 | | mz 6x10%ks
‘r_" ‘_ ms,istF‘ ms+mz ‘ﬂ ms 2 x 109 kg

Widzimy, ze rozmiary orbit Stofca i Ziemi w ruchu wzglednym
maja sie do siebie jak

a zatem jesli érednia odlegtos¢ Ziemi od Storica wynosi
150 x 10° km, to rozmiary orbity Storica wzgledem érodka masy
uktadu Storice-Ziemia s3 rzedu 450 km.
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Widzimy, ze orbita ta lezy gteboko we wnetrzu Stonca.
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Widzimy, ze orbita ta lezy gteboko we wnetrzu Stonca.
Podobnie jest w przypadku wzglednego ruchu Stonca i kazdej z
pozostatych planet, nie wyfaczajac Jowisza.
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Podobnie jest w przypadku wzglednego ruchu Stonca i kazdej z
pozostatych planet, nie wyfaczajac Jowisza.

Periodyczne zmiany potozenia gwiazd spowodowane przez
towarzyszace im planety sa wykorzystywane do poszukiwania
planet pozastonecznych.

Jednak lepsze efekty przynosi badanie drobnych zmian jasnosci
gwiazd spowodowane tranzytem planet na tle ich tarcz.
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W mechanice wazna role odgrywaja sity centralne, czyli sity
skierowane do okreslonego punktu, tzw. centrum sity.
Site centralng F (7, t) mozemy zapisaé nastepujaco

—
—

F(Re)=f(Rt)=,  gdae r=|A,

a f(r,t) jest dowolna funkcja skalarna.

Udowodnimy teraz kilka twierdzeh dotyczacych ruchu ciata pod
wptywem sity centralne;j.

Twierdzenie 1. Jezeli ciato porusza sie pod wptywem sity
centralnej, to jego moment pedu [=Fx p wzgledem centrum sity
jest zachowany.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 14/42



Dowéd. Obliczmy

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 15/42



Dowéd. Obliczmy

[ =

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 15/42



Dowéd. Obliczmy

[ = O (rxmi)=

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 15/42



Sity centralne

Dowéd. Obliczmy

- d / E\ Loon N
L = —(rxmr):mrxr—i—rxmr:
dt ~—~— ~~
0 F

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 15/42



Sity centralne

Dowéd. Obliczmy

. d ) . -
[ = —(rxm?):m?x?—i—?x mi = Fx F(F.t
dt \ ) (7)

0 F

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 15/42



Sity centralne

Dowéd. Obliczmy

—

L = —(F’xm?):mlr’xlr'—i—F’x mr =rFx F(F.t
dt \ ) (7)
0 F

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 15/42



Sity centralne

Dowéd. Obliczmy

—

L = —(F’xm?):mlr’xlr'—i—F’x mr =rFx F(F.t
dt \ ) (7)
0 F

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 15/42



Sity centralne

Dowéd. Obliczmy

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 15/42



Sity centralne

Dowéd. Obliczmy

L = 3 (rxmr):m?x?—i—?x@:?x/?(r,t)
0 F
f(r,t)

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 15/42



Sity centralne

Dowéd. Obliczmy

L = 3 (rxmr):m?x?—i—?x@:?x/—j(ﬁt)
0 F
f(rt =
= X <f(F,t)F>— (r’)FxF:O = L = const.
r roo~

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 15/42
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centralnej odbywa sie w jednej ptaszczyZznie prostopadtej do
wektora jego momentu pedu L = rx p.
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zachowawcze wtedy i tylko wtedy gdy f (7, t) = f (r, t).
Dowéd. Pole sit jest zachowawcze, gdy jego rotacja znika, tzn.
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Sity centralne

Obliczmy pochodnj iloczynu
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Ostatnia réwnoéé oznacza, ze

6(”?”)~F,

Poniewaz gradient funkcji f (7, t) nie ma sktadowych w kierunku
katdéw 0 i @, to musi zachodzi¢ réwnosé

f(rt)="f(rt).

To oznacza, ze potencjat, a Scidlej energia potencjalna, sity
centralnej moze zaleze¢ tylko od odlegtosci od centrum sity

V(r,t) = V(r,t).
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W dalszym ciagu ograniczymy sie do stacjonarnych, tzn.
niezaleznych jawnie od czasu, sit centralnych postaci

F(A =",
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dla ktérych energia potencjalna V/(r) wiaze sie z sitg wzorem
- dv(r) r
F(r)=—- -
(7) dr r

Poniewaz sita grawitacyjna jest centralna i stacjonarna,

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 19/42



W dalszym ciagu ograniczymy sie do stacjonarnych, tzn.
niezaleznych jawnie od czasu, sit centralnych postaci

Sity centralne

F ()= f(r).
dla ktérych energia potencjalna V/(r) wiaze sie z sitg wzorem
- dv(r) r
F(r)=—- -
(7) dr r

Poniewaz sita grawitacyjna jest centralna i stacjonarna, to mozemy
rozpatrywac ruch ciata o masie zredukowanej m w polu sity o
energii potencjalnej V/(r), ktérej zrédtem jest drugie ciato.
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Jak pokazalismy, taki ruch bedzie sie odbywat w ptaszczyznie
prostopadtej do orbitalnego momentu pedu.
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L=T-V=>:mr2-V(r)= Em(>'<2+y'2) — V(r).
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Jak pokazalismy, taki ruch bedzie sie odbywat w ptaszczyznie
prostopadtej do orbitalnego momentu pedu.
Funkcja Lagrange'a ma w tym przypadku postac

. 1
L=T-V=>:mr2-V(r)= Em(>'<2+y'2) — V(r).

Ze wzgledu na symetrie obrotowa uzyjemy wspotrzednych
biegunowych

X = rcosy, N X = [rcosy — rpsingp,
y = rsing y = rsinp+ rpcosey.

Wstawiajac wzory na x i y do L otrzymujemy

L= g (7 +r22) = v(n).
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Zauwazmy, ze funkcja Lagrange'a

L:T—V:g<'2+r2gb2)—V(r)

nie zalezy jawnie od czasu.
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Zauwazmy, ze funkcja Lagrange'a

L:T—V:g<f2+r2gb2>—V(r)

nie zalezy jawnie od czasu.
Stad wynika, ze catkowita energia ciata jest zachowana, a wiec

E=T+V= g (r'2 + r2<,b2) + V(r) = const.

Ponadto zauwazmy, ze ¢ jest wspotrzedna cykliczng, tzn. ze
odpowiedni ped jest zachowany:

oL d oL dp oL i
_— = 0 _— = it = O = — = m 2 = t.
dp - dt d¢ dt Py o e oo
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Zauwazmy, ze ped p, jest sktadowa momentu pedu ciata wzgledem
centrum sity, prostopadta do ptaszczyzny, w ktérej odbywa sie ruch.
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Zauwazmy, ze ped p, jest sktadowa momentu pedu ciata wzgledem
centrum sity, prostopadta do ptaszczyzny, w ktérej odbywa sie ruch.
Rzeczywiscie

po = mrip = rmrp = rmv = |F' x pl,

gdzie v = r¢y jest predkoscia liniowa w ruchu obrotowym ciata
wzgledem centrum sity.

Fakt ten znajduje odzwierciedlenie w drugim prawie Keplera, ktére
mowi, ze

w réwnych odstepach czasu promieh wodzacy planety,
poprowadzony od Stonca, zakresla réwne pola.
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Il prawo Keplera

AS=VAt
Fakt ten wyraza réwnanie
AA ;
Ap = const.

Rzeczywiscie, przy At — 0 pole tréjkata zakreslanego przez
promien wynosi

1 1
skad
Py

= —— = const.
2m

— —»’
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Przeksztat¢my wzér na p,.

Py = mr2<,b
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Przeksztat¢my wzér na p,.

de  pp

pe=mrip = §= dt  mr2
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Przeksztat¢my wzér na p,.

_de _p mr?

Wstawiajac wyrazenie ¢ = mrQ do wzoru na energie ciata

E=2(2+2) +v(r)
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Przeksztat¢my wzér na p,.

_de _p mr?

Wstawiajac wyrazenie ¢ = mrQ do wzoru na energie ciata
E=2(2+2) +v(r)

otrzymujemy

Z<f2+ i )zE—V(r)
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Przeksztatémy wzér na p,.

2

d(p Py mr
= = — = dt=—do.
Wstawiajac wyrazenie ¢ = W do wzoru na energie ciata
E= g (P4 rP¢?) + V(r)

otrzymujemy

2 2
mif.o,  Pe |\ _ 2 1 Py
> ( + m2r2) E-V(r) = = = 2m(E — V(r)) — 2
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Przeksztatémy wzér na p,.

dp  p, mr?
= mr? = = dt = — do.
Po = ® v= dt  mr2 Py v
Wstawiajac wyrazenie ¢ = mrQ do wzoru na energie ciata

E=2(2+2) +v(r)

otrzymujemy

2
mi.o P | _ 2 Py
> (r + m2r2) =E-V(r) = FF=— [2m(E— V(r)) — 2

Skad réwniez mozemy wyznaczy¢ dt

Po
T =+ \/2m(E— V(r)) — =1
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Przeksztatémy wzér na p,.

dp  p, mr?
= mr? = = dt = — do.
Po = ® v= dt  mr2 Py v
Wstawiajac wyrazenie ¢ = mrQ do wzoru na energie ciata

E=2(2+2) +v(r)

otrzymujemy

m .5 P?o .2 1 pi’

2<r +m2r2):E—V(r) = r :mz[Zm(E—V(r))—ﬂ].

Skad réwniez mozemy wyznaczy¢ dt

dr 1 p> mdr
=+—\/2m(E — V(r)) — =% dt =+

I m\/ m( N)-—%5 =

V2m(E— V() - %
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Otrzymaliémy dwa wzory na dt:

mr2

dt=——d
Py 4
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Otrzymaliémy dwa wzory na dt:

mr? mdr

dt=—dp i dt==+ .
Pe V2m(E —v(r)) - B

r
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Otrzymaliémy dwa wzory na dt:

mr? mdr

dt=—dp i dt==+ .
Pe V2m(E —v(r)) - B

r

Poréwnajmy oba wzory

mr? mdr

—dp =4+ .
Py V2m(E — v(r)) - 2
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Otrzymaliémy dwa wzory na dt:

2
d
dt=""4dp i dt mer

=4 .
Pe V2m(E —v(r)) - B

r

Poréwnajmy oba wzory

m—rzdgo:i mdr

Pe V2m(E — v(r)) - 2
Stad mozemy wyznaczy¢ dp

dr
2y/2m(E - V(r)) - %

de = £p,
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Catkujac obustronnie réownanie

dr
r2y/2m (E — V() - %

de = £p,
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Catkujac obustronnie réownanie

dr
r2y/2m (E — V() - %

de = £p,

dostaniemy

¢ = j:/ Pe dr
r2\/2m (E — V(r)) - %
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Catkujac obustronnie réownanie

dr
r2y/2m (E — V() - %

de = £p,

dostaniemy

= j:/ Pe dr
r2\/2m (E — V(r)) - %

gdzie celowo nie wytaczylismy statego czynnika p, przed catke.
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Catkujac obustronnie réownanie

dr
r2y/2m (E — V() - %

de = £p,

dostaniemy

= j:/ Pe dr
r2\/2m (E — V(r)) - %

gdzie celowo nie wytaczylismy statego czynnika p, przed catke.

Zeby wykona¢ catkowanie musimy wstawi¢ jawna postaé funkgji
V(r).
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Od czaséw Newtona wiemy, ze energia potencjalna oddziatywania
dwdch ciat o masach my i my wynosi

V(r)= -G mlrmz,
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V(r)= -6 T2,

ale Johannes Kepler (1571-1630), ktéry sformutowat prawa ruchu
planet, nie znat prawa powszechnego cigzenia Newtona.
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Od czaséw Newtona wiemy, ze energia potencjalna oddziatywania
dwdch ciat o masach my i my wynosi

mymy

V(r)=-G ,

r

ale Johannes Kepler (1571-1630), ktéry sformutowat prawa ruchu
planet, nie znat prawa powszechnego cigzenia Newtona.
Dlatego przyjat

V(r)= —g, gdzie « = const. > 0.

Wstawiajac potencjat Keplera do naszej catki otrzymamy

WZi/ Pe dr
2 pZ
rﬂ/QmE—l—%——‘P

r2
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Wciagnijmy stafa p, pod pierwiastek

/ 2mE 2ma 1

pr 2
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Wciagnijmy stafa p, pod pierwiastek

/ 2mE 2ma 1

par r2

i podstawmy
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Wciagnijmy stafa p, pod pierwiastek

/ 2mE 2ma 1

par r2

i podstawmy

wtedy dostaniemy

du

P P2

o =%/
\/2'"E+2”§au—u2
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Sprowadzmy tréjmian kwadratowy pod pierwiastkiem do postaci
kanonicznej

(p —=

2mE 2 ma 2
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Sprowadzmy tréjmian kwadratowy pod pierwiastkiem do postaci
kanonicznej
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Sprowadzmy tréjmian kwadratowy pod pierwiastkiem do postaci
kanonicznej

du

2mE m%ﬂ —-(U ma>2

(p —=

2mE 2ma

u—u2

__;g
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Sprowadzmy tréjmian kwadratowy pod pierwiastkiem do postaci
kanonicznej

du
L :F/ 2mE - :F/ 2,2 2
m 2’7701 — 2 2mE m2a? _ ma
\/ “ \/pi T 5 (u pi)
_ / du
= F 2mEp2 +m2a2 ( M)Z
—(u— i
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Sprowadzmy tréjmian kwadratowy pod pierwiastkiem do postaci
kanonicznej

du
L :F/ 2mE 2 - :F/ 2,2 2
m 2’7701 — 2mE m?a® _ ma
\/ “ \/ P2 T 5 (u pi)

/ du

2mEp2 —|—m2cy2 ma\ 2

e (o )
<p / du
+ 5
\/ 2mEp‘% + m2a2 1 pszo mo
o 2mEp,\%+m20z2 (U a g)
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Podstawmy

X = u— 5
\/2mEp2 + m?a? Py
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Podstawmy
2 2
X = P (u — r772a> = dx= Pe du
\/2mEp2 + m?a? Py \/2mEpZ + m2a?
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Podstawmy
2 2
X = P (u — r772a> = dx= Pe du
\/2mEp2 + m?a? Py \/2mEpZ + m2a?

wdwczas nasza catka przyjmuje prosta postaé

s
v VI—x2
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Podstawmy
2 2
X = P (u — m?) = dx= Pe du
\/2mEp2 + m?a? Py \/2mEpZ + m2a?

wdwczas nasza catka przyjmuje prosta postaé

= f+arccosx + g ,

jF/dX
I V1 —x2
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Podstawmy
2 2
X = P (u — m?) = dx= Pe du
\/2mEp2 + m?a? Py \/2mEpZ + m2a?

wdwczas nasza catka przyjmuje prosta postaé
F / dx + arccos x +
= —— = r X 0
¥ T2 ¥

gdzie stata dowolna oznaczyliSmy ¢g.
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Podstawmy
2 2
X = P (u — m;z) = dx= Pe du
\/2mEp2 + m?a? Py \/2mEpZ + m2a?

wdwczas nasza catka przyjmuje prosta postaé

= f+arccosx + g ,

B :F/ dx
4 V1 — x2
gdzie stata dowolna oznaczyliSmy ¢g.
Przepiszmy to réwnanie w formie

+arccosx = ¢ — g
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Podstawmy
2 2
X = P (u — m;z) = dx= Pe du
\/2mEp2 + m?a? Py \/2mEpZ + m2a?

wdwczas nasza catka przyjmuje prosta postaé

= f+arccosx + g ,

B :F/ dx
4 V1 — x2
gdzie stata dowolna oznaczyliSmy ¢g.
Przepiszmy to réwnanie w formie

+arccosx = ¢ — g

i obliczmy obustronnie cosinus,
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woéwczas dostaniemy

cos (£ arccosx) = x = cos (¢ — ¢o) ,
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wéwczas dostaniemy

cos (£ arccosx) = x = cos (¢ — ¢o) ,

gdzie skorzystaliémy z parzystosci funkcji cosinus.
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wéwczas dostaniemy

cos (£ arccosx) = x = cos (¢ — ¢o) ,

gdzie skorzystaliémy z parzystosci funkcji cosinus.
Wstawmy

2
‘= ; ( _ mg) _
\/2mEp2 + m2a? P2
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wéwczas dostaniemy

cos (£ arccosx) = x = cos (¢ — ¢o) ,

gdzie skorzystaliémy z parzystosci funkcji cosinus.
Wstawmy

,/2mEp§, + m2a2 P?p ,/2mEp3, + m2a2 \r Pg2o 7
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wéwczas dostaniemy

cos (£ arccosx) = x = cos (¢ — ¢o) ,

gdzie skorzystaliémy z parzystosci funkcji cosinus.
Wstawmy

pi ( ma) 2 (1 ma)
X = u—— | = — |,
\/2mEp2 + m2a? P; \/2mEpZ + m2a2 \ ' P;

woéwczas otrzymamy réwnanie

2
p 1 ma
() et

\/2mEpZ + m2a? \ ' P2
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z ktorego najpierw wyznaczymy %
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z ktorego najpierw wyznaczymy %

1 \/2mEpZ + m2a? ma

- = cos (¢ — o) + —5-
f P ot g
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z ktorego najpierw wyznaczymy %

1 \/2mEpZ + m2a? ma

cos (¢ — o) + —5
f P ot g
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z ktorego najpierw wyznaczymy %

1 \/2mEpZ + m2a? ma

- = cos (¢ — o) + —
f P ot
mao 2mEp?
= — (1 14— "% —
pé ( + + m2a2 cos (90 300)) )
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z ktorego najpierw wyznaczymy %

1 \/2mEpZ + m2a? m

cos (p — ¢o) + —
0
r P2

P;

mao 2mEp?
= p(%(l—’_ 1+WCOS(SO—SOO) 5
a nastepnie, odwracajac, obliczymy r

2
Peo
mo

2Ep2 '
1+/1+ 222 cos (¢ — ¢o)

r
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WprowadZzmy nastepujace oznaczenia
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WprowadZzmy nastepujace oznaczenia

2Ep?

ma?

Ps

— = const.
mao

p =const, e=/1+

i wybierzmy dla prostoty g = 0,
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WprowadZzmy nastepujace oznaczenia

2 2Ep?
p= Pe =const, e=/1+ 7p§ = const.
ma ma

i wybierzmy dla prostoty g = 0, wdwczas otrzymamy wzér na
odlegto$¢ r ciata od centrum sity w zaleznosci od kata
biegunowego ¢
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i wybierzmy dla prostoty g = 0, wdwczas otrzymamy wzér na
odlegto$¢ r ciata od centrum sity w zaleznosci od kata
biegunowego ¢

()= —L—
1+ ecosyp

Jest to réwnanie krzywej stozkowe]j zapisane we wspotrzednych
biegunowych.
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WprowadZzmy nastepujace oznaczenia

2Ep?

ma?

Ps

— = const.
mao

p =const, e=/1+
i wybierzmy dla prostoty g = 0, wdwczas otrzymamy wzér na
odlegto$¢ r ciata od centrum sity w zaleznosci od kata
biegunowego ¢

()= —L—
1+ ecosyp

Jest to réwnanie krzywej stozkowe]j zapisane we wspotrzednych
biegunowych. Jedno z ognisk krzywej lezy w poczatku uktadu, a
mimosréd jest réwny e.
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Warto$¢ mimosrodu determinuje rodzaj krzywej.
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Warto$¢ mimosrodu determinuje rodzaj krzywej.
Rozwazmy mozliwe przypadki.
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Warto$¢ mimosrodu determinuje rodzaj krzywej.
Rozwazmy mozliwe przypadki.

=0 = r(p)=p=const.
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Warto$¢ mimosrodu determinuje rodzaj krzywej.
Rozwazmy mozliwe przypadki.

=0 = r(p)=p=-const. = okrag

2Ep?
e=y/1+ 22 =0
mao
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Warto$¢ mimosrodu determinuje rodzaj krzywej.
Rozwazmy mozliwe przypadki.

=0 = r(p)=p=-const. = okrag

2Ep2 2Ep?
e=yl+ 22— & Pe_
mo mo
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Warto$¢ mimosrodu determinuje rodzaj krzywej.
Rozwazmy mozliwe przypadki.

=0 = r(p)=p=-const. = okrag

2Ep? 2Ep? 2
e=f1+ =20 & “Pe_1 & E=-T%
mao mao 2p¢,
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2Ep? 2Ep? 2
e=f1+ =20 & “Pe_1 & E=-T%
mao mao 2pg

Taka sytuacja jest oczywiscie bardzo mato prawdopodobna.
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Warto$¢ mimosrodu determinuje rodzaj krzywej.
Rozwazmy mozliwe przypadki.

=0 = r(p)=p=-const. = okrag

2Ep? 2Ep? 2
e=f1+ =20 & “Pe_1 & E=-T%
mao mao 2pg

Taka sytuacja jest oczywiscie bardzo mato prawdopodobna.

e 0<e<l = celipsa
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Warto$¢ mimosrodu determinuje rodzaj krzywej.
Rozwazmy mozliwe przypadki.

=0 = r(p)=p=-const. = okrag

2Ep? 2Ep? 2
e=f1+ =20 & “Pe_1 & E=-T%
mao mao 2pg

Taka sytuacja jest oczywiscie bardzo mato prawdopodobna.
e 0<e<l = celipsa

2Ep?
ma?

0<\/1+ <1
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Warto$¢ mimosrodu determinuje rodzaj krzywej.
Rozwazmy mozliwe przypadki.

=0 = r(p)=p=-const. = okrag
2Ep3) ma?

2Ep?
ma2:0 & ma2:—1 & E:—sz.
©

e=14/1+

Taka sytuacja jest oczywiscie bardzo mato prawdopodobna.
e 0<e<l = celipsa

2Ep2 2Ep?
0< /142 c1 e —1< 22 <
mao mo
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Warto$¢ mimosrodu determinuje rodzaj krzywej.
Rozwazmy mozliwe przypadki.

=0 = r(p)=p=-const. = okrag
2Ep3) ma?

2Ep?
ma2:0 & ma2:—1 & E:—sz.
©

e=14/1+

Taka sytuacja jest oczywiscie bardzo mato prawdopodobna.
e 0<e<l = celipsa

2Ep?2 2Ep? 2
o<1+t e 1< 0w - cFco.
mao mao 2p;,
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e c=1
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ec=1 =
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@ c=1 = parabola
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@ c=1 = parabola

| 2Ep2
1+ p;P:l
mo
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@ c=1 = parabola

2Ep?2

£=1 & E=0
mo

1+
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e c=1 = parabola
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£=1 & E=0
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1+

Taka sytuacja réwniez jest bardzo mato prawdopodobna.
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e c=1 = parabola

2Ep?2

£=1 & E=0
mo

1+

Taka sytuacja réwniez jest bardzo mato prawdopodobna.
ec>1
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e c=1 = parabola
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Taka sytuacja réwniez jest bardzo mato prawdopodobna.
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2Ep?
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Orbita ciata poruszajacego sie w potencjale Keplera bedzie
najprawdopodobniej
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Orbita ciata poruszajacego sie w potencjale Keplera bedzie
najprawdopodobniej elipsa — orbita zamknieta,
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@ c=1 = parabola

2Ep?2

£=1 & E=0
mo

1+

Taka sytuacja réwniez jest bardzo mato prawdopodobna.
@ c>1 = hiperbola

2Ep?
1+ p§>1 = E>O0.
mo

Orbita ciata poruszajacego sie w potencjale Keplera bedzie
najprawdopodobniej elipsa — orbita zamknieta, albo hiperbola —
orbita otwarta.
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Rozwazmy orbite planety w Uktadzie Stonecznym, ktéra jest elipsa,
zgodnie z | prawem Keplera.

Elipsa to zbiér punktéw, ktérych suma odlegtosci od dwdch
wybranych punktéw F1 i Fp, zwanych ogniskami, jest stata. To
znaczy, ze dla dowolnego punktu P(x,y) nalezacego do elipsy
zachodzi

F1P + F, P = const.
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Rozwazmy orbite planety w Uktadzie Stonecznym, ktéra jest elipsa,
zgodnie z | prawem Keplera.

Elipsa to zbiér punktéw, ktérych suma odlegtosci od dwdch
wybranych punktéw F1 i Fp, zwanych ogniskami, jest stata. To
znaczy, ze dla dowolnego punktu P(x,y) nalezacego do elipsy
zachodzi

F1P + F, P = const.
Wybierzmy pétosie elipsy tak, aby miaty dtugosci a i b, przy czym

a > b, a punkty Fy i Fp umies¢my na osi Ox uktadu
kartezjanskiego.
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W uktadzie, ktérego o$ Oy zaznaczono linig przerywana, punkty te
sg symetryczne wzgledem poczatku O, tzn. maja wspotrzedne
Fi(d,0) i F2(—d,0). Wtedy oczywiscie zachodzi

FiP+FRP=a—d+a+d=2a.

Zadanie. Pokazaé, ze w tym
uktadzie réwnanie elipsy ma po-
() stac

+
q, X a
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Natomiast réwnanie

p

= gdzie 0<e <1,
1+ ecosy

r(®)
okresla elipse, ktérej jedno z ognisk F1 lezy w poczatku uktadu
biegunowego. W Ukfadzie Stonecznym w ognisku tym znajduje sie
Stonce. Punkt orbity planety znajdujacy sie najblizej F; to
peryhelium, a punkt najdalszy, znajdujacy sie na drugim koncu
dtuzszej osi, to aphelium.

bT W uktadzie kartezjanskim, kté-

rego o$ Oy zaznaczono linig
ciagta, réwnanie elipsy ma po-
() staé

& ¢ 2 2
(x+d) y
/ Tttt
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Zauwazmy, ze pomiedzy réwnaniami

P (x+d)?* vy
= -5 — 1
() 1+ecosp’ a2 * b2
zachodza nastepujace zwigzki
o
: T _ P
q E a Plz,y) a d—r(O)—1+€,
: () d= =_PF
—a o d |n e 2t r(m) 1—¢’
E / b? + d? = 2%
=D
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Dodajmy stronami réwnania

p
—d=
? 1+¢’
p
d=
a-+ 1
i podzielmy obustronnie przez 2, wtedy otrzymamy
a = L
1—¢2
Z kolei z pierwszego réwnania wynika, ze
p p 1 p 1—1+4¢ pe
d = a— = — 1 = = y
1+e 1+e\l-c¢ l1+e 1-¢ 1—¢g2

a wiec d = ac. Natomiast réwnanie b®> + d? = a° daje

p p

P (1-¢%) = b=-—_.
a-2pt—9) i

B =a%—d?>=a%(1-¢%) =



Mozemy teraz tatwo udowodnic¢ Il prawo Keplera:
Stosunek kwadratu okresu obiegu planety wokét Stonca do
szeScianu wielkiej potosi jej orbity jest staty dla wszystkich planet
w Uktadzie Stonecznym. Co wyraza sie réwnaniem

T2

—- = const.
33
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Mozemy teraz tatwo udowodnic¢ Il prawo Keplera:

Stosunek kwadratu okresu obiegu planety wokét Stonca do
szeScianu wielkiej potosi jej orbity jest staty dla wszystkich planet
w Uktadzie Stonecznym. Co wyraza sie réwnaniem

T2

= = const.
a

Rzeczywiscie okres obiegu planety wokét Storca wynosi

A mab  2mabm
T pr— d7 pr— W p— .
dt 2m Py

PodnieSmy obustronnie do kwadratu

2
T2 _ 2mabm _ 47r22rn2 2p2.
ng pgp
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Uwzgledniajac znalezione wczesniej zwigzki

p 2 2 2
a= b*=a"(l—¢
1—¢2’ ( )
oraz
2
_ P 2 _
p= 5m = Py, = pma
otrzymamy
A’ m? A7’ m? Ar’m? a* A7°m
T? = 7T2 22 = at(1—¢2) = T 5 = T3
PS pma ma 15 «

Skad, uwzgledniajac, ze « = Gmsmp oraz m = mp otrzymamy

T? _471'2m N 4’ mp B 472

EX Y Gmsmp  Gms

= counst.,

gdzie stata po prawej stronie rébwnania jest w przyblizeniu taka
sama dla wszystkich planet Uktadu Stonecznego.
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