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Najwiekszym problem przy badaniu uktadéw mechanicznych nie
jest napisanie réwnan ruchu, ale ich scatkowanie.
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Najwiekszym problem przy badaniu uktadéw mechanicznych nie
jest napisanie réwnan ruchu, ale ich scatkowanie.

Wielko$ci zachowane wystepujace w danym uktadzie pozwalaja

ograniczy¢ liczbe niezbednych catkowan i dostarczaja istotnych

informacji na temat samego uktadu.

Np. prawo zachowania energii méwi nam, jaka bedzie predkos¢é

wahadta przy przejsciu przez najnizszy punkt.

Postaramy sie znalez¢ wzajemny zwigzek pomiedzy wielkosciami
zachowanymi a symetriami uktadu fizycznego.
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Zaczniemy od definicji pedu uogélnionego sprzezonego do
wspétrzednej g;
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Przyktad 1: Znajdzmy ped uogdlniony sprzezony do wspdtrzednej
kartezjanskiej x; swobodnego punktu materialnego poruszajacego
sie w przestrzeni tréjwymiarowej.
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Zaczniemy od definicji pedu uogdlnionego sprzezonego do
wspétrzednej g;
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Przyktad 1: Znajdzmy ped uogdlniony sprzezony do wspdtrzednej
kartezjanskiej x; swobodnego punktu materialnego poruszajacego
sie w przestrzeni tréjwymiarowej.
Funkcja Lagrange'a ma postaé

1 5, 1

L=5mv zim(x12+x§+x32) -

1 .
—MmX;X;.

2

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 3/29



Ped uogdélniony sprzezony do Xx;

oL 1 e . S
pj:a—%:§m2x,-a—)_<;:mx,-5,j: mx;, j=1,2,3,
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Ped uogdélniony sprzezony do Xx;

oL 1 . OX; . . .
pj:a—)_(jzam2x,-a—)_<;:mx,-5,j: mx;, j=1,2,3,

jest j-tg sktadowa zwyktego pedu p = mv.
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Ped uogdélniony sprzezony do Xx;

oL 1 e . : .
pj :a—)_(j = §m2x,- B—XJ' = mx;d; = mxj, j=12,3,
jest j-tg sktadowa zwyktego pedu p = mv.
Przyktfad 2: ZnajdZmy ped uogdlniony sprzezony do kata
wychylenia ¢ wahadta matematycznego.
y

T
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Ped uogdélniony sprzezony do Xx;

oL 1 e . : .
pj :a—)_(j = §m2x,- B—XJ' = mx;d; = mxj, j=12,3,
jest j-tg sktadowa zwyktego pedu p = mv.
Przyktfad 2: ZnajdZmy ped uogdlniony sprzezony do kata
wychylenia ¢ wahadta matematycznego.
y

Funkcja Lagrange'a ma postac

A, L=T-V = %m(kz—i-yz)—mgh.
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pj :a—)_(j = §m2x,- B—XJ' = mx;d; = mxj, j=12,3,
jest j-tg sktadowa zwyktego pedu p = mv.
Przyktfad 2: ZnajdZmy ped uogdlniony sprzezony do kata
wychylenia ¢ wahadta matematycznego.
y

Funkcja Lagrange'a ma postac

2 1

o ot (2 2
] L=T-V = Sm(+)?) - mgh
{x:lsingo {XZ/SZJCOS‘P
= . .
LEom=s m y = —lcosp y =lpsing
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Przepiszmy funkcje Lagrange'a uwzgledniajac podane réwnania
transformacyjne i wstawiajagc h =/ — [ cos ¢

L = %m(x%ry'?) — mgh

1
= 5m (/2¢2 cos? o + 1%p? sin? <p) —mg (I —Icosp).
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Przepiszmy funkcje Lagrange'a uwzgledniajac podane réwnania
transformacyjne i wstawiajagc h =/ — [ cos ¢

L = %m(x%ry'?) — mgh

1
= 5m (/2¢2 cos? o + 1%p? sin? <p) —mg (I —Icosp).
Staty wyraz mgl w funkcji Lagrange’a jest nieistotny, gdyz zaréwno
definicja pedu jaki i rébwnania ruchu zawieraja tylko pochodne L,

dlatego mozemy go pomina¢ i po skorzystaniu z jedynki
trygonometrycznej rozpatrywac funkcje Lagrange'a postaci

1
L= Em/24p2 + mgl cos .
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Obliczmy ped uogdlniony sprzezony do ¢

P, = ot = 9 <1m12gb2 + mglcos<p>
v 0p  Op \2

1
= 5m/22¢ =1-mlp=1-my,,
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Obliczmy ped uogdlniony sprzezony do ¢

P, = oL = 9 <1m/2gb2 + mglcos<p>
v 0p  Op \2

1
= ?m%¢:/qm¢:/'mw,
gdzie w ostatniej réwnosci uwgledniliSmy zwigzek pomiedzy

predkoscia katowa ¢ i predkoscia liniowa w kierunku kata ¢,
Vo = lp.
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Obliczmy ped uogdlniony sprzezony do ¢

= —aL——a <1ml2'2+m | cos >
1
= EmI22gb:I-mlgb: I mv,,

gdzie w ostatniej réwnosci uwgledniliSmy zwigzek pomiedzy
predkoscia katowa ¢ i predkoscia liniowa w kierunku kata ¢,

Vo = lp.

Widzimy, ze ped uogdlniony sprzezony do kata ¢ jest momentem
pedu wahadta wzgledem punktu zawieszenia nici.
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Obliczmy ped uogdlniony sprzezony do ¢

= —aL——a <1ml2'2+m | cos >
1
= EmI22gb:I-mlgb: I mv,,

gdzie w ostatniej réwnosci uwgledniliSmy zwigzek pomiedzy
predkoscia katowa ¢ i predkoscia liniowa w kierunku kata ¢,

Vo = lp.

Widzimy, ze ped uogdlniony sprzezony do kata ¢ jest momentem
pedu wahadta wzgledem punktu zawieszenia nici.

Nadal jest on jednak wielkoscia czysto mechaniczna.
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Inaczej bedzie w przypadku, gdy fukcja Larange'a L zawiera
potencjat uogdlniony zalezny od predkosci, co ilustruje kolejny
przyktad.
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Przyktfad 3: ZnajdZzmy ped uogdlniony sprzezony do kartezjanskiej
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potencjat uogdlniony zalezny od predkosci, co ilustruje kolejny
przyktad.

Przyktfad 3: ZnajdZzmy ped uogdlniony sprzezony do kartezjanskiej
wspotrzednej x; wektora potozenia czastki o masie m i tadunku
elektrycznym g znajdujacej sie w polu elektromagnetycznym o
potencjale skalarnym (7, t) i potencjale wektorowym ﬁ(F, t).

Jak pokazalismy wczesniej (Wyktad 4) potencjat uogdlniony ma w
tym przypadku postaé

V(77,0 =q (o (R t) - A(F 1) 7).
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Funkcja Lagrange'a ma postac

1
L= T—VZEm)'(,')'(,'—q((p—A,')'(,').
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Funkcja Lagrange'a ma postac
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L= T—VZEm)'(,')'(,'—q((p—A,')'(,').

Obliczmy ped uogélniony sprzezony do x;, j = 1,2, 3,
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Funkcja Lagrange'a ma postac

1
L= T—VZEm)'(,')'(,'—q((p—A,')'(,').

Obliczmy ped uogélniony sprzezony do x;, j = 1,2, 3,

oL 1 . Ox; Ox; . .
pj = 87){, = Em 2 X,'af)_{; + gA; 87){: = mX,'(s,'j + in(5U = mx; + qA;,

co mozemy zapisa¢ wektorowo
p=mvV+qgA.

Oprécz czeSci mechanicznej, mamy tu sktadowa zwigzang z
potencjatem wektorowym pola elektromagnetycznego.
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Jedli funkcja Lagrange’a zalezy tylko od predkosci g;, a nie zalezy
od odpowiedniej wspotrzednej uogélnionej g;, to taka wspotrzedna
nazywamy wspoétrzedna cykliczna.
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Jedli funkcja Lagrange’a zalezy tylko od predkosci g;, a nie zalezy
od odpowiedniej wspotrzednej uogélnionej g;, to taka wspotrzedna
nazywamy wspétrzedna cykliczng.

Dla wspétrzednej cyklicznej z definicji zachodzi

oL
—— =0,
8qj
a po skorzystaniu z odpowiedniego réwnania Lagrange'a Il rodzaju
otrzymamy
d oL 0L dp;
e 9% _g o Pi_g - pj = const.
dt 8qj 8qj dt
—~ =~
Pj 0
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Widzimy, ze ped uogdlniony sprzezony do wspdtrzednej cyklicznej
jest zachowany.
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Postarajmy sie powigzaé ten fakt z pewna symetrig uktadu
fizycznego opisywanego funkcja Lagrange'a L.
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Widzimy, ze ped uogdlniony sprzezony do wspdtrzednej cyklicznej
jest zachowany.

Postarajmy sie powigzaé ten fakt z pewna symetrig uktadu
fizycznego opisywanego funkcja Lagrange'a L.

Jedli funkcja Lagrange’a nie zalezy od wspétrzednej uogélnionej g;,
to mozemy dokona¢ dowolnego przesuniecia (translacji) tej
wspotrzednej o staty wielkos¢ a;

g —q=q+a = 4§=4d

i funkcja Lagrange'a po transformacji bedzie miata doktadnie taka
sama posta¢, jak przed transformacja.

Méwimy, ze uktad ma symetrie translacyjng ze wzgledu na
wspbtrzedna g;.
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Widzimy, ze prawo zachowania pedu w pewnym kierunku mozemy
dos¢ prosto powigzaé z symetrig uktadu fizycznego ze wzgledu na
translacje w tym samym kierunku.
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Widzimy, ze prawo zachowania pedu w pewnym kierunku mozemy
dos¢ prosto powigzaé z symetrig uktadu fizycznego ze wzgledu na
translacje w tym samym kierunku.

Podobnie, niezmienniczo$¢ obrotowa uktadu fizycznego wzgledem
pewnej osi symetrii, ktéra wigze sie z niezmienniczoscia wzgledem
przesunie¢ kata obrotu, prowadzi do zachowania odpowiednie;
sktadowej momentu pedu.

llustruje to nastepujacy, rozpatrywany juz wczesniej, przyktad.
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Przyktad 4: Punkt materialny o masie m porusza sie po
wewnetrznej powierzchni stozka o kacie pétrozwartosci a.
Z4
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Przyktad 4: Punkt materialny o masie m porusza sie po
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Funkcja Lagrange’a we wspolrzed-
nych cylindrycznych ma postaé

1
Y L= 5m {(1 +ctga) % + r2¢32} — mgrctga
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Przyktad 4: Punkt materialny o masie m porusza sie po
wewnetrznej powierzchni stozka o kacie pétrozwartosci a.
Z4

Funkcja Lagrange’a we wspolrzed-
nych cylindrycznych ma postaé

1
Y L= 5m {(1 +ctga) % + r2¢32} — mgrctga

Widzimy, ze ¢ jest wspdtrzedna cykliczng. W takim razie

Pp= 5= = mr?p = const, ale pp=r-mrp = L, = const.
~~

Ve
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Dzieki odpowiedniemu wyborowi uktadu wspétrzednych,
niezmienniczo$¢ obrotowa rozpatrywanego uktadu fizycznego
wzgledem osi Oz zostata sprowadzona do niezmienniczosci ze

wzgledu na przesuniecia kata ¢,
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Dzieki odpowiedniemu wyborowi uktadu wspétrzednych,
niezmienniczo$¢ obrotowa rozpatrywanego uktadu fizycznego
wzgledem osi Oz zostata sprowadzona do niezmienniczosci ze
wzgledu na przesuniecia kata ¢, a réwnanie Lagrange'a

ktére jest rownaniem rézniczkowym drugiego rzedu, zostato
sprowadzone do réwnania rézniczkowego pierwszego rzedu

2. : Py
= mr & p=—1.
Py % =3
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Dzieki odpowiedniemu wyborowi uktadu wspétrzednych,
niezmienniczo$¢ obrotowa rozpatrywanego uktadu fizycznego
wzgledem osi Oz zostata sprowadzona do niezmienniczosci ze
wzgledu na przesuniecia kata ¢, a réwnanie Lagrange'a

ktére jest rownaniem rézniczkowym drugiego rzedu, zostato
sprowadzone do réwnania rézniczkowego pierwszego rzedu

2. : Py
= mr & p=—1.
Py % =3

Tym samym liczba catkowan niezbednych do rozwigzania réwnania
ruchu zostata zredukowana o jeden.
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Zwigzek pomiedzy prawami zachowania a symetriami uktadu
fizycznego ma charakter uniwersalny, czego dowiodta Emmy
Noether (1882-1935).
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Zwigzek pomiedzy prawami zachowania a symetriami uktadu
fizycznego ma charakter uniwersalny, czego dowiodta Emmy
Noether (1882-1935).

Zanim sformutujemy twierdzenie Noether przeanalizujmy sytuacje,
ktérej ono dotyczy.
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qf_)q/{:q;(qlvq27"°aqn7t7a)7 I = 1727"'7,77
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Zwigzek pomiedzy prawami zachowania a symetriami uktadu
fizycznego ma charakter uniwersalny, czego dowiodta Emmy
Noether (1882-1935).

Zanim sformutujemy twierdzenie Noether przeanalizujmy sytuacje,
ktérej ono dotyczy.

Rozwazmy transformacje wspotrzednych uktadu o n stopniach
swobody

qf_)q/{:q;(qlvq27"'aqn7t7a)7 = 1727"'7,77

ktéra jest rézniczkowalna w sposéb ciggty wzgledem ciggtego
parametru « i odwracalna

q;—>qI:ql (qQ_?qé’"'?q;?? t7a)7 I':]'727"'7n'
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Ponadto, dla wygody zaktadamy, ze

q: (q17q27 -+5 Qqn, ta O[) ‘ = qi, = 1727 PR
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Ponadto, dla wygody zaktadamy, ze

q: (q17q27 -+5 Qqn, ta O[) ‘ = qi, = 172a PR

co oznacza, ze rozpatrywana transformacja ewoluuje w sposob
ciggty wraz z parametrem « od transformacji identycznosciowej,
ktora odpowiada o = 0.
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Ponadto, dla wygody zaktadamy, ze

q: (q17q27 -+5 Qqn, ta O[) ‘ = qi, = 172a PR

co oznacza, ze rozpatrywana transformacja ewoluuje w sposob

ciggty wraz z parametrem « od transformacji identycznosciowej,
ktora odpowiada o = 0.

Przyktadem takiej transformacji jest

@ translacja punktu materialnego o staty wektor &

—

r—Ff=rf+ad = r=r—aa
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Ponadto, dla wygody zaktadamy, ze

q: (q17q27 -+5 Qqn, ta O[) ‘ = qi, = 172a PR

co oznacza, ze rozpatrywana transformacja ewoluuje w sposob

ciggty wraz z parametrem « od transformacji identycznosciowej,
ktora odpowiada o = 0.

Przyktadem takiej transformacji jest

@ translacja punktu materialnego o staty wektor &

—

r—Ff=rf+ad = r=r—aa

przy czym

~
I
!
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@ obrét punktu o kat o wzgledem osi Oz uktadu kartezjanskiego:

Y

y' = rsin(f + a)

--------- x = rcos 3
y =rsin(

{ x" = rcos(f + «)

S M
8
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@ obrét punktu o kat o wzgledem osi Oz uktadu kartezjanskiego:

Y

/

yr----

y' = rsin(8 + )
_________ { X = rcos 3

{ x" = rcos(f + «)

y =rsin(

T xT

x'=rcosfcosa — rsinf@sina = xcosa — ysina
y' =rsinfcosa+ rcosfBsina = xsina + ycosa
Z'=z
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Obrét odwrotny otrzymamy podstawiajac a — —«
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Obrét odwrotny otrzymamy podstawiajac a — —«

x =x'cosa+ y'sina
y=—x"sina+y cosa

z=27

x' = xcosa — ysina
y' =xsina+ycosa =
Z=z
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Obrét odwrotny otrzymamy podstawiajac a — —«

x =x'cosa+ y'sina
y=—x"sina+y cosa
z=7

x' = xcosa — ysina
y' =xsina+ycosa =
Z=z

a dla a = 0 otrzymamy transformacje identycznosciowa.
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Obrét odwrotny otrzymamy podstawiajac a — —«

x' = xcosa — ysina x =x'cosa+ y'sina
y' =xsina+ycosa = y =—x'sina+y'cosa
Z=z z=7

a dla a = 0 otrzymamy transformacje identycznosciowa.
Zapiszmy powyzsze réwnania w formie macierzowe;j:

X cosa —sina 0 X
y' = sina cosa 0 y & 7 =AF
z 0 0 1 z
X cosae sina O x'

H / = T o
y = —sina cosa 0 y & r=A'r,
z 0 0 1 Fd

gdzie AT oznacza macierz transponowana do macierzy A.
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Funkcja Lagrange'a w nowych wspétrzednych ma postaé

L(g.,q.t)=L(q(d . t,a),q(qd t,0), t) =L"(qd,¢,t,0).
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Funkcja Lagrange'a w nowych wspétrzednych ma postaé
L(g.,q.t)=L(q(d . t,a),q(qd t,0), t) =L"(qd,¢,t,0).
Obliczmy pochodna

o I~ (0L 0q; 0L 0¢i\  ~[d [OL\ dq;i = OL d@q,}
50‘_,-2—:1<f9qf 8a+8c‘n8a>_,§_:l{m(am) 9a T 9g dtda )’
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Funkcja Lagrange'a w nowych wspétrzednych ma postaé
L(g.,q.t)=L(q(d . t,a),q(qd t,0), t) =L"(qd,¢,t,0).
Obliczmy pochodna
or u oL 8(],’ oL c)q, i d oL 5(:[,' oL d E)q,-
5 =2 (g 5+ og 90) =2 Lar (g) e * 5 e e

i=1

gdzie skorzystaliSmy z réwnan Lagrange’a |l rodzaju i zamieniliSmy
kolejnos¢ rézniczkowania

oL_d(oly  oa_dog

dq; dt \9g;)’ da  dt da’
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Funkcja Lagrange'a w nowych wspétrzednych ma postaé
L(g.,q.t)=L(q(d . t,a),q(qd t,0), t) =L"(qd,¢,t,0).

Obliczmy pochodna

or u oL 8(],’ oL c)q, i d oL 8(:[,' oL d 6)q,-

5 =2 (g 5+ og 90) =2 Lar (g) e * 5 e e

i=1

gdzie skorzystaliSmy z réwnan Lagrange’a |l rodzaju i zamieniliSmy
kolejnosé rézniczkowania

oL_d(oly  oa_dog

dq; dt \9g;)’ da  dt da’

Wyrazenie pod sumga po prawej stronie wzoru na %—g jest pochodna
iloczynu

o - (Low) _d (§- 0Loa
aa_l.zl dt \9¢; 0o ) dt — 0¢; O '
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Uktad fizyczny ma symetrie ze wzgledu na rozpatrywana
transformacje, jesli nowa funkcja Lagrange'a L' (q', ¢/, t, a) jest
réwna wyjsciowej funkcji L(q, g, t) wyrazonej przez nowe
wspotrzedne

L(q7 q.7 t) = LI (q/7 C.Ila t7 CM) =1L (q/7 q/a t) .
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Uktad fizyczny ma symetrie ze wzgledu na rozpatrywana
transformacje, jesli nowa funkcja Lagrange'a L' (q', ¢/, t, a) jest
réwna wyjsciowej funkcji L(q, g, t) wyrazonej przez nowe
wspotrzedne

L(q7 q.7 t) = LI (q/7 C.Ila t7 a) =1L (q/7 q/a t) .

Biorac pod uwage niezmienniczo$¢ cechowania réwnan Lagrange'a
Il rodzaju, warunek symetrii bedzie réwniez spetniony jesli po
prawej stronie tej réwnosci dodamy zupetna pochodna czasowa
dowolnej rézniczkowalnej funkcji wspotrzednych, czasu i parametru
o

(¢4 t0) = L(d.d.0) + < F (4 t.0).
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Rézniczkujac powyzszy zwigzek po « otrzymamy

0 Y. o 0 Y 0 d /
7aaL(q7q,t,oz) = aaL(q7q,t)+7aad F(d,t a)
o d_

= Gaar @b
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Rézniczkujac powyzszy zwigzek po « otrzymamy

8 / /AN _ /Y 8 d
aOéL(q?q,t,oz) = aL(qjq,t)Jr -

gdyz ze wzgledu na symetrie

0 .y _i N
aaL(q,q,t)—aaL(q,q,t)—O-
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Rézniczkujac powyzszy zwigzek po « otrzymamy

0 Y _ 0 Y 0 d /
me(q?q,t,a) = aaL(q7q,t)+7aad F(d,t a)
o d_

= Gaar @b

gdyz ze wzgledu na symetrie

0 0

7L U t) = 7L o t) = O.
804 (q7q’ ) 804 (q7q7 )

Zamieniajac kolejnos¢ rézniczkowania otrzymamy nastepujacy
warunek symetrii

0 Y o d 9 ’
5ol (q,q,t,a)—dtaaF(q,t,a)-
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Wstawmy teraz do warunku symetrii wyprowadzony uprzednio wzér

o _ d (¢ Lo
da  dt — 04; O ’
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Wstawmy teraz do warunku symetrii wyprowadzony uprzednio wzér
or d oL dg;
o dt — 94; o ’
woéwczas otrzymamy réwnosé

oL 9q;\ _ d OF
dt — 04; O - dtda’

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 21/29



Wstawmy teraz do warunku symetrii wyprowadzony uprzednio wzér
or d oL dg;
o dt — 94; o ’
woéwczas otrzymamy réwnosé
oL oq\ _ d oF
dt — 04; O - dtda’

PrzenieSmy wszystko na lewa strone réwnosci i wstawmy o = 0

JL Oq; B ~0
dt 6(], Oa —0 a=0 o
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a zatem wyrazenie w nawiasie, ktére oznaczymy J musi by¢
wielkoscig stata

n oL 8q,-
) 8q, ole"

oF

J= ~

= const.

a=0 a=0
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a zatem wyrazenie w nawiasie, ktére oznaczymy J musi by¢
wielkoscig stata

n oL 8(],'
) 8q, ole"

oF

J= ~ B

= const.

a=0 a=0

W ten sposéb udowodnilismy twierdzenie Noether, ktére brzmi
nastepujaco.
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a zatem wyrazenie w nawiasie, ktére oznaczymy J musi by¢
wielkoscig stata

0L Ogq;
2; i O

oF
a=0 da

= const.

a=0

W ten sposéb udowodnilismy twierdzenie Noether, ktére brzmi
nastepujaco.

Jesli funkcja Lagrange'a jest niezmiennicza wzgledem
rézniczkowalnej w sposdb ciggty trasformacji wspotrzednych

qi_>q//':q/{(CILCI2,-~-7CInataa)7 I: 1727”'7,77
przy czym qi|,_o = qi i sa spetnione réwnania ruchu, to wielko$¢

J okreslona powyzej jest statg ruchu.
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Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Noether nie jest prawdziwe,
tzn., ze istnieja wielkosci zachowane, ktérym nie odpowiadaja
ciggte przeksztatcenia symetrii.
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Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Noether nie jest prawdziwe,
tzn., ze istnieja wielkosci zachowane, ktérym nie odpowiadaja
ciggte przeksztatcenia symetrii. Na przyktad wektor Lenza

- pxL 7
A= -,
ma r

gdzie r jest wektorem pofozenia ciata wzgledem centrum
potencjatu,
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Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Noether nie jest prawdziwe,
tzn., ze istnieja wielkosci zachowane, ktérym nie odpowiadaja
ciggte przeksztatcenia symetrii. Na przyktad wektor Lenza

L pxL F
A=PxZ_ T

ma r’

gdzie r jest wektorem potozenia ciata wzgledem centrum
potencjatu, p = mr jego pedem,
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Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Noether nie jest prawdziwe,
tzn., ze istnieja wielkosci zachowane, ktérym nie odpowiadaja
ciggte przeksztatcenia symetrii. Na przyktad wektor Lenza

L pxL F
A=PxZ_ T

ma r’

gdzie r jest wektorem potozenia ciata wzgledem centrum
potencjatu, p = mr jego pedem, a L = r X p momentem pedu,
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Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Noether nie jest prawdziwe,
tzn., ze istnieja wielkosci zachowane, ktérym nie odpowiadaja
ciggte przeksztatcenia symetrii. Na przyktad wektor Lenza

L pxL F
A=PxZ_ T

ma r’

gdzie r jest wektorem potozenia ciata wzgledem centrum
potencjatu, p'= mr jego pedem, a [=Fx p momentem pedu, jest
wielko$cia zachowana w potencjale Keplera V/(r) = —<, jednak nie
odpowiada mu zadne ciggte przeksztatcenie symetrii, o ktérych
mowa w udowodnionej przez nas wersji twierdzenia Noether.
Uwaga. Wektor Lenza mozna jednak powigzaé z tzw. symetria
dynamiczna ze wzgledu na obroty w przestrzeni rozszerzonej o
dodatkowy wymiar x5 = TP Wiecej informacji na ten temat

v 2m|E|

mozna znalez¢ w rozdziale VII §4 podrecznika G. Biatkowskiego.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 23/29



Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Noether nie jest prawdziwe,
tzn., ze istnieja wielkosci zachowane, ktérym nie odpowiadaja
ciggte przeksztatcenia symetrii. Na przyktad wektor Lenza

L pxL F
A=PxZ_ T

ma r’

gdzie r jest wektorem potozenia ciata wzgledem centrum
potencjatu, p'= mr jego pedem, a [=Fx p momentem pedu, jest
wielko$cia zachowana w potencjale Keplera V/(r) = —<, jednak nie
odpowiada mu zadne ciggte przeksztatcenie symetrii, o ktérych
mowa w udowodnionej przez nas wersji twierdzenia Noether.
Uwaga. Wektor Lenza mozna jednak powigzaé z tzw. symetria
dynamiczna ze wzgledu na obroty w przestrzeni rozszerzonej o
dodatkowy wymiar x5 = TP Wiecej informacji na ten temat

v 2m|E|

mozna znalez¢ w rozdziale VII §4 podrecznika G. Biatkowskiego.
Zadanie. Udowodni¢, ze A = const.
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Twierdzenie Noether w wersji przez nas udowodnionej nie obejmuje
transformacji czasu. Dlatego rozpatrzymy teraz oddzielnie
przypadek symetrii wzgledem translacji czasu

t—-t =t+a, a = const.
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Twierdzenie Noether w wersji przez nas udowodnionej nie obejmuje
transformacji czasu. Dlatego rozpatrzymy teraz oddzielnie
przypadek symetrii wzgledem translacji czasu

t—-t =t+a, a = const.

Funkcja Lagrange'a bedzie symetryczna wzgledem takich
transformacji jesli

oL

L(q7q7 t) = L(q,q,t—i—a) = a =0.
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Twierdzenie Noether w wersji przez nas udowodnionej nie obejmuje
transformacji czasu. Dlatego rozpatrzymy teraz oddzielnie
przypadek symetrii wzgledem translacji czasu

t—-t =t+a, a = const.

Funkcja Lagrange'a bedzie symetryczna wzgledem takich
transformacji jesli

. ) oL
L(gq,q9.t)=L(gq, g, t+a) < 5 —0.

Obliczmy zupetng pochodng czasowa funkgji L

dL Z oL, , oL,
8qjqj '

8qj
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Skorzystajmy z rébwnan Lagrange’a Il rodzaju

oL_doL
8qj N dtac']j'
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Skorzystajmy z rébwnan Lagrange’a Il rodzaju

oL_doL
8qj N dtac']j'

Woéwczas otrzymamy

Al &fd (oL, . aLdg
at - Z[dt (aqj>ql+aqj dt]
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Skorzystajmy z rébwnan Lagrange’a Il rodzaju

oL_doL
8qj N dtac']j'

Woéwczas otrzymamy

Al &fd (oL, . aLdg
it Z[dt (aq) G g, dt]

Skad wynika, ze

n

d ", oL oL
il —q —L| =0 & h= ——¢q; — L = const.
dt (; d4; ™ ) ; 04"
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Zachowang wielko$¢ h nazywamy funkcja energii.
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Zachowang wielko$¢ h nazywamy funkcja energii.
Dla uktadéw zachowawczych istnieje potencjat, niezalezny od
predkosci, wiec

A oL _oT-Vv)_oT
g, 0q; 0q; 2g;
Witedy
0T,
=199
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Zachowang wielko$¢ h nazywamy funkcja energii.
Dla uktadéw zachowawczych istnieje potencjat, niezalezny od
predkosci, wiec

A oL _oT-Vv)_oT
g, 0q; 0q; 2g;
Witedy
0T,
=199

Dla wiezdw skleronomicznych i jesli nie wykonujemy transformacji
do poruszajacych sie uktadéw odniesienia, zwigzki pomiedzy
wektorami potozenia punktéw, i = 1,2, ..., N, a wspbtrzednymi
uogdlnionymi maja postaé

E:E(Q1a‘727-~7Qn) = rfzzi
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i energia kinetyczna wyraza sie wzorem

N q or: or:

T = P §m' 7 Z Zﬁqj qJ; dq; a
UL T AT A oo
= > (Z a; 8; ) gGar= > agq,

JjI=1 \i=1 JiI=1

aj/

gdzie wspotczynniki aj nie zalezg od predkosci uogélnionych.
Ponadto zauwazmy, ze aj; = aj;.
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i energia kinetyczna wyraza sie wzorem

= —m;r;
Z(%l OF; ar,). Za
= q;q = 19915
ji=1 \i=1 aq 9q j=1

aj/

gdzie wspotczynniki aj nie zalezg od predkosci uogélnionych.
Ponadto zauwazmy, ze aj; = aj;. Obliczmy

w0 ¢ R quI/)
Z@qj = J;a ZaqukQI qJ_JI; Akl a4,

9 \ k=1 1
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aq/ .
Za = Zakl< q+q ka )qj
q " Jik=1 0g; 9
n
= Y aw(6kar + qkdy) 6

Jrk,I=1

n n
> apadi+ Y agard.

J,I=1 J,k=1

Zamienmy wskaznik sumacyjny k na / i skorzystajmy z symetrii
wspotczynnikéw w ostatniej sumie, a; = aj, wtedy widzimy, ze

Ziqj Z ajiq19; + Z awiqrq; = 2T.

=194 ji=1 k=1

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 28/29



aq/ .
Za = Zakl< q+q ka )qj
q " Jik=1 0g; 9
n
= Y aw(6kar + qkdy) 6

jok =1

n n
> apadi+ Y agard.

jl=1 jik=1

Zamienmy wskaznik sumacyjny k na / i skorzystajmy z symetrii
wspotczynnikéw w ostatniej sumie, a; = aj, wtedy widzimy, ze

Ziqj Z ajiq19; + Z awiqrq; = 2T.

=194 ji=1 k=1
W takim razie wielko$¢ zachowana h jest réwna

" OT
h:Zi;m—L:ZP%T—V%:T+V:E
i J
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W ten spos6b dowiedlismy, ze
o funkcja energii h jest wielkoscig zachowang jesli funkcja
Lagrange'a nie zalezy jawnie od czasu,

o dla uktadéw podlegajacych sitom zachowawczym i wiezom
skleronomicznym funkcja energii h jest réwna catkowite;
energii uktadu

h=E=T + V = const.
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W ten spos6b dowiedlismy, ze
o funkcja energii h jest wielkoscig zachowang jesli funkcja
Lagrange'a nie zalezy jawnie od czasu,

o dla uktadéw podlegajacych sitom zachowawczym i wiezom
skleronomicznym funkcja energii h jest réwna catkowite;
energii uktadu

h=E=T + V = const.

W przypadku wiezéw reonomicznych, ktére moga wykonywac prace
nad uktadem, catkowita energia nie musi by¢ zachowana.
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