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Do tej pory zaniedbywaliSmy sity tarcia, ktére towarzysza ruchowi
ciat, a w zyciu codziennym mamy z nimi do czynienia niemal
zawsze.
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Do tej pory zaniedbywaliSmy sity tarcia, ktére towarzysza ruchowi
ciat, a w zyciu codziennym mamy z nimi do czynienia niemal
zawsze.

Zaniedbanie tarcia nie zawsze jest uzasadnione, dlatego
wprowadzimy formalizm, ktéry pozwala je uwzglednié.
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Do tej pory zaniedbywaliSmy sity tarcia, ktére towarzysza ruchowi
ciat, a w zyciu codziennym mamy z nimi do czynienia niemal
zawsze.
Zaniedbanie tarcia nie zawsze jest uzasadnione, dlatego
wprowadzimy formalizm, ktéry pozwala je uwzglednié.
Mozna wyrdzni¢ dwa typy tarcia

@ opér ruchu w gazach i cieczach,

@ tarcie ciat statych.
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W przypadku ruchu ciata w gazach i cieczach warto$¢ sity oporu
tarcia T = | T| wyraza sie wzorem
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W przypadku ruchu ciata w gazach i cieczach warto$¢ sity oporu
tarcia T = | T| wyraza sie wzorem

T = copAgvz,
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W przypadku ruchu ciata w gazach i cieczach warto$¢ sity oporu
tarcia T = | T| wyraza sie wzorem

T = copAbi?,

gdzie
o v — warto$¢ predkosci ciata wzgledem osrodka,
@ p — gestos$¢ osrodka,
@ A — pole powierzchni prostopadtej do kierunku ruchu,

® Cop — bezwymiarowy wspétczynnik oporu; zalezy m.in. od tzw.
liczby Reynoldsa, ktéra charakteryzuje przeptyw niescisliwego
ptynu lepkiego.
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Sita tarcia w gazach i cieczach

T = copAgvz.
Np. przy budowie samochodéw decydujaca role odgrywa iloczyn

CopA.
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Sita tarcia w gazach i cieczach

T = copAgvz.
Np. przy budowie samochodéw decydujaca role odgrywa iloczyn
CopA.
Dla matych predkosci

T ~ v.
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Sita tarcia w gazach i cieczach

T = copAgvz.
Np. przy budowie samochodéw decydujaca role odgrywa iloczyn
CopA.
Dla matych predkosci

T ~ v.

Dla duzych predkosci

Cop ~const = T ~ v2.
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Site tarcia ciat statych, czyli tzw. tarcia coulombowskiego, mozemy
wyrazi¢ wzorem

-T-: _f|2|z ’
v
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Site tarcia ciat statych, czyli tzw. tarcia coulombowskiego, mozemy
wyrazi¢ wzorem

T=—f2~,
v
gdzie

@ Z - sita reakgcji podtoza — réwna co do wartosci sile nacisku
ciata na podtoze,

@ V — predkos¢ ciata,

o f — bezwymiarowy wspdtczynnik tarcia.
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Site tarcia ciat statych, czyli tzw. tarcia coulombowskiego, mozemy
wyrazi¢ wzorem

T=—f2~,
. v
gdzie
o Z —sifa reakcji podtoza — réwna co do wartosci sile nacisku
ciata na podtoze,
@ V — predkos¢ ciata,
o f — bezwymiarowy wspdtczynnik tarcia.

Widzimy, ze sita tarcia jest skierowana przeciwnie do wektora
predkosci i jest niezalezna od wartosci predkosci. Zatozenie to jest
spetnione tylko w przyblizeniu.
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Ze wzgledu na niepotencjalny charakter sit tarcia
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Ze wzgledu na niepotencjalny charakter sit tarcia — nie istnieje dla
nich réwniez potencjat uogdlniony
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Ze wzgledu na niepotencjalny charakter sit tarcia — nie istnieje dla
nich réwniez potencjat uogdlniony — réwnania Lagrange'a Il
rodzaju w formie

nie mogg by¢ bezposrednio uzyte do opisu uktaddéw fizycznych z
tarciem.
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Ze wzgledu na niepotencjalny charakter sit tarcia — nie istnieje dla
nich réwniez potencjat uogdlniony — réwnania Lagrange'a Il
rodzaju w formie

nie mogg by¢ bezposrednio uzyte do opisu uktaddéw fizycznych z
tarciem. Mozemy jednak wykorzystaé réwnania

ktére otrzymaliémy na posrednim etapie wyprowadzenia réwnan
Lagrange'a Il rodzaju z réwnania d'Alemberta. (Patrz Wykfad 4.)
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Site uogélniong Q; zdefiniowana wzorem

Q ﬁ:ﬁ or; [ =1,2,...,n
j = i ) J=44...,0
=L
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Site uogélniong Q; zdefiniowana wzorem

Q %F‘ or; [ =1,2,..,n
j — i ) J=44...,0
TF 0

przedstawmy w postaci sumy

Qj: QjV‘FRj,
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Site uogélniong Q; zdefiniowana wzorem

Q %F‘ or; =12
j — i ) J =L 4.0,
TF 0

przedstawmy w postaci sumy
Qj = ij + Rj,

gdzie QjV jest czesdcig potencjalng, dla ktérej istnieje potencjat
uogdlniony V/(q, g, t) taki, ze
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a R; jest czesciag niepotencjalng — opisujacy sity tarcia Ti dziatajace
na poszczegblne punkty uktadu, ktéra z definicji mozemy zapisaé w
formie

i

g

N
0
B=

i—1 9q;
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a R; jest czesciag niepotencjalng — opisujacy sity tarcia Ti dziatajace
na poszczegblne punkty uktadu, ktéra z definicji mozemy zapisaé w
formie

0

i

dt 8% 8qj

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 8/56



a R; jest czesciag niepotencjalng — opisujacy sity tarcia Ti dziatajace
na poszczegblne punkty uktadu, ktéra z definicji mozemy zapisaé w
formie

0

i

dt 8% 8qj
skad

40T 9T [(dav v
dtac']j 8qj

dor _or _(dov _ —R., j=1.2 ..n
1t0g 0 ) A !
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Przegrupujmy wyrazy

daT-V) AT-V)
e 0g; 9q;

=R,
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Przegrupujmy wyrazy

dAT-V) ¥T-V)
e 0g; 9q;

:,’-'\’j7

i wprowadzmy funkcje Lagrange'a L=T — V,
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Przegrupujmy wyrazy

dAT-V) ¥T-V)
e 0g; 9q;

=R;,
i wprowadzmy funkcje Lagrange’a L = T — V, wdwczas
otrzymamy réwnania Lagrange’a |l rodzaju dla uktadéw z tarciem

d oL oL
——— - —=R;, j=12 ..
dt@qj aqj o J » <y an>
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Przegrupujmy wyrazy

dAT-V) ¥T-V)
e 0g; 9q;

=R;,
i wprowadzmy funkcje Lagrange’a L = T — V, wdwczas
otrzymamy réwnania Lagrange’a |l rodzaju dla uktadéw z tarciem

d oL oL
——— - —=R;, j=12 ..
dt@qj aqj o J » <y an>

gdzie uogodlnione sity tarcia R; dane s3 wzorem
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Przykfad 1: Hantel o dtugosci | = 1 + b, gdzie 1 i b jest
odpowiednio odlegtoscia masy my i my od $rodka masy S, porusza
sie po poziomej ptaszczyzne xOy. Wspdtczynnik tarcia wynosi f, a
pret faczacy obie masy nalezy potraktowac jako niewazki. Znalez¢
sktadowa R, uogélnionej sity tarcia.

Yy

mo
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Przykfad 1: Hantel o dtugosci | = 1 + b, gdzie 1 i b jest
odpowiednio odlegtoscia masy my i my od $rodka masy S, porusza
sie po poziomej ptaszczyzne xOy. Wspdtczynnik tarcia wynosi f, a
pret faczacy obie masy nalezy potraktowac jako niewazki. Znalez¢
sktadowa R, uogélnionej sity tarcia.

Yy

Sita tarcia dziatajgca na po-
szczegblne masy:

7= —fmig—, i=12
»

1
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Uktad ma 3 stopnie swobody: 2 punkty na ptaszczyznie i jedno
rownanie wiezbw na stata dtugos¢ hantla.
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Uktad ma 3 stopnie swobody: 2 punkty na ptaszczyznie i jedno
rownanie wiezéw na statg dtugos¢ hantla. Jako wspdtrzedne
niezalezne wybieramy x, y i ¢, zgodnie z rysunkiem.
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Uktad ma 3 stopnie swobody: 2 punkty na ptaszczyznie i jedno
rownanie wiezéw na statg dtugos¢ hantla. Jako wspdtrzedne
niezalezne wybieramy x, y i ¢, zgodnie z rysunkiem.

Wektory potozenia obu mas maja postac

A =(x—hcosp,y — lsiny)
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Uktad ma 3 stopnie swobody: 2 punkty na ptaszczyznie i jedno
rownanie wiezéw na statg dtugos¢ hantla. Jako wspdtrzedne
niezalezne wybieramy x, y i ¢, zgodnie z rysunkiem.

Wektory potozenia obu mas maja postac

-

in=(x—hcosp,y —hsingp) =
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Uktad ma 3 stopnie swobody: 2 punkty na ptaszczyznie i jedno
rownanie wiezéw na statg dtugos¢ hantla. Jako wspdtrzedne
niezalezne wybieramy x, y i ¢, zgodnie z rysunkiem.

Wektory potozenia obu mas maja postac

o7
(x —hcosp,y — hsing) = 8—2 =

-

n
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Uktad ma 3 stopnie swobody: 2 punkty na ptaszczyznie i jedno
rownanie wiezéw na statg dtugos¢ hantla. Jako wspdtrzedne
niezalezne wybieramy x, y i ¢, zgodnie z rysunkiem.

Wektory potozenia obu mas maja postac

o7
(x —hcosp,y — hhsing) = 8—2 = (hsinp,—h cosy),

-

n

= (x+ hcosp,y+ hsiny)
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Uktad ma 3 stopnie swobody: 2 punkty na ptaszczyznie i jedno
rownanie wiezéw na statg dtugos¢ hantla. Jako wspdtrzedne
niezalezne wybieramy x, y i ¢, zgodnie z rysunkiem.

Wektory potozenia obu mas maja postac

o7
(x —hcosp,y — hhsing) = 8—2 = (hsinp,—h cosy),

-

n

= (x+hcosp,y+ hsinp) =
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Uktad ma 3 stopnie swobody: 2 punkty na ptaszczyznie i jedno
rownanie wiezéw na statg dtugos¢ hantla. Jako wspdtrzedne
niezalezne wybieramy x, y i ¢, zgodnie z rysunkiem.

Wektory potozenia obu mas maja postac

on

A =(x—hcosp,y —hsinp) = —— = (hsing,—hcosyp),
O
or

= (x+hcosp,y+ hsinp) = 87:2:
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Uktad ma 3 stopnie swobody: 2 punkty na ptaszczyznie i jedno
rownanie wiezéw na statg dtugos¢ hantla. Jako wspdtrzedne
niezalezne wybieramy x, y i ¢, zgodnie z rysunkiem.

Wektory potozenia obu mas maja postac

dp
o . 0r .
= (x+hcosp,y+ hsinp) = P = (—hsing, hcosp),

n=(x—lcosp,y—lhsinp) = = (lsinp, —Ij cos p),
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Uktad ma 3 stopnie swobody: 2 punkty na ptaszczyznie i jedno
rownanie wiezéw na statg dtugos¢ hantla. Jako wspdtrzedne
niezalezne wybieramy x, y i ¢, zgodnie z rysunkiem.

Wektory potozenia obu mas maja postac

on _
n=(x—hcosp,y—hsinp) = 8—2 = (hsinp,—h cosy),
5 : on .
= (x+hcosp,y+ hsinp) = 70 = (—hsing, hcosp),

a odpowiednie sity tarcia sg rowne

(x+ hysing,  — hypcos )
VG + hpsing)? + (7 — h cos o)?

7—1 = —fmlg

i
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(% — hsin g,y + b cos )
V(& = hsing)? + (7 + b cos )’

T_Q = *fng
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(% — hsin @, y + by cos p)

T2 = e \/(x — h¢sing)? + (v + b cos p)? ‘
Obliczmy R,
2. 9F - OH - OF
R, = ; i'aTz;:Traf;%—Tz'aTj
_ & my (xh sing 4 2¢? sin? o — yh cos p + 122 cos? go)
V(k + hsing)? + (7 — hp cos )2
ta my (—)'(/2 sin @ 4 3¢ sin? o + vl cos p + 132 cos? go) |

V(= bsing)? + (7 + bip cos o)’
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Wyrazenie to mozemy nieco uproéci¢ do postaci
my (Xl sinp — yh cos o + 2¢?)

Vi + hgsing) + (7 — hcos o)’
my (—Xhsin g + yh cos g + 135?)

VG — hpsing)? + (7 + b cos o)’

R, = —fg

_fg

I
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Wyrazenie to mozemy nieco uproéci¢ do postaci
my (Xl sinp — yh cos o + 2¢?)

Vi + hgsing) + (7 — hcos o)’
my (—Xhsin g + yh cos g + 135?)

VG — hpsing)? + (7 + b cos o)’

R, = —fg

_fg

I

ale, jak wida¢, wzér na R, jest bardzo skomplikowany.
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Wyrazenie to mozemy nieco uproéci¢ do postaci
my (Xl sinp — yh cos o + 2¢?)

Vi + hgsing) + (7 — hcos o)’
my (—Xhsin g + yh cos g + 135?)

VG — hpsing)? + (7 + b cos o)’

R, = —fg

_fg

I

ale, jak wida¢, wzér na R, jest bardzo skomplikowany.
Zadanie 1: Obliczy¢ uogdlnione sity tarcia Ry i R,.
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Widzimy, ze przeliczenie sktadowych kartezjanskich sit tarcia na
uogdlnione sity tarcia jest bardzo zmudne.
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Widzimy, ze przeliczenie sktadowych kartezjanskich sit tarcia na
uogdlnione sity tarcia jest bardzo zmudne.

Dla unikniecia skomplikowanych rachunkéw, w niektérych
sytuacjach mozna wprowadzi¢ funkcje dyssypacji P, ktéra odgrywa
podobna role do potencjatu.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 14/56



Wiele sit tarcia ma postaé

—7_,' = —h,‘(V,')f, = ].,2, veey /\/7

Vi

gdzie hj(v;) jest dowolna funkcja skalarng wartosci wektora
predkosci i-tego punktu.
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Wiele sit tarcia ma postaé

gdzie hj(v;) jest dowolna funkcja skalarng wartosci wektora

predkosci i-tego punktu. Wéwczas uogdlnione sity tarcia mozna
zapisa¢ w formie

R-—ivj*- on _ ﬁljh-(v-)v" aF"——zN:h-(v-)V’ il
J_i:]_ I aqj - pat I\Vi Vi 8qj - P (AN Vi aqj7
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Wiele sit tarcia ma postaé

gdzie hj(v;) jest dowolna funkcja skalarng wartosci wektora
predkosci i-tego punktu. Wéwczas uogdlnione sity tarcia mozna
zapisa¢ w formie

N

Noo o v OF N v, 0V
S S MLk 0
i i=1 ! J i ! J

gdzie wykorzystaliSmy udowodniony wczesniej wzor

or. _ or, 0V
qu ﬁqj 8qj
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Funkcja dyssypacji

Zauwazmy réwniez, ze

o _10W-v) _ 1o _ v

o T2 oq 20y

—

co pozwala uprosci¢ wzor na R;.
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Funkcja dyssypacji

Zauwazmy réwniez, ze

o, 10i-v;) 1 Ov? ov;

ey T2 og 20y  og

—

co pozwala uprosci¢ wzor na R;.

N .
V: OV

== _hi(vi) - 52 :
i—1 i 0 i—1 945
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Jesli F(x) jest funkcja pierwotna funkgji f(x), tzn. F'(x) = f(x), to
a(x)

/ F(%)d% = F (a(x)) — F(0).
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Jesli F(x) jest funkcja pierwotna funkgji f(x), tzn. F'(x) = f(x), to
a(x)

/ F(%)d% = F (a(x)) — F(0).
0

Skad rézniczkujac obustronnie po x otrzymamy
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Jesli F(x) jest funkcja pierwotna funkgji f(x), tzn. F'(x) = f(x), to
a(x)

/ F(%)d% = F (a(x)) — F(0).
0

Skad rézniczkujac obustronnie po x otrzymamy
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Jesli F(x) jest funkcja pierwotna funkgji f(x), tzn. F'(x) = f(x), to
a(x)

/ F(%)d% = F (a(x)) — F(0).
0

Skad rézniczkujac obustronnie po x otrzymamy

()
d%( / f(%)dx = % F(a(x)) = F(O)] = f(a(x)) dii(xX)'

0

Zmieniajac oznaczenia otrzymamy wzor

) / av;
—_— h,' V,' d\7,' = h,’ Vi) =——.
7% | "% () 5,
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W takim razie uogdlniong site tarcia mozemy zapisa¢:

Vi

R-——ZN:h-(v-)% /h __9 XN: hi(3)d;
J ~ I\Vi - 8qj Vi = aqjl 10 I\Vi I
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W takim razie uogdlniong site tarcia mozemy zapisa¢:

N i
hi(v / hi(v)dv; = — hi(v)d;.
12; 8qJ 8qj ag; ,z; J
Zdefiniujmy funkcje dyssypacji P dla sit tarcia postaci
T,' = *h,’(V,')%, gdzie I = 1,2, ceey N,
Vi

P= Z/h,-(r/,-)dv,-,
0

i=1
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W takim razie uogdlniong site tarcia mozemy zapisa¢:

N vi
hi(v / hi(v)dv; = — hi(v)d;.
12; 8qJ 8qj ag; ,z; J

Zdefiniujmy funkcje dyssypacji P dla sit tarcia postaci
T,' = *h,’(V,')%, gdzie I = 1,2, ceey N,

Vi

P= Z/h,-(r/,-)dv,-,
0

i=1
wtedy uogdlniona sita tarcia wyraza sie¢ wzorem

oP

Ri=———.
8qj

J

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 18/56



Przyktad 2: Znajdzmy funkcje dyssypacji hantla z Przykfadu 1.
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Przyktad 2: Znajdzmy funkcje dyssypacji hantla z Przykfadu 1.
Sita tarcia dziatajagca na poszczegdlne masy ma postaé

T’i:—fm;gg = hi(v) = fmig, i=1,2.

1
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Przyktad 2: Znajdzmy funkcje dyssypacji hantla z Przykfadu 1.
Sita tarcia dziatajagca na poszczegdlne masy ma postaé

f’i:—fm;gg = hi(v) = fmig, i=1,2.

Funkcja dyssypacji ma wiec postaé

Vi

2 2 i 2
P = Z/h,‘(ﬂ,’)dv,' = Z fm,-g/d?,- = fgz mj v
i=1 0 i=1

= fg(mvi+mw)="1fg <m1\/>'<12 + i+ may /X3 +Y2~2>

a jesli wykorzystamy wzory z Przykfadu 1 na vy i vy,
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to otrzymamy

P = fg <m1\/(>'<+llgbsingo)2+(y—llgbcosgo)2

bma[(x — bipsin )+ (7 + b cosi)?).
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to otrzymamy

P = fg <m1\/(>'<+llgbsing0)2+()'/—llgbcosgo)2

+m2\/(>'< — hsing)® + (¥ + by cos 90)2> .

Teraz tatwo juz mozna obliczy¢ uogdlnione sity tarcia

x+ h¢sin
RX:—a— = —fg (ml ;SO Ld >
X V(& + hgsing)? + (7 — hpcos o)
X — hsing )
VG = hsing)? + (7 + bip cos o)’

+mo

gdzie oba utamki skrécilismy przez 2.
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Podobnie obliczamy sity R, i R,

P = fg (ml\/(i(—i—llaﬁsincp)2—i—(j/—llapcosgp)2

+m2\/(>'< — hsing)? 4 (y 4 hg cos g0)2> .

oP iz [ m y — hpcosp
y:— — = — 1
% VG hgsing)? + (7 — hpcos )’
y + h cos
\/(X — hgsinp)” + (¥ + b cos p)
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P = fg (ml\/(}(—i-/labsincp)z—i—(y—/1¢cos¢)2

+m2\/(>'< — b sing)? 4 (y + h cos @)2) .

R, — _gF.’ s (ml(x+ h¢sing) hsing — (y — hgcosp) h cosyp
¥ \/(X + h@sing)? + (y — he cos p)?
~ (% — h@sing) hsing + (7 + bpcosp) b cosgo)
VG~ bpsing)? + (7 + b cos o) |

+my
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Porzadkujac wyrazenie na R, otrzymamy ostatecznie
A (ml h (xsin g — y cosg) + 2
VGt hpsing)? + (7 — hipcos o)’

h (—xsiny + y cosp) + 3¢ )
VG — bsing)? + (7 + b cos o)’

-+mo
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Porzadkujac wyrazenie na R, otrzymamy ostatecznie
A (ml h (xsin g — y cosg) + 2
VGt hpsing)? + (7 — hipcos o)’

h (—xsiny + y cosp) + 3¢ )
VG — bsing)? + (7 + b cos o)’

-+mo

a wiec taki sam wynik jak w Przykfadzie 1.
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Napiszmy réwnania ruchu hantla.
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Napiszmy réwnania ruchu hantla. Funkcja Lagrange'a hantla ma
postad

1 1
_ _ _ .2 -2 - 2.2 = 2.2
L=T-_1V = (m1+mz)(x +y)+2m1/1<p +2m2/290,

0

N =

gdzie pierwszy wyraz po prawej stronie jest energia kinetyczna
ruchu postepowego Srodka masy, a kolejne dwa wyrazy reprezentuja
energie kinetyczna ruchu obrotowego poszczegdlnych mas.
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Napiszmy réwnania ruchu hantla. Funkcja Lagrange'a hantla ma
postad

L=T-_V =
<

. . 1 . 1 ]
(my + my) <x2 + yz) + §m1/12§02 + §m2/22902,

N =

gdzie pierwszy wyraz po prawej stronie jest energia kinetyczna
ruchu postepowego Srodka masy, a kolejne dwa wyrazy reprezentuja
energie kinetyczna ruchu obrotowego poszczegdlnych mas.

Dla poszczegdlnych zmiennych otrzymamy réwnania ruchu

d oL odL d

4t 9% ox _ dt [(m1+m2)x] = (m1+ma)X =R,
d oL oJL d . .
Gy 9y~ qp lmAm)il = (m+m)y =R,
d oL oL d . :
& oe o9 at [(mlll2 - m2l22) Lp} = (m1/12 + m2/22) ¢ = Ry
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Wstawienie wzoréw na sity uogdlnione sprawi, ze réwnania ruchu
stana sie niezmiernie skomplikowane. W zwigzku z czym nie da sie
ich rozwigza¢ w sposéb analityczny.
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Wstawienie wzoréw na sity uogdlnione sprawi, ze réwnania ruchu
stana sie niezmiernie skomplikowane. W zwigzku z czym nie da sie
ich rozwigza¢ w sposéb analityczny.

Tarcie przeksztatca energie kinetyczna ruchu ciata makroskopowego
w ciepfto,
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w ciepto, a zatem jest ono zjawiskiem makroskopowym.
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Wstawienie wzoréw na sity uogdlnione sprawi, ze réwnania ruchu
stana sie niezmiernie skomplikowane. W zwigzku z czym nie da sie
ich rozwigza¢ w sposéb analityczny.

Tarcie przeksztatca energie kinetyczna ruchu ciata makroskopowego
w ciepto, a zatem jest ono zjawiskiem makroskopowym.

W fizyce kwantowej, a wiec na poziomie mikroskopowym, nie ma
tarcia.
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Wstawienie wzoréw na sity uogdlnione sprawi, ze réwnania ruchu
stana sie niezmiernie skomplikowane. W zwigzku z czym nie da sie
ich rozwigza¢ w sposéb analityczny.

Tarcie przeksztatca energie kinetyczna ruchu ciata makroskopowego
w ciepto, a zatem jest ono zjawiskiem makroskopowym.

W fizyce kwantowej, a wiec na poziomie mikroskopowym, nie ma
tarcia.

Pytanie, jak powstaje tarcie przy przejsSciu od teorii mikroskopowe;j
do makroskopowej, jest bardzo trudne.
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Wstawienie wzoréw na sity uogdlnione sprawi, ze réwnania ruchu
stana sie niezmiernie skomplikowane. W zwigzku z czym nie da sie
ich rozwigza¢ w sposéb analityczny.

Tarcie przeksztatca energie kinetyczna ruchu ciata makroskopowego
w ciepto, a zatem jest ono zjawiskiem makroskopowym.

W fizyce kwantowej, a wiec na poziomie mikroskopowym, nie ma
tarcia.

Pytanie, jak powstaje tarcie przy przejsSciu od teorii mikroskopowe;j
do makroskopowej, jest bardzo trudne.

Zasadniczy wptyw na poziom komplikacji tego problemu ma
ztozonos¢ uktadéw makroskopowych.
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Zeby lepiej unaocznié¢ to stwierdzenie, przypomnijmy, ze liczba
czasteczek w jednym molu substancji, czyli stata Avogadra, wynosi
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Zeby lepiej unaocznié¢ to stwierdzenie, przypomnijmy, ze liczba
czasteczek w jednym molu substancji, czyli stata Avogadra, wynosi

Nj = 6.022 x 10?3 mol 2.
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Zeby lepiej unaocznié¢ to stwierdzenie, przypomnijmy, ze liczba
czasteczek w jednym molu substancji, czyli stata Avogadra, wynosi

Ny = 6.022 x 1022 mol L.

Oczywiste jest jednak, ze zderzenia czasteczek tracych ciat
odbieraja im energie kinetyczna i zamieniaja ja w drgania.
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Zeby lepiej unaocznié¢ to stwierdzenie, przypomnijmy, ze liczba
czasteczek w jednym molu substancji, czyli stata Avogadra, wynosi

Ny = 6.022 x 1022 mol L.

Oczywiste jest jednak, ze zderzenia czasteczek tracych ciat
odbieraja im energie kinetyczna i zamieniaja ja w drgania.

W dalszym ciggu zbadamy wptyw sity tarcia na prosty uktad
mechaniczny jakim jest jednowymiarowy oscylator harmoniczny.
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Ciato o masie m $§lizga sie bez tarcia po podtozu pod wptywem
sprezyny przyczepionej do Sciany. Sprezyna spetnia prawo Hooke'a
F = —KXx, gdzie wspbtczynnik sprezystosci K jest zadany.

8y
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Ciato o masie m $§lizga sie bez tarcia po podtozu pod wptywem
sprezyny przyczepionej do Sciany. Sprezyna spetnia prawo Hooke'a
F = —KXx, gdzie wspdtczynnik sprezystosci K jest zadany.

8y

Z |l zasady dynamiki Newtona otrzymujemy réwnanie ruchu

mx = —Kx
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Ciato o masie m $§lizga sie bez tarcia po podtozu pod wptywem
sprezyny przyczepionej do Sciany. Sprezyna spetnia prawo Hooke'a
F = —KXx, gdzie wspdtczynnik sprezystosci K jest zadany.

8y

Z |l zasady dynamiki Newtona otrzymujemy réwnanie ruchu

mx = —Kx = X=——X
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Ciato o masie m $§lizga sie bez tarcia po podtozu pod wptywem
sprezyny przyczepionej do Sciany. Sprezyna spetnia prawo Hooke'a
F = —KXx, gdzie wspdtczynnik sprezystosci K jest zadany.

8y

Z |l zasady dynamiki Newtona otrzymujemy réwnanie ruchu

mx = —Kx = X =——X = X = —wjX,
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Ciato o masie m $§lizga sie bez tarcia po podtozu pod wptywem
sprezyny przyczepionej do Sciany. Sprezyna spetnia prawo Hooke'a
F = —KXx, gdzie wspdtczynnik sprezystosci K jest zadany.

8y

Z |l zasady dynamiki Newtona otrzymujemy réwnanie ruchu

mx = —Kx = X =——X = X = —wjX,

3|

gdzie oznaczylismy w? =
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Rozwiazanie ogdlne réwnania

X = —wi x

zwykle przedstawiamy w jednej z nastepujacych postaci:
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Rozwiazanie ogdlne réwnania

X = —wi x

zwykle przedstawiamy w jednej z nastepujacych postaci:

x(t) = Asin(wot + «),

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 28/56



Rozwiazanie ogdlne réwnania

X = —wi x

zwykle przedstawiamy w jednej z nastepujacych postaci:

x(t) = Asin(wot + «), x(t) = Bcos(wot + 3)
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Rozwiazanie ogdlne réwnania

X = —wi x

zwykle przedstawiamy w jednej z nastepujacych postaci:
x(t) = Asin(wot + ), x(t) = Bcos(wot + f3)
lub wykorzystujac liczby zespolone

x(t) = Cel“ot De_i“’ot,
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Rozwiazanie ogdlne réwnania

X = —w3 x

zwykle przedstawiamy w jednej z nastepujacych postaci:
x(t) = Asin(wot + ), x(t) = Bcos(wot + f3)
lub wykorzystujac liczby zespolone
x(t) = Cel“ot De_i“’ot,

gdzie A o, B, 3, C i D s3 dowolnymi statymi.
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Rozwiazanie ogdlne réwnania

X = —w3 x

zwykle przedstawiamy w jednej z nastepujacych postaci:
x(t) = Asin(wot + «), x(t) = Bcos(wot + 3)
lub wykorzystujac liczby zespolone
x(t) = Ce™0t 4 De~ ot
gdzie A o, B, 3, C i D s3 dowolnymi statymi.

Zadanie 2. Pokaza¢, ze kazda z powyzszych funkgcji jest
rozwigzaniem réwnania X = —w3 x.
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Rozwazmy swobodny ttumiony oscylator harmoniczny opisywany
réwnaniem

mx+cx+ Kx = 0,
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Rozwazmy swobodny ttumiony oscylator harmoniczny opisywany
réwnaniem

mx+cx+ Kx = 0,

gdzie wyraz cx opisuje ttumienie — op6r ruchu proporcjonalny do
predkosci.
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Rozwazmy swobodny ttumiony oscylator harmoniczny opisywany
réwnaniem

mx+cx+ Kx = 0,
gdzie wyraz cx opisuje ttumienie — op6r ruchu proporcjonalny do

predkosci.
Przedzielmy obustronnie przez m

K
42" x4+ —x=0
2m m
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Rozwazmy swobodny ttumiony oscylator harmoniczny opisywany
réwnaniem

mx+cx+ Kx = 0,

gdzie wyraz cx opisuje ttumienie — op6r ruchu proporcjonalny do
predkosci.
Przedzielmy obustronnie przez m

c
X+2—x+—x=0
2m m
i oznaczmy
R S
7—2ma O—m7
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wowczas otrzymamy réwnanie ruchu ttumionego oscylatora
harmonicznego w formie

X4 2v% + wix = 0.
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wowczas otrzymamy réwnanie ruchu ttumionego oscylatora
harmonicznego w formie

% + 29X + whx = 0.

Podstawiajac  x(t) = e* = x(t) = Ae* = X(t) = N2,
otrzymamy

XM+ 29X + whe =0,

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 30/56



wowczas otrzymamy réwnanie ruchu ttumionego oscylatora
harmonicznego w formie

% + 29X + whx = 0.

Podstawiajac  x(t) = e* = x(t) = Ae* = X(t) = N2,
otrzymamy

XM+ 29X + whe =0,

a po pomnozeniu przez niezerowy czynnik e~ otrzymamy
réwnanie algebraiczne na wyktadnik A

)\2+27)\+w§:0,

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 30/56



wowczas otrzymamy réwnanie ruchu ttumionego oscylatora
harmonicznego w formie

% + 29X + whx = 0.

Podstawiajac  x(t) = e* = x(t) = Ae* = X(t) = N2,
otrzymamy

XM+ 29X + whe =0,

a po pomnozeniu przez niezerowy czynnik e~ otrzymamy
réwnanie algebraiczne na wyktadnik A

)\2+27)\+w§:0,

ktére mozemy fatwo rozwigzac.
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M2+ =2 +wi =0
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M2+ =2 +wi =0
A+7)? =7*—w}
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M2+ =2 +wi =0
()\+’y)2:72—w3 = A+v== fy2—w§
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M2+ =2 +wi =0
()\+’y)2:72—w3 = A+v== fy2—w§

M=—v+1?—wh d=—y— 07 - wg
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M2+ =2 +wi =0
()\+'y)2:72—w8 = A+v== fy2—w§

M=—v+1?—wh d=—y— 07 - wg

W zbiorze liczb zespolonych oba pierwiastki zawsze istniej3.
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M2+ =2 +wi =0

()\+'y)2:72—w§ = )\+7:j:\/fy2—w§
M=+ —wh de=—v— 1% g

W zbiorze liczb zespolonych oba pierwiastki zawsze istniej3.
Jezeli A1 # Ao, to rozwigzanie ogdlne réwnania swobodnego
oscylatora ttumionego ma postaé

x(t) = AreMt 4 Arett,

gdzie Ay i Ay s3 statymi dowolnymi.
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Rozwazmy 3 mozliwosci.
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Rozwazmy 3 mozliwosci.

a) 7% < w3 — stabe ttumienie = 4?—w3 <0

V72— = /= (@ —7?) = £iyJud - 72,
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Rozwazmy 3 mozliwosci.

a) 7% < w3 — stabe ttumienie = 4?—w3 <0

Vi —wd=/— (B —?) = i\/ﬁ7

Oznaczmy w = \/w — 72 =4/ — &5 wbwczas

Al = —v+iw, Ao = —v —iw
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Rozwazmy 3 mozliwosci.

a) 7% < w3 — stabe ttumienie = 4?—w3 <0

V=R =y/- (@8 =) = iy} -2

Oznaczmy w = \/w -2 = % — W' wowczas

Al = —v+iw, Ao = —v —iw
i rozwigzanie ogélne ma postaé

x(t) = Ale(f'eriw)t +Aze(—7—iw)t
et (Ale'H“’t + A2e—iwt) _
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Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe

X(O) = X0, X(O) = Xo.
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Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe

X(O) = X0, X(O) == Xo.
Aby z nich skorzystaé, obliczmy

(1) = L[ (Aet 4 e )]
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Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe

X(O) = X0, X(O) = Xo.
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Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe

X(O) = X0, X(O) == Xo.
Aby z nich skorzystaé, obliczmy

(1) = L[ (Aet 4 e )]

- _ ,ye—'yt {Ale—l—iwt 4+ Aze—iwt} + e iy [Ale—i-iwt . Aze—iwt]
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Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe
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Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe

X(O) = X0, X(O) == Xo.
Aby z nich skorzystaé, obliczmy

(1) = L[ (Aet 4 e )]

- _ ,ye—'yt [Ale—i-iwt 4+ Aze—iwt} + e iy [Ale—i-iwt _ Aze—iwt]
= (—y+iw)e MAet V4 (—y — jw) e VT Are ¥t
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Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe
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Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe

X(O) = X0, X(O) == Xo.
Aby z nich skorzystaé, obliczmy

(1) = L[ (Aet 4 e )]
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Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe

X(O) = X0, X(O) == Xo.
Aby z nich skorzystaé, obliczmy
d . .
: _ il —yt +iwt —lwt
x(t) = T [e (Ale + Ase )}
- _ ,ye—'yt [Ale—i-iwt 4+ Aze—iwt} + e iy [Ale—i-iwt _ Aze—iwt]
= (—y+iw)e ATt 4 (—y — iw) e Tt Aje Wt

x(0) = e (Ale+i‘”t + Agef’-“’t) ‘t:O
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Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe

X(O) = X0, X(O) == Xo.
Aby z nich skorzystaé, obliczmy
d . .
: _ il —yt +iwt —lwt
x(t) = T [e (Ale + Ase )}
- _ ,ye—'yt [Ale—i-iwt 4+ Aze—iwt} + e iy [Ale—i-iwt _ Aze—iwt]
(= + iw) e VA e @t 4 (—y — jw) e VT Age W,
x(0) = et <A16+i‘”t + Azef’-“’t)‘

= A1 + A = xo,
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Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe

X(O) = X0, X(O) == Xo.
Aby z nich skorzystaé, obliczmy
d . .
: _ il —yt +iwt —lwt
x(t) = T [e (Ale + Ase )}
- _ ,ye—'yt [Ale—i-iwt 4+ Aze—iwt} + e iy [Ale—i-iwt _ Aze—iwt]
(= + iw) e VA e @t 4 (—y — jw) e VT Age W,
x(0) = et <A16+i‘”t + Azef’-“’t)‘

= A1 + A = xo,
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Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe

X(O) = X0, X(O) == Xo.
Aby z nich skorzystaé, obliczmy

) = Gele (et e )
= —qye {Ale““’t + Aze_"“’t} +e Miw [A1e+iwt - Aze_iwt]
= (=7 +iw)e AT 4 (—y — iw) e Ay,

x(0) = e <A16+i‘”t + Azef'm)‘ = A1+ A = xo,

%(0) = i
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Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe

X(O) = X0, X(O) == Xo.

Aby z nich skorzystaé, obliczmy
w) = 4 (et (Aretiet 4 Apeier)]

dt
- _ ,ye—'yt [Ale—i-iwt 4+ Aze—iwt} + e iy [Ale—i-iwt _ Aze—iwt]
= (—y+iw)e ATt 4 (—y — iw) e Tt Aje Wt
x(0) = et <A16+i‘”t + Azef’-“’t)‘
x(0) = (—v+iw)A—(7+iw)A

= A1 + A = xo,
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Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe

X(O) = X0, X(O) == Xo.
Aby z nich skorzystaé, obliczmy
w) = 4 (et (Aretiet 4 Apeier)]
dt

- _ ,ye—'yt [Ale—i-iwt 4+ Aze—iwt} + e iy [Ale—i-iwt _ Aze—iwt]
= (—y+iw)e ATt 4 (—y — iw) e Tt Aje Wt
x(0) = et <A16+i‘”t + Azef’-“’t)‘
x(0) = (—v+iw)A—(7+iw)A

= A1 + A = xo,
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Zatézmy nastepujace warunki poczatkowe

X(O) = X0, X(O) == Xo.
Aby z nich skorzystaé, obliczmy
w) = 4 (et (Aretiet 4 Apeier)]
dt
- _ ,ye—'yt [Ale—i-iwt 4+ Aze—iwt} + e iy [Ale—i-iwt _ Aze—iwt]

= (—y+iw)e MAet V4 (—y — jw) e VT Are ¥t

x(0) = et <A1e+i‘“t + Agef’“) ‘t—O = A1 + A = xo,
x(0) = (—v+iw)Ar—(v+ iw) Az
= —’7(A1 —|—A2) +iw (Al —A2) = Xg.
—_———
X0
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Skad

_j X0t X0

iw(Al—Az):)'(o-l-’yXo = A — A= o
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Skad

iw(Al—Az):)'(o-l-’yXo = Ai—A=—i w

Rozwiazujac ukfad réwnanh

{A1+Ar=m

_ _ _ XotYx0
Al A2 = —I =
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Skad
iw(Al —Az) =X+ = Ai—Ay=-—i w
Rozwiazujac ukfad réwnanh
{ A1+ A = X0
— X+
Al — A2 = —I w

otrzymamy state A; i As:

1 X 1 . X .
Alz[Xo—iw], Az:{XO_F,XO—i_PyXO}:Al.

2 w 2 w
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Rozwigzanie przyjmuje postac

x(t) = e (Alei“’t + Aze_’w)
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Rozwigzanie przyjmuje postac

x(t) = e (Alei“’t + Aze_’w) =e "t [Alei“’t + (Ale’w)*}
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Rozwigzanie przyjmuje postac

x(t) = e (Alei“’t + Aze_’w) =e "t [Alei“’t + (Ale’w)*}
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Rozwigzanie przyjmuje postac

x(t) = e (Alei“’t + Aze_’w) =e "t [Alei“’t + (Ale’w)*}
= e 72Re (Alei”t) ,
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Rozwigzanie przyjmuje postac

x(t) = e ™ (Alei“’t + Aze_’w) =e Mt [AleIWt + (Ale’w)*}
= e 72Re (Alei”t) ,
gdzie

— i X0+7X0) (coswt + isin wt)]
w

2Re (Ale"wf) — 2Re B <xo
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Rozwigzanie przyjmuje postac

x(t) = e (Alei“’t + Aze_’w) =e "t [AleIWt + (Ale’w)*}
= e 72Re (Alei”t) ,

gdzie

. 1 '
2Re (Ale"”t> = 2Re [2 (xo — i XO—ZW]) (coswt + isin wt)]
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Rozwigzanie przyjmuje postac

x(t) = e ™ (Alei“’t + Aze_’w) =e Mt [AleIWt + (Ale’w)*}
= e 72Re (Alei”t) ,

gdzie

2Re (Ale"wf) — 2Re B <xo -

X0+ vXxo .
= Xocoswt+07705|nwt.
w

i X0+7X0) (coswt + isin wt)]
w
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W takim razie, rozwigzanie w przypadku stabego ttumienia
przyjmuje postaé

+ X0

X .
x(t) =e " [xo coswt + sin wt} .
w
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W takim razie, rozwigzanie w przypadku stabego ttumienia
przyjmuje postaé

_ X0+ X0 .
x(t) =e 7t [xo coswt + 0770 gy wt} )
w
Podstawmy
. X =+ vX WX
xo = asina, 2T _ sc0sa = tga= 0
w Xo + 7Xo0
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W takim razie, rozwigzanie w przypadku stabego ttumienia
przyjmuje postaé

_ X0+ X0 .
x(t) =e 7t [xo coswt + 0770 gy wt} )
w
Podstawmy
. X =+ vX WX
xo = asina, 2T _ sc0sa = tga= 0
w Xo + 7Xo0

Podnoszac obustronnie do kwadratu i dodajac stronami dwa
pierwsze rébwnania otrzymamy

. 2 . 2
2o (ot a:%“(xoﬂxo),
w

w
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Wtedy x(t) mozemy zapisa¢ w formie

x(t) = e " (asinacoswt + acosasinwt) = ae” sin (Wt + ).

AN

-
-
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Wtedy x(t) mozemy zapisa¢ w formie
x(t) = e " (asinacoswt + acosasinwt) = ae” sin (Wt + ).

Otrzymalidémy ttumione drgania, ktérych amplituda maleje

eksponencjalnie, a czestos¢ w = \/wg — 72 jest nieco mniejsza od
czestosci oscylatora swobodnego.

()

AN

-
-
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b) 72 > w3 - silne ttumienie = 4% —w3 >0
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b) 72 > w3 - silne ttumienie = 4% —w3 >0

Rozwigzanie ogélne ma postaé

1) = e (VTR e (V)
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b) 72 > w3 - silne ttumienie = 4% —w3 >0

Rozwigzanie ogélne ma postaé
(1) = e~ VTRt 4 pe RN

Nie opisuje ono drgan periodycznych.
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b) 72 > w3 - silne ttumienie = 4% —w3 >0

Rozwigzanie ogélne ma postaé
(1) = e~ VTRt 4 pe RN

Nie opisuje ono drgan periodycznych.
Przyjmijmy warunki poczatkowe w formie x(0) = 0 i x(0) = xo.
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b) 72 > w3 - silne ttumienie = 4% —w3 >0

Rozwigzanie ogélne ma postaé
() = A OV g o)
Nie opisuje ono drgan periodycznych.

Przyjmijmy warunki poczatkowe w formie x(0) = 0 i x(0) = xo.
Obliczmy najpierw
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a nastepnie

X(O):A1+A2:0 = Ay = —Aq,

x(0) = - (7— \/vz—aﬁ) A1 — <7+\/v2 —%2)) Az =
= [—’y+ V2 — Wi+ + /2 —wé] A1 = Xo,
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a nastepnie

X(O):A1+A2:0 = Ay = —Aq,

x(0) = - (7— \/vz—aﬁ) A1 — <7+\/v2 —%2)) Az =
= [—’y+ V2 — Wi+ + /2 —wé] A1 = Xo,

skad
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Rozwigzanie szczegdlne ma zatem postaé

x(t) = Aie” (r=v?=uf)t + Aze_(wr VP -wg)
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Rozwigzanie szczegdlne ma zatem postaé

x(t) Aje (r=v?=uf)t + Aze_(wr VP -wg)
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Rozwigzanie szczegdlne ma zatem postaé

x(t) Aje (r=v?=uf)t + Aze_(wr VP -wg)

A {e‘(%\/m)t _ o (rHVER) t:|
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Rozwigzanie szczegdlne ma zatem postaé

x(t) = A (TVIER)t L g (V)
= A {e_(V_\/m)t _ e—(v-&-\/ﬂfwé)t}
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Rozwigzanie szczegdlne ma zatem postaé

x(t)

Ale_(v_\/mﬁ + Aze_(’y—i_\/m)t
Ay {e—(v—\/m)t e (7+\/“fw§) t}

= A" (eV Vgt em Vg t>
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Rozwigzanie szczegdlne ma zatem postaé

x(t) = A (TVIER)t L g (V)
Aq {e_(V_\/m)t _ e—(v-&-\/ﬂTwE,)t}

= A" (eV Vgt em Vg t>
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Rozwigzanie szczegdlne ma zatem postaé

x(t) = Ale_(7_M)t+Aze_(7+m)t

_ A {e_(y_\/m)t _ o (=3 t}
_ pApet (e\/mt_e_\/mt>

. 2 2 2
o e e\/'yszo t_ o=V wpt

e
7? - wj 2
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Rozwigzanie szczegdlne ma zatem postaé

x(t) = A1e_(7_\/m)t + Aze—(’H'\/WTwS)t
= A {e_(V_\/m)t _ e—(v+\/72—7wg)t}

= A" (eV Vgt em Vg t>

).(0 _ e
= e vt

\/'yszg t ef\/’nywg t
2 2
’Yz — Wy
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Rozwigzanie szczegdlne ma zatem postaé

x(t) = A -VPR)t L p o= (VA=)
— A [e—(v—M)t (R t}

= A" (eV Vgt em Vg t>

X0

e VTR R
= e

72— wp 2

X .
= 2 e sinhy /42 — wj t.
V12— wh
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c) ¥? = w% — aperiodyczny przypadek graniczny
= ’)’2—(418:0 = )\:)\1:)\2:—’}/

x(t) = Are "+ Aje 7t = (A1 + Ay) et = Are .
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c) ¥? = w% — aperiodyczny przypadek graniczny
= ’)’2—(418:0 = )\:)\1:)\2:—’}/

x(t) = Are "+ Aje 7t = (A1 + Ay) et = Are .

To rozwigzanie zawiera tylko jednag stata dowolng, a wiec nie jest
rozwigzaniem ogdlnym, ktére musi zawiera¢ dwie state dowolne.
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c) ¥? = w% — aperiodyczny przypadek graniczny
= ’}/2—(418:0 = )\:)\1:)\2:—’}/

x(t) = Are "+ Aje 7t = (A1 + Ay) et = Are .

To rozwigzanie zawiera tylko jednag stata dowolng, a wiec nie jest
rozwigzaniem ogdlnym, ktére musi zawiera¢ dwie state dowolne.
Jezeli X\ jest pierwiastkiem dwukrotnym réwnania
charakterystycznego, to rozwigzanie ogblne ma postaé

x(t) = AreM + Ay tet,

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 41/56



Aby sie przekonaé, ze tak jest, sprawdzmy, ze
x(t) = Aje 7t + Ayte 7t
jest rozwigzaniem rozpatrywanego réwnania
X+ 2yx +wix =0

jezeli 42 = w3.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 42/56



W tym celu obliczmy

x(t) = —yAre 4 Aye V1t — yAyte Tt
X(t) = fyzl\le_”t - 2’)/7426_’” + 72/2\2te_7t
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W tym celu obliczmy

x(t) = —yAre 4 Aye V1t — yAyte Tt
X(t) = fyzl\le_”t - 2’)/7426_’” + 72/2\2te_7t

i sprawdzmy, czy jest spetnione réwnanie

X4 2y% + wix = X+ 2yx +v?x = 0.
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W tym celu obliczmy

x(t) = —yAre 4 Aye V1t — yAyte Tt
X(t) = ")/2;416_71: - 2’)/7426_’” + 72/2\2te_7t

i sprawdzmy, czy jest spetnione réwnanie

X4 2y% + wix = X+ 2yx +v?x = 0.

X+ 2% +7°x = (72741 — 2vA; + 72/2\2t) e

+2v (—fy/z\l + Ay — A, t) e 42 (/2\1 + ;421‘) e 1t =
(17 =292 +92) Are ™7 + (=27 + 2) Age

+ (72 — 272 + 72> Axte 7t = 0.
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Przyjmijmy warunki poczatkowe x(0) = 0 i x(0) = %o, wtedy

x(0) = x(t) =A%+ A;-0e® = A; =0,
X(O) = —’)/Aleo + /N42e0 — ’YAQ . 060 = Ag = Xg-
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Przyjmijmy warunki poczatkowe x(0) = 0 i x(0) = %o, wtedy

x(0) = x(t) =A%+ A;-0e® = A; =0,
X(O) = —’)/Aleo + /N42e0 — ’YAQ . 060 = Ag = Xg-

Witedy rozwigzanie szczegdlne ma postaé

x(t) = xote "
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Zilustrujmy przypadek silnego ttumienia (72 > w?) i aperiodyczny
przypadek graniczny (2 = w3) wykresem.

A
x(t) 2
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Zilustrujmy przypadek silnego ttumienia (72 > w?) i aperiodyczny
przypadek graniczny (2 = w3) wykresem.

x(t) 2

Widzimy, ze w aperiodycznym przypadku granicznym wychylenia
maleja przy t — oo szybciej niz w przypadku silnego ttumienia.
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Zilustrujmy przypadek silnego ttumienia (72 > w?) i aperiodyczny
przypadek graniczny (2 = w3) wykresem.

x(t) 2

Widzimy, ze w aperiodycznym przypadku granicznym wychylenia
maleja przy t — oo szybciej niz w przypadku silnego ttumienia.
Dlatego wskazéwkowe przyrzady pomiarowe pracuja wtasnie w tym
rezimie.
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Drgania wymuszone oscylatora ttumionego opisywane sa
réwnaniem

mx + cx + Kx = Fg cos Qt.
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Drgania wymuszone oscylatora ttumionego opisywane sa
réwnaniem

mx + cx + Kx = Fg cos Qt.

Podzielmy przez m

K F
>"<+2i>'<+ “x=LcosQt
2m m m
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Drgania wymuszone oscylatora ttumionego opisywane sa
réwnaniem

mx + cx + Kx = Fg cos Qt.

Podzielmy przez m

K F
>"<+2i>'<+ “x=LcosQt
2m m m

i oznaczmy

€
SN
Il

v

I
31

c
2m’
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Drgania wymuszone oscylatora ttumionego opisywane sa
réwnaniem

mx + cx + Kx = Fg cos Qt.

Podzielmy przez m

K F
>"<+2i>'<+ “x=LcosQt
2m m m

i oznaczmy

2
Y Wo

I
31

c
2m’
woéwczas otrzymamy réwnanie

X+ 2% + wix = focos Q.
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Rozwiazanie ogdlne x(t) takiego réwnania niejednorodnego jest
suma

x(t) = xo(t) +(t)
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Rozwiazanie ogdlne x(t) takiego réwnania niejednorodnego jest
suma

x(t) = xo(t) + xa(t)
rozwiazania ogdlnego réwnania jednorodnego

X0 + 2vx0 + ngO =0
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Rozwiazanie ogdlne x(t) takiego réwnania niejednorodnego jest
suma

x(t) = xo(t) + xa(t)
rozwiazania ogdlnego réwnania jednorodnego

X0 + 2vx0 + ngo =0
i szczegblnego rozwigzania réwnania niejednorodnego

X1+ 2yx1 + ngl = fy cos Q2t.
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Poszukajmy rozwigzania szczegblnego x;(t) w formie

x1(t) = BcosQt + CsinQt.
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Poszukajmy rozwigzania szczegblnego x;(t) w formie

x1(t) = BcosQt + CsinQt.
Obliczmy pochodne

Xl(t) =
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Poszukajmy rozwigzania szczegblnego x;(t) w formie

x1(t) = BcosQt + CsinQt.
Obliczmy pochodne

xi(t) = — BQsinQt+ CQcosQt,
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Poszukajmy rozwigzania szczegblnego x;(t) w formie

x1(t) = BcosQt + CsinQt.
Obliczmy pochodne

xi(t) = — BQsinQt+ CQcosQt,
()

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 48/56



Poszukajmy rozwigzania szczegblnego x;(t) w formie

x1(t) = BcosQt + CsinQt.
Obliczmy pochodne

xi(t) = — BQsinQt+ CQcosQt,
x(t) =
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Poszukajmy rozwigzania szczegblnego x;(t) w formie

x1(t) = BcosQt + CsinQt.
Obliczmy pochodne

xi(t) = — BQsinQt+ CQcosQt,
X(t) = —BQ%cosQt — CQ%sinQt
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Poszukajmy rozwigzania szczegblnego x;(t) w formie

x1(t) = BcosQt + CsinQt.
Obliczmy pochodne

xi(t) = — BQsinQt+ CQcosQt,
X(t) = —BQ%cosQt — CQ%sinQt

i wstawmy do réwnania Xy + 2vx3 + ngl = fycosQt :

—BQ2 cos Qt — CQ?sin Qt + 2 (—BQsin Qt + CQ cos Qt)
+w3 (B cos Qt + Csin Qt) = fy cos Qt.
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Poréwnujac wspdtczynniki przy sin Qt i cos Qt po obu stronach
réwnania:

—BQ? cos Qt — CQ?sin Qt + 2 (—BQsin Qt + CQcos Qt)
+w3 (B cosQt + CsinQt) = fy cos Qt

otrzymamy uktad réwnan

~’°B+29QC+wiB = f,
—?C-2QB+wiC = 0
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Poréwnujac wspdtczynniki przy sin Qt i cos Qt po obu stronach
réwnania:

—BQ? cos Qt — CQ?sin Qt + 2 (—BQsin Qt + CQcos Qt)
+w3 (B cosQt + CsinQt) = fy cos Qt

otrzymamy uktad réwnan

~’°B+29QC+wiB = f,
—2C-20B+wiC = 0 = C(w§—0?) =2908.
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Poréwnujac wspdtczynniki przy sin Qt i cos Qt po obu stronach
réwnania:

—BQ? cos Qt — CQ?sin Qt + 2 (—BQsin Qt + CQcos Qt)
+w3 (B cosQt + CsinQt) = fy cos Qt

otrzymamy uktad réwnan

~’°B+29QC+wiB = f,
—2C-20B+wiC = 0 = C(w§—0?) =2908.

W takim razie, jesli Q # wp, to

C =
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a po wstawieniu do pierwszego réwnania otrzymamy

(27Q)?

) g
wi — 02 0

(w3 -9%) B+
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a po wstawieniu do pierwszego réwnania otrzymamy

(27Q)?

) g
wi — 02 0

(w3 -9%) B+

a wiec

wi — 0?2 p 27Q p
0 = 0-
(wW§ — Q%)° + 47202 (w§ — 22)7 + 47202
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a po wstawieniu do pierwszego réwnania otrzymamy

(27Q)?

(w8—92)8+m

B = fo,

a wiec

wi — 0?2 p 27Q p
0 = 0-
(wW§ — Q%)° + 47202 (w§ — 22)7 + 47202

Podstawmy B = Acosp i C = Asin g, wtedy

f C 299
A=+VB2+ (2= 0 L tgp= - =1

V(@ - 2) + 422 B owg-2
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Rozwiazanie szczegdlne xi(t) przybiera postac

x1(t) = Acos p cos Qt + Asin psin Qt = Acos (2t — ).
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Rozwiazanie szczegdlne xi(t) przybiera postac

x1(t) = Acos p cos Qt + Asin psin Qt = Acos (2t — ).
Zauwazmy, ze jesli Q = wy, to

C(wf-0?) =290B=0 = B=0.
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Rozwiazanie szczegdlne xi(t) przybiera postac

x1(t) = Acos p cos Qt + Asin psin Qt = Acos (2t — ).
Zauwazmy, ze jesli Q = wy, to
C(wf-0?) =290B=0 = B=0.

a z rébwnania

fo

—Q2B+27§2C+w(2,B:fo = 27QC=fy = C:2V7§T
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Rozwiazanie szczegdlne xi(t) przybiera postac

x1(t) = Acos p cos Qt + Asin psin Qt = Acos (2t — ).
Zauwazmy, ze jesli Q = wy, to
C(wf-0?) =290B=0 = B=0.

a z rébwnania

p
—PB+29QC+wiB=fh = 29QC=f = C= 2709
co jest szczegblnym przypadkiem wzoréw

wi — 0?2 . 27Q p
0 = 0-
(wW§ — Q%)° + 49202 (w§ — 22)7 + 47202
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Zwiazki

fc
B=Acosp=0 i C:Asincpzzy—oQ

mozemy spetnié¢ wybierajac

T fo
== A= 0O
r=5 = € 270
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Zwiazki

f
B=Acosp=0 i C:Asincpzzy—oQ

mozemy spetnié¢ wybierajac
m fo
=— = (=A=_—1
L 270

i nasze rozwigzanie ma taka sama postac jak dla Q # wy:

xi(t) = Acosgcoth—s— Asin gsin Qt = Acos (Qt — g) .
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W przypadku stabego ttumienia (w3 > 72) otrzymamy nastepujace
rozwigzanie ogblne

x(t) = xo(t) + x1(t) = ae" " sin (wt + ) + Acos (Qt — ).
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W przypadku stabego ttumienia (w3 > 72) otrzymamy nastepujace
rozwigzanie ogblne

x(t) = xo(t) + x1(t) = ae" " sin (wt + ) + Acos (Qt — ).

2 L L L
—10 —5 () 5 Ot 10

Oscylacje wokét wiodacego wyrazu Acos (2t — ¢) maleja przy tym
eksponencjalnie.
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Po dtugim czasie pozostanie tylko tzw. sktadowa stacjonarna
drgania

x(t) = Acos (2t — ).
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Po dtugim czasie pozostanie tylko tzw. sktadowa stacjonarna
drgania

x(t) = Acos (2t — ).

Znajdzmy czesto$¢ rezonansowa, ktéra odpowiada maksimum
amplitudy
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Oznaczmy wyrazenie podpierwiastkowe w mianowniku wzoru na A
przez

f(2?) = (- w%)z + 4202
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Oznaczmy wyrazenie podpierwiastkowe w mianowniku wzoru na A
przez

2
f(2?) = (22— f)” +49°02
i przyrownajmy jego pochodna do zera

df (Q2)
a2

:2(Qz—w§)+4’yz:0 s P -witr2yi=0.
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Oznaczmy wyrazenie podpierwiastkowe w mianowniku wzoru na A
przez

2
f(2?) = (22— f)” +49°02
i przyrownajmy jego pochodna do zera

df (Q2)

102 :2(Qz—w§)+4’yz:0 s P -witr2yi=0.

Otrzymujemy stad czesto$¢ rezonansowa

Q%, :w(z) -2 = Qp= \/wg — 272
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ktérej odpowiada amplituda rezonansowa
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ktérej odpowiada amplituda rezonansowa

f
Amax = A(QR) = 2 =
V(6 B +29) 4 492 (6~ 29
\/474 + 4y2wE — 84 \/47%)3 — 44
_ fo _fo
2 /w(2) — A2 2w’
gdzie, tak jak poprzednio, w = \/wg — 12
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ktérej odpowiada amplituda rezonansowa

f
Amax = A(Qr) = 2 2 -
\/(wg — w3 4+ 272) + 442 (W3 — 292)
\/474 + 4y2wE — 84 \/47%)3 — 44
_ fo _fo
2y /w(2) _ 72 2’)’w’
gdzie, tak jak poprzednio, w = \/wg — 12

Rezonans jest zjawiskiem wystepujacym powszechnie w przyrodzie.
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