Réwnania Lagrange'a |l rodzaju

Wyktad 4

Karol Kotodziej

Instytut Fizyki

Uniwersytet §Iqski, Katowice
http://kk.us.edu.pl

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 1/44



Rozwazmy uktad N punktéw materialnych z wiezami
holonomicznymi danymi réwnaniami

fi(qlaq27"'7q3Nat):0a I:17277k
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Rozwazmy uktad N punktéw materialnych z wiezami
holonomicznymi danymi réwnaniami

fi(qlaq27"'7q3Nat):0a I:17277k

Po wyleliminowaniu k zaleznych wspoétrzednych zwiazki pomiedzy
wektorami pofozenia poszczegdlnych punktéw a n = 3N — k
pozostatymi, niezaleznymi wspoétrzednymi uogdlnionymi dane s3
réwnaniami

Flt:FIt(qlaq2a"'aqn7t)? I:1’2”N
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Obliczmy pochodng czasowa zwigzkéw

FI: = F;(ql,q27-~-;qn7 t)’ i:1’27""N’
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Obliczmy pochodng czasowa zwigzkéw

FI: = F;(ql,q27-~-;qn7 t)’ i:1’27""N’
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Obliczmy pochodng czasowa zwigzkéw

- F;(qlvq27"'aqn7 t), i=1,2,...,N,
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Obliczmy pochodng czasowa zwigzkéw

— —

ri = rl(q17q27' -y dn, )7
6r, ) Or,

ri Z g,

i=1,2,...,N,
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Obliczmy pochodng czasowa zwigzkéw

— —

ri = rl(q17q27' -y dn, )7
6r, ) Or,

ri Z g,

i zrézniczkujmy obustronnie po gy

i=1,2,...,N,

or;
oq
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Obliczmy pochodng czasowa zwigzkéw

ri = F;(qlvq27"'aqn7 t)’ i:1’27""N’
A il g + on
i - 4y ar

I Jq; ot

i zrézniczkujmy obustronnie po gy

04 = 0q;0q

o g0 0g
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Obliczmy pochodng czasowa zwigzkéw
FI: = 7(q17q27"aqn7 )7 i:1527"'aNa

;;' Z 6r, . 6[‘,

aqj

i zrézniczkujmy obustronnie po gy

or: 8qJ B ar, =
8q/ Z ; 99 04 JZ 0q;
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Obliczmy pochodng czasowa zwigzkéw
FI: = 7(q17q27"aqn7 )7 i:1527"'aNa

;;' Z 6r, . 6[‘,

aqj

i zrézniczkujmy obustronnie po gy

Z or; 8qJ B Z ar, ) 8r,
36]/ ;095 0q1 Z 3% dq’
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Obliczmy pochodng czasowa zwigzkéw

— —

ri = rl(q17q27"aqn7 )7 i:1527"'aNa
6r, . Or,

7
! Z aqj
i zrézniczkujmy obustronnie po gy

or; 0q;
Z ’—Z
i=

8‘71 dq,

ar, ) 8r,
8‘71 dq;

Y

8q,

. ., . OF - OF . . . .
gdzie skorzystaliSmy z faktu, ze g | ot Mie zalezg od ¢y, gdyz
rézniczkowanie jawnej zaleznosci od czasu nie wprowadza
zaleznosci od g;.
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Rézniczkujac obustronnie po q; wzor
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Rézniczkujac obustronnie po q; wzor

n - -
N 8/’,‘ . 8/’,
reS iy On
e qu ot
dostaniemy
or; _ Z 0%7; o O
Oq1 = 0qi0q "~ 9tdq,
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Rézniczkujac obustronnie po q; wzér

n - -
N 8/’,‘ . 8/’,
rp = Z . 9 T 57
e 8qj ot
dostaniemy
or; :z”: 0°r; i 0?r;
dq, a dqi0q 7 9tdq

41,92, ..., qn | CZasu, wiec
d (or 0 (O . 0 8r, n 7o 325
_ _ o [on _+ |
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Dla funkgji klasy C? odpowiedznie pochodne mieszane s3 réwne,
wiec

or

Jq;
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Dla funkgji klasy C? odpowiedznie pochodne mieszane s3 réwne,
wiec

or. 0 dr

dqr Oq dt
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Dla funkgji klasy C? odpowiedznie pochodne mieszane s3 réwne,
wiec

dq,  Og dt  dt

o 9dr d (3?,-)
oq1) "
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Dla funkgji klasy C? odpowiedznie pochodne mieszane s3 réwne,
wiec

or. 0 dr d(@?,-)

8q, :(BTJIE:E 8q,

Zatem dla dowolnej funkcji klasy C?> mozemy zamieniaé kolejnoéé
pochodnych

od_do
0q; dt o dt 0q) ’
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Rozpatrywany uktad jest opisywany réwnaniem d’'Alemberta

(m,%,- - ﬁ,-) 67 = 0.
i=1
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Rozpatrywany uktad jest opisywany réwnaniem d’'Alemberta

> (mifi = F) o5 = 0.

i=1

Przesuniecia wirtualne dane s3 wzorem

57 = Zar’ L i=1,2....N,

gdzie pomineliSmy znikajacy wyraz, ktéry pojawitby sie w
wyrazeniu na rézniczke zupetna dr;

I 5t=0, bo &t=0,
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Rozpatrywany uktad jest opisywany réwnaniem d’'Alemberta

> (mifi = F) o5 = 0.

i=1

Przesuniecia wirtualne dane s3 wzorem

57 = Zar’ L i=1,2....N,

gdzie pomineliSmy znikajacy wyraz, ktéry pojawitby sie w
wyrazeniu na rézniczke zupetna dr;

I 5t=0, bo &t=0,

gdyz przesuniecia wirtualne s3 natychmiastowe.
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Rozwazmy drugi wyraz w tym réwnaniu, ktéry opisuje sume prac
wirtualnych wszystkich sit aktywnych.
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Rozwazmy drugi wyraz w tym réwnaniu, ktéry opisuje sume prac
wirtualnych wszystkich sit aktywnych.

N o N . n 6F
D Fi-on = Y Fi-} 5-0q =
i=1 -1 =199

>

ri
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Rozwazmy drugi wyraz w tym réwnaniu, ktéry opisuje sume prac
wirtualnych wszystkich sit aktywnych.
N 6r’ n [ N —»

ﬁ:?ﬂ = Z 5qj ZZ ]5%

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 7/44



Rozwazmy drugi wyraz w tym réwnaniu, ktéry opisuje sume prac
wirtualnych wszystkich sit aktywnych.

N o B N 6[’, n N oF
Z i-or = Z 5% Z [Z ] 0q;
i=1 i=1 = —

57 Qj
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Rozwazmy drugi wyraz w tym réwnaniu, ktéry opisuje sume prac
wirtualnych wszystkich sit aktywnych.

N o N OF, n N oF
NRIEINCD LB ST
f Q
= ZQﬁqﬁ
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Rozwazmy drugi wyraz w tym réwnaniu, ktéry opisuje sume prac
wirtualnych wszystkich sit aktywnych.

N o N OF, n N oF
NRIEINCD LB ST
f Q
= ZQﬁqﬁ

gdzie wstawiliSmy wyrazenie dla 677,
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Rozwazmy drugi wyraz w tym réwnaniu, ktéry opisuje sume prac
wirtualnych wszystkich sit aktywnych.

SR VD SR o St b
i i 1

a9

57 Qj

gdzie wstawilisSmy wyrazenie dla §r;, zamienilismy kolejnos¢
sumowania
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Rozwazmy drugi wyraz w tym réwnaniu, ktéry opisuje sume prac
wirtualnych wszystkich sit aktywnych.

N o N OF, n N oF
NRIEINCD LB ST
f Q
= ZQﬁqﬁ

gdzie wstawilisSmy wyrazenie dla §r;, zamienilismy kolejnos¢
sumowania i wprowadziliSmy symbol sity uogélnionej Q,
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Rozwazmy drugi wyraz w tym réwnaniu, ktéry opisuje sume prac
wirtualnych wszystkich sit aktywnych.

N o N OF, n N oF
NRIEINCD LB ST
f Q
= ZQﬁqﬁ

gdzie wstawilisSmy wyrazenie dla §r;, zamienilismy kolejnos¢

sumowania i wprowadziliSmy symbol sity uogélnionej Q;, ktéra
dana jest wzorem
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Rozwazmy pierwszy wyraz w réwnaniu d'Alemberta.
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Rozwazmy pierwszy wyraz w réwnaniu d'Alemberta.

N e
> miF -0 =
i=1
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Rozwazmy pierwszy wyraz w réwnaniu d'Alemberta.

N
>0 = 3y S -
i=1 8qf
‘V_/
5%,
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Rozwazmy pierwszy wyraz w réwnaniu d'Alemberta.

N S oo 6f: UL 5, O
> mifi - or; = Zmﬂ Z 6= 2 mifi- 5 -0q;
i=1 8‘71 == 9q;

7
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Rozwazmy pierwszy wyraz w réwnaniu d'Alemberta.

N
S0 = Yo Y G = 303 it G
i=1 J j=li=1

oF;

gdzie znowu wstawiliSmy wyrazenie na ér; i zamieniliémy kolejno$¢
sumowania.
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Rozwazmy pierwszy wyraz w réwnaniu d'Alemberta.

N
o o arl o 8/’,
E m;r; - 0r, = E mr, g 8 E m;r; - 5qj,
i=1 qf j=1i=1
‘\/_/
oF;

gdzie znowu wstawiliSmy wyrazenie na ér; i zamieniliémy kolejno$¢
sumowania.
Skorzystajmy z wzoru na pochodng iloczynu

A Of) = Oh . d O
de \ 8qj ! aqj ! dt@qj
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Rozwazmy pierwszy wyraz w réwnaniu d'Alemberta.

N
o o arl o 8/’,
E m;r; - 0r, = E mr, g 8 E m;r; - 5qj,
i=1 qf j=1i=1
‘\/_/
oF;

gdzie znowu wstawiliSmy wyrazenie na ér; i zamieniliémy kolejno$¢
sumowania.
Skorzystajmy z wzoru na pochodng iloczynu

A Of) = Oh . d O
de \ 8qj ! aqj ! dt@qj
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Rozwazmy pierwszy wyraz w réwnaniu d'Alemberta.

N
o o arl o 8/’,
E m;r; - 0r, = E mr, g 8 E m;r; - 5qj,
i=1 qf j=1i=1
‘\/_/
oF;

gdzie znowu wstawiliSmy wyrazenie na ér; i zamieniliémy kolejno$¢
sumowania.
Skorzystajmy z wzoru na pochodng iloczynu

d(; aﬁ-) . on - don
- .. :rli_‘_rli

fi

dt 8qj aqj dt 8qj
Loy on_d (e o6 . d o
! 8qj Code 8qj "odt 8qj'
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Skorzystajmy z udowodnionych wczesniej tozsamosci:

or. o . d (6?,-) or,
— _
dt

da g dq1)  Oaq
we Wzorze
poon_d e on) . d o
I qu Code ! 8qj "odt 8qj
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Skorzystajmy z udowodnionych wczesniej tozsamosci:

or. o . d (6?,-) or,
— _
dt

da g dq1)  Oaq
Wwe wzorze
s 0f _d (o OR\ . dOR_d (. On\ . o
I qu_dt ! 8qj ! dt@qj_ de ' 8qj I 8qj‘
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Skorzystajmy z udowodnionych wczesniej tozsamosci:

on _on d(@ﬁ)_a?,-
g, Oq dt \dq,)  9q

we wzorze

P 00 (08N o 0 d (G on) . O
I qu_dt ! 8qj ! dt@qj_ t\ 8qj I 8qj‘

Zauwazmy ponadto, ze

L0 1072 L85 107
ri- =z oraz ri == .
" ag T 2 9g; " 9q; 2 g
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Skorzystajmy z udowodnionych wczesniej tozsamosci:

or  on . d(@ﬁ-)_aﬁ-
dt

dq dq dq;)  0Oq

we wzorze

P 00 (08N o 0 d (G on) . O
I qu_dt ! 8qj ! dt@qj_ t\ 8qj I 8qj‘

Zauwazmy ponadto, ze

L0 1072 L85 107
ri- =z oraz ri == .
" ag T 2 9g; " 9q; 2 g

Dlatego

-

r,'aqua
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Wréémy do pierwszego wyrazu w réwnaniu d’Alemberta.
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Wréémy do pierwszego wyrazu w réwnaniu d’Alemberta.

N

> = > arl
Smicon = 323 mii- 2oy
i=1

j=1li=1
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Wréémy do pierwszego wyrazu w réwnaniu d’Alemberta.

3 nNooL or
Y omifi- 67 = >N mifi- 5-6q;

i—1 =1i=1 9q;
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Wréémy do pierwszego wyrazu w réwnaniu d'Alemberta

> = > arl
Somian - Yy omie o

Jlll

_ sz. d 15?1'2 107 5q;
Sa T de\20¢) 2 0q ] 7
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Wréémy do pierwszego wyrazu w réwnaniu d’Alemberta.

N
S mi o = 303 i (lf(
=1

Jlll

sz. d (Lo 107 5q;
Sa T de\20¢) 2 0q ] 7
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Wréémy do pierwszego wyrazu w réwnaniu d’Alemberta.

N

S mioi = o mi o sg

i=1 j=1i=1 j
_Zz_d 10?,2_18'?,.25_
- j:1i:1m’ de 58(’0 anj @

< Bl (53 07) -5 (53m7)
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Wréémy do pierwszego wyrazu w réwnaniu d’Alemberta.

S mioi = o mi o sg

i=1 j=1i=1 j
_Zz_d 10?,2_18'?,.25_
- j:1i:1m’ dt 58(’0 anj @

< Bl (53 07) -5 (53m7)
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Wréémy do pierwszego wyrazu w réwnaniu d’Alemberta.

S mioi = o mi o sg
i=1 j=1i=1 j
- Sy (1 )15 sa
Sa T de\20¢) 2 0q ] 7
n dé)(Nl ;2> a( 1 ;2>]
= Z — me,-r,- - me,-r,- 0q;
= ldt@qj i:12 8qj i=12
_ oy~ doT _oTy
N dtaqi 8qj &
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Wréémy do pierwszego wyrazu w réwnaniu d’Alemberta.

S mioi = o mi o sg

i=1 j=1i=1 j
_Zz_d 16?,2_18'?,.25_
- j:1i:1m’ dt 58(’0 anj @

"[d o (X1 . o (L1 .,
= — —mri | — =— —m;ri || dq;
J; ldf 04; (2 2 > 0g; (2 2 K

B ildw GT]&,
= [dtog;  Oq; 7

gdzie wyciagneliSmy pochodne przed sume po /i oraz
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wprowadzilismy wzér na energie kinetyczna uktadu N punktéw
materialnych

N 1 -
T:ZE mir; .
i=1
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wprowadzilismy wzér na energie kinetyczna uktadu N punktéw
materialnych

N 1 N
T:ZE mir; .
i=1

Wstawmy otrzymane wyniki do réwnania d'Alemberta

> (mifi— F)-or =

=

N
1

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 11/44



wprowadzilismy wzér na energie kinetyczna uktadu N punktéw
materialnych

N 1 N
T:ZE mir; .
i=1

Wstawmy otrzymane wyniki do réwnania d'Alemberta

N oy L doT 0T
Z(miri*Fi)‘(Sri = jzlldtaqj ] 2015%

i=1
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wprowadzilismy wzér na energie kinetyczna uktadu N punktéw
materialnych

N 1 N
T:ZE mir; .
i=1

Wstawmy otrzymane wyniki do réwnania d'Alemberta

e doT oT
(miri*Fi)‘(Sri = ;[dtaqf ] ZQJ(SCU

1=
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wprowadzilismy wzér na energie kinetyczna uktadu N punktéw

materialnych
Nop oo
i=1

Wstawmy otrzymane wyniki do réwnania d'Alemberta

N oy 40T oT
; (mifi - Fi) or = Z [dt o6 ] Z Qjdq;
d 8T aT
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wprowadzilismy wzér na energie kinetyczna uktadu N punktéw

materialnych
N
i=1
Wstawmy otrzymane wyniki do réwnania d'Alemberta

doT 0T
[dt 8%’ ] Z Qo9

i(m;?}ﬁ;)-éﬁ- = Z

i=1

d 8T or

Poniewaz wszystkie przesuniecia wirtualne dq;, j = 1,2,...,n, s3

niezalezne,
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to wszystkie wspdtczynniki tej kombinacji liniowej musza znikaé, a
wiec
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to wszystkie wspdtczynniki tej kombinacji liniowej musza znikaé, a
wiec

W mechanice istotna role odgrywaja sity zachowawcze, dla ktérych
istnieje potencjat V = V(A, m, ..., iy, t) = V(7 t), taki ze

—

F = —_’,'V(F, 1.')
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to wszystkie wspdtczynniki tej kombinacji liniowej musza znikaé, a
wiec

W mechanice istotna role odgrywaja sity zachowawcze, dla ktérych
istnieje potencjat V = V(A, m, ..., iy, t) = V(7 t), taki ze

= = ov ov oV
F,-:—V,-V(r,t):— l:aX78y’82:|
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to wszystkie wspdtczynniki tej kombinacji liniowej musza znikaé, a
wiec

W mechanice istotna role odgrywaja sity zachowawcze, dla ktérych
istnieje potencjat V = V(A, m, ..., iy, t) = V(7 t), taki ze

= oL [OV AV aVv] _ oV
o= =SV =~ |5 5 ) = ar
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to wszystkie wspdtczynniki tej kombinacji liniowej musza znikaé, a
wiec

W mechanice istotna role odgrywaja sity zachowawcze, dla ktérych
istnieje potencjat V = V(A, m, ..., iy, t) = V(7 t), taki ze

= oL [OV AV aVv] _ oV
o= =SV =~ |5 5 ) = ar

Dla sit zachowawczych sita uogdlniona ma postaé

N
ZF
i=1

or:
0q;
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to wszystkie wspdtczynniki tej kombinacji liniowej musza znikaé, a
wiec

W mechanice istotna role odgrywaja sity zachowawcze, dla ktérych
istnieje potencjat V = V(A, m, ..., iy, t) = V(7 t), taki ze

L av v ov] oV
o= =SV =~ |5 5 ) = ar

Dla sit zachowawczych sita uogdlniona ma postaé

N -
8\/ r t or:
@ = 12:1 " Oqj B _; or: qu
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to wszystkie wspdtczynniki tej kombinacji liniowej musza znikaé, a
wiec

W mechanice istotna role odgrywaja sity zachowawcze, dla ktérych
istnieje potencjat V = V(A, m, ..., iy, t) = V(7 t), taki ze

= - ov oV oV oV
Fi=-ViV(rit)=— |55 52| =52 -
viv(rt) {GX,' dy; 82,} or;
Dla sit zachowawczych sita uogdlniona ma postaé
N _,
ov(r,t) Or; oV(q,t)
Q=Y F-sl=- ==
I 12:1 Oqj ; or; qu dq;
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Uwaga: Biorac Scisle, V jest energia potencjalna.
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Uwaga: Biorac Scisle, V jest energia potencjalna.
Nasze réwnania przyjmuja teraz postaé

aoT oT ov_aoT aT-v)_ .,
dtadj 8qj 8qj dtaqj aqj ) J s 2y ey N
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Uwaga: Biorac Scisle, V jest energia potencjalna.
Nasze réwnania przyjmuja teraz postaé

40T o1 oV _doT _oT-V) _ _i,
dtdq; g | 0q  dtog dq; b ST RS

Poniewaz V/(q, t) nie zalezy od predkosci, to =0, wiec

AT -V) AT~V
dt adj 8qj

=0, j=1,2,...n
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Uwaga: Biorac scisle, V' jest energia potencjalna.
Nasze réwnania przyjmuja teraz postaé

40T o1 oV _doT _oT-V) _ _i,
dtdq; g | 0q  dtog dq; b ST RS

Poniewaz V/(q, t) nie zalezy od predkosci, to =0, wiec

AT -V) AT~V
dt adj 8qj

=0, j=1,2,...n

Zdefiniujmy funkcje Lagrange’a

L(q7 C.lv t) = T(q> C.lv t) - V(qv t),

ktéra jest réznica energii kinetycznej i potencjalnej,
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woéwczas otrzymamy réwnania Lagrange'a |l rodzaju:
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woéwczas otrzymamy réwnania Lagrange'a |l rodzaju:

S3 one réwnaniami rézniczkowymi drugiego rzedu, gdyz zawieraja
drugie pochodne.

Dla odpowiednio regularnych energii potencjalnych V(q, t)
posiadaja one jednoznaczne rozwiazania przy warunkach
poczatkowych na wspétrzedne i predkosci uogdlnione

q;j(0) = gjo, 4;(0) = dgjo, j=12,..,n

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 14/44



woéwczas otrzymamy réwnania Lagrange'a |l rodzaju:

S3 one réwnaniami rézniczkowymi drugiego rzedu, gdyz zawieraja
drugie pochodne.

Dla odpowiednio regularnych energii potencjalnych V(q, t)
posiadaja one jednoznaczne rozwiazania przy warunkach
poczatkowych na wspétrzedne i predkosci uogdlnione

q;j(0) = gjo, 4;(0) = dgjo, j=12,..,n

Réwnania Lagrange'a Il rodzaju sg spetnione dla wiezéw
holonomicznych.
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Wréémy do réwnan

Réwnania Lagrange'a moglibysmy réwniez otrzymaé zaktadajac
istnienie tzw. potencjatu uogdlnionego V/(q, g, t), zaleznego od
predkosci, ktéry wigze sie z sitg uogdlniong Q; wzorem
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Wréémy do réwnan

Réwnania Lagrange'a moglibysmy réwniez otrzymaé zaktadajac
istnienie tzw. potencjatu uogdlnionego V/(q, g, t), zaleznego od
predkosci, ktéry wigze sie z sitg uogdlniong Q; wzorem

Po wstawieniu otrzymamy réwnania

doT-V) AT-V)
dt 8('11' 8qj

=0, j=12,...,n,
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a wprowadzajac funkcje Lagrange'a

L(qv q? t) = T(q> q’ t) - V(qa d? t)a
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a wprowadzajac funkcje Lagrange'a

L(qv q? t) = T(q> q’ t) - V(qa d? t)a
dostaniemy réwnania Lagrange'a Il rodzaju

d oL oL

== i =1,2,....n.
dtaqj 8qj ) ./ = 7n
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a wprowadzajac funkcje Lagrange'a

L(qv q? t) = T(q> q’ t) - V(qa q? t)a
dostaniemy réwnania Lagrange'a Il rodzaju

d oL oL

== i =1,2,....n.
dtaqj 8qj ) ./ = 7n

Znaczenie potencjatéw uogdlnionych w fizyce teoretycznej ilustruje
nastepujacy przyktad.
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Przyktad 1: Na czastke o masie m i fadunku elektrycznym q
znajdujaca sie w polu elektromagnetycznym o natezeniu pola
elektrycznego E i indukcji magnetycznej B:

) ) DAY . L
Ern= Vet~ 200 By =9 <A,
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gdzie p(r, t) i %T(F, t) sa odpowiednio potencjatami skalarnym i
wektorowym,
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Przyktad 1: Na czastke o masie m i fadunku elektrycznym q
znajdujaca sie w polu elektromagnetycznym o natezeniu pola
elektrycznego E i indukcji magnetycznej B:

) ) DAY . L
Ern=—Vern- 200 By =9 <A,

—

gdzie p(r, t) i A(F,t) sa odpowiednio potencjatami skalarnym i
wektorowym, dziata sita Lorentza

—

qu(E—{—\?xé).
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Przyktad 1: Na czastke o masie m i fadunku elektrycznym q
znajdujaca sie w polu elektromagnetycznym o natezeniu pola
elektrycznego E i indukcji magnetycznej B:

) ) DAY . L
Ern=—Vern- 200 By =9 <A,

—

gdzie p(r, t) i A(F,t) sa odpowiednio potencjatami skalarnym i
wektorowym, dziata sita Lorentza

—

qu(E—{—\?xé).

Dla sity Lorentza nie istnieje potencjat. Mozna ja jednak
wyprowadzi¢ z potencjatu uogdlnionego postaci
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V(7 7,t)=q(p(7t) - A(F 1) 7).

Najpierw pokazemy, ze w przypadku, gdy potozenie punktu
opisujemy wspotrzednymi kartezjanskimi (x1, x2, x3), sity
uogdlnione

pokrywaja sie ze sktadowymi kartezjanskimi sity I—:,
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V(7 7,t)=q(p(7t) - A(F 1) 7).

Najpierw pokazemy, ze w przypadku, gdy potozenie punktu
opisujemy wspotrzednymi kartezjanskimi (x1, x2, x3), sity
uogdlnione

pokrywaja sie ze sktadowymi kartezjanskimi sity I—:,
Dla prostoty dowdd przeprowadzimy dla przypadku jednego punktu
materialnego.
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Rzeczywiscie, dla N =1, F'= (x1,x2,x3) i qj = X; otrzymamy

or
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Rzeczywiscie, dla N =1, F'= (x1,x2,x3) i qj = X; otrzymamy

- Or 8X,'
F- P
@ = 8XJ Ox;
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Rzeczywiscie, dla N =1, F'= (x1,x2,x3) i qj = X; otrzymamy

- 8!‘ 8X,'

F - i 5= = Fioj
Q= 8XJ Ox; i
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Rzeczywiscie, dla N =1, F'= (x1,x2,x3) i qj = X; otrzymamy

S Or ox;
8XJ i 8XJ Yy J
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Rzeczywiscie, dla N =1, F'= (x1,x2,x3) i qj = X; otrzymamy

— 8r 8X,'
Q 8XJ ] 8XJ ] 5/] I J ) 73

Zatem j-ta sktadowa sity Lorentza powinna wyrazi¢ sie wzorem

, dav oV
/ dtdx  Oxi
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Rzeczywiscie, dla N =1, F'= (x1,x2,x3) i qj = X; otrzymamy

S Or ox;
8XJ i 8XJ Yy J

Zatem j-ta sktadowa sity Lorentza powinna wyrazi¢ sie wzorem

. _ dav_av
T dtox ox
d 9

S Lo — A%l - 5[ (o — A
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Rzeczywiscie, dla N =1, F'= (x1,x2,x3) i qj = X; otrzymamy

S Or ox;
8XJ i 8XJ Yy J

Zatem j-ta sktadowa sity Lorentza powinna wyrazi¢ sie wzorem

dav 9V
dt ox.  Ox;
d o 0 )
= dtox [q(p —Aix)] — a71_[q(<p—/\j><j)]
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Rzeczywiscie, dla N =1, F'= (x1,x2,x3) i qj = X; otrzymamy

- 8!‘ 8X,' .
Q=F o-=F o =Fo=F =123
J J

Zatem j-ta sktadowa sity Lorentza powinna wyrazi¢ sie wzorem

. _ dav_av
T dtox ox
4o
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dA; Op 0A; .
FF = - — g L x;
9 dt q&x,- + q@x,-xf
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B dA; Oy A .

Fi = —a o T 9%
_ 0Ai | OAI) _ O¢ j
q(axjxf 8t> dx; T
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O aA dp | 0A),

Fi = —a o T 9%
(oA oA e, oA
q(aijJ 8t> dx; T
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O aA dp | 0A),
Fi = dt q8Xi+q6;)<"

(oA oA e, oA

q(aijJ 8t> dx; T

(_&0 . 8A,> + % 8Aj . 8A,‘
9 Ox; ot 9% Ox; an
—
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Fi = _th B (97,+q6,'xj
_ A OA\ Oy y
- q(aijJ 8t> dx; T
- (_&0_8A,->+ o (04 0A
-9 Ox; ot 9% Ox; an
—_—
E (7% B),
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(_&0 . 8A,> + % 8Aj . 8A,‘
9 Ox; ot 9% Ox; an
—

= q[E,-—i—(VX é),}
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Fi = —q— —q2
ar  Tox " Tox
(A 0N 0e, OA
TN ot ox | Tox;
dop  0A; . [OA;  0A;
(_(9X,-_ 8t>+ XJ((?X, B 8xj>
E (7% B),
= q|E+ (@ xB)].
Aby skonczyé dowdd musimy pokazaé, ze
= 0A;  0A;
Vx B) = [ 2 - 250
(Vx B) XJ(@X,- 6‘xj>
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Rzeczywiscie

(\7>< é), = 6;ijjBk
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Rzeczywiscie

<l

X
N—r
x

(VxB)i = emiiBr = eip(
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Rzeczywiscie

L = . R - . 0A,
(V X B),' = 6;ijjBk = 8,’ijj(V X A)k = XjE,’jkékmnaT
m
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Rzeczywiscie
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Rzeczywiscie
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Rzeczywiscie

L = . R - . 0A,
(V X B),' = 5;ijjBk = 8,'J'ka(V X A)k = XJ'E,'J'kSkmnaX
m

: 0A,
= Xj (5im5jn - 5in6jm) %

L (0A 0A
- N Oxi  Ox )’
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Rzeczywiscie

L = . R - . 0A,
(V X B),' = 5;ijjBk = 8,'J'ka(V X A)k = XJ'E,'J'kSkm,,aX
m

: 0An
= Xj(éim(sjn_(sin(sjm)%
L (0A 9A;

- N Oxi  Ox )’

gdzie wykorzystaliSmy udowodnione wczedniej wiasnosci tensora
antysymetrycznego

EijkEkmn =
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Rzeczywiscie

L = . R - . 0A,
(V X B),' = 5;ijjBk = 8,'J'ka(V X A)k = XJ'E,'J'kSkm,,aX
m

: 0An
= Xj(éim(sjn_(sin(sjm)%
L (0A 9A;

- N Oxi  Ox )’

gdzie wykorzystaliSmy udowodnione wczedniej wiasnosci tensora
antysymetrycznego

Eijk€kmn = Ekij€kmn =
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Rzeczywiscie

L = . R - . 0A,
(V X B),' = 5;ijjBk = 8,'J'ka(V X A)k = XJ'E,'J'kSkm,,aX
m

: 0An
= Xj(éim(sjn_(sin(sjm)%
L (0A 9A;

- N Oxi  Ox )’

gdzie wykorzystaliSmy udowodnione wczedniej wiasnosci tensora
antysymetrycznego

EijkEkmn = Ekij€kmn = OimOjn — OinGjm -
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Réwnania Lagrange'a
grang

Zilustrujmy zastosowanie réwnanh Lagrange'a |l rodzaju na
rozpatrywanych wczesniej przyktadach.
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Przykfad 2: Punkt materialny o masie m porusza sie po
wewnetrznej powierzchni stozka o kacie pétrozwartosci .
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L = T-V

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 22/44



Zilustrujmy zastosowanie réwnanh Lagrange'a |l rodzaju na
rozpatrywanych wczesniej przyktadach.

Przykfad 2: Punkt materialny o masie m porusza sie po
wewnetrznej powierzchni stozka o kacie pétrozwartosci .

Z4

Funkcja Lagrange’a ma postaé

1 -
L = T—V:§mF2—mgz

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 22/44
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Zilustrujmy zastosowanie réwnanh Lagrange'a |l rodzaju na
rozpatrywanych wczesniej przyktadach.

Przykfad 2: Punkt materialny o masie m porusza sie po
wewnetrznej powierzchni stozka o kacie pétrozwartosci .

Z4

Funkcja Lagrange’a ma postaé

1

L = T—V:fm?Q—mgz
gl 2
_ 1 2 2 12
& = Em(x +vy —|—Z)—ng,
X
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Zilustrujmy zastosowanie réwnanh Lagrange'a |l rodzaju na

rozpatrywanych wczesniej przyktadach.

Przykfad 2: Punkt materialny o masie m porusza sie po

wewnetrznej powierzchni stozka o kacie pétrozwartosci .
24

Funkcja Lagrange’a ma postaé

1 .
L = T—V==mr—mgz
gl 2
_ 1 2 2 s2
& = Em(x +vy —|—Z)—ng,
X

a rébwnanie wiezébw ma postac

z=rctga .
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Réwnania Lagrange'a
grang

Uzyjmy wspdtrzednych cylindrycznych

X = rcosy,
y = rsingp, =
z = rctga,
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Réwnania Lagrange'a
grang

Uzyjmy wspdtrzednych cylindrycznych
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y = rsingp, =
z = rctga,

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 23/44



Réwnania Lagrange'a
grang

Uzyjmy wspdtrzednych cylindrycznych

X = rcosp, X = [fCosp — rpsinp,
y = rsing, = y
z = rctga,

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 23/44



Réwnania Lagrange'a
grang

Uzyjmy wspdtrzednych cylindrycznych

X = rcosp, X = [fCosp — rpsinp,
y = rsing, = y =
z = rctga,

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 23/44



Réwnania Lagrange'a
grang

Uzyjmy wspdtrzednych cylindrycznych

X = rcosp, X = [fCosp — rpsinp,
y = rsing, = y = frsinp-+rgcosy,
z = rctga,
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Uzyjmy wspdtrzednych cylindrycznych

X = rcosp, X = [fCosp — rpsinp,
y = rsing, = y = frsinp-+rgcosy,
z = rctga, z = rctga.

Wstawmy te wzory do funkcji Lagrange'a
L= %m ()'(2 +y? + 2'2) — mgz. Podnoszac do kwadratu wzory na
X, y i Z i przegrupowujac wyrazy otrzymamy
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Uzyjmy wspdtrzednych cylindrycznych

X = rcosp, X = [fCosp — rpsinp,
y = rsing, = y = frsinp-+rgcosy,
z = rctga, z = rctga.

Wstawmy te wzory do funkcji Lagrange'a
L= %m ()'(2 +y? + 2'2) — mgz. Podnoszac do kwadratu wzory na
X, y i Z i przegrupowujac wyrazy otrzymamy

L = %m [r’2 (cos2 w+ sin? ©w+ ctg2 a) + r2¢2 (sin2 © + cos? <P)

— 2Fr¢sin g cos p + 2Frsin ¢ cos p| — mgr ctg o
R S 2 2.2
= Em[r (1+ctg a)+rgp}—mgrctga.
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Réwnania Lagrange'a
grang

Réwnania Lagrange'a Il rodzaju dla niezaleznych wspétrzednych
cylindrycznych r i ¢ maja postaé
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Réwnania Lagrange'a Il rodzaju dla niezaleznych wspétrzednych
cylindrycznych r i ¢ maja postaé

doL oL _ daL oL

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange’a
_ 1 s 2 2.2
L—Em[r (1+ctg a>+r<p}—mgrctga
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Réwnania Lagrange'a Il rodzaju dla niezaleznych wspétrzednych
cylindrycznych r i ¢ maja postaé

doL oL _ daL oL

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange’a
_ 1 s 2 2.2
L—Em[r (1+ctg a>+r<p}—mgrctga

potrzebne w pierwszym réwnaniu

oL "
— = mry° — mgctga,
or

L
Zr' = mr (1 + ctg? a)
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Réwnania Lagrange'a Il rodzaju dla niezaleznych wspétrzednych
cylindrycznych r i ¢ maja postaé

doL oL _ daL oL

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange’a
_ 1 s 2 2.2
L—Em[r (1+ctg a>+r<p}—mgrctga

potrzebne w pierwszym réwnaniu

oL 2

— = mry° — mgctga,

or

oL . 5 doL . 2

5 = mr(1+ctg a) = &E—mr@%—ctg a),
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Réwnania Lagrange'a
grang

a nastepnie obliczmy réznice

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 25/44



Réwnania Lagrange'a
grang

a nastepnie obliczmy réznice

a7 B = m'r'(1+ctg2a) —mr¢2+mgctga=0-
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Réwnania Lagrange'a
grang

a nastepnie obliczmy réznice

a7 B = m'r'(1+ctg2a) —mr¢2+mgctga=0-

Po przedzieleniu przez m i pomnozeniu przez tg o réwnanie to
przyjmuje postaé

Fltga +ctga) — rg’tga+g = 0.
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Réwnania Lagrange'a
grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange'a

L= %m [r’z (1 + ctg? a) + r2¢2] — mgrctg o

potrzebne w drugim réwnaniu
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grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange'a
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potrzebne w drugim réwnaniu

oL
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Réwnania Lagrange'a
grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange'a

L= %m [r’z (1 + ctg? a) + r2¢2] — mgrctg o

potrzebne w drugim réwnaniu

L L
o _, oL
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Réwnania Lagrange'a
grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange'a

L= %m [r’z (1 + ctg? a) + r2¢2] — mgrctg o

potrzebne w drugim réwnaniu

d oL
= mr’p = ——— =2mri¢+ mrp,

oL _o oL
dt 0¢

oo 9
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Réwnania Lagrange'a
grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange'a

L= %m [r’2 (1 + ctg? a) + r2¢2] — mgrctg o

potrzebne w drugim réwnaniu

d oL
= mr’p = ——— =2mri¢+ mrp,

oL _o oL
dt 0¢

oo 9¢
a wiec otrzymujemy réwnanie

2mrip + mr?p = 0.
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Réwnania Lagrange'a
grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange'a

L= %m [r’2 (1 + ctg? a) + r2¢2] — mgrctg o

potrzebne w drugim réwnaniu

d oL
= mr’p = ——— =2mri¢+ mrp,

oL _o oL
dt 0¢

dp 9
a wiec otrzymujemy réwnanie
2mrip + mr?p = 0.
Dzielagc obustronnie przez m otrzymamy

r(2Fo + rg) = 0.
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Réwnania Lagrange'a
grang

Poniewaz przypadek r = 0 jest nieciekawy fizycznie, ostatecznie
otrzymujemy drugie rébwnanie w formie
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Réwnania Lagrange'a
grang

Poniewaz przypadek r = 0 jest nieciekawy fizycznie, ostatecznie
otrzymujemy drugie rébwnanie w formie

2i¢ + rjp = 0.
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Poniewaz przypadek r = 0 jest nieciekawy fizycznie, ostatecznie
otrzymujemy drugie réwnanie w formie
2rop+rp = 0.

Otrzymaliémy doktadnie takie same réwnania ruchu dla punktu na
powierzchni stozka, jak wéwczas gdy startowaliSmy z réwnania
d’'Alemberta, czy z réwnania Newtona, uzupetnionego o zatozenia
co do natury sit reakcji wiezéw.
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Réwnania Lagrange'a
grang

Przyktad 3: Wychodzac z réwnan Lagrange’a |l rodzaju
wyprowadzi¢ réwnania ruchu dla wahadta matematycznego z
punktem zawieszenia swobodnie $lizgajacym sie po osi Ox.

Yy
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wyprowadzi¢ réwnania ruchu dla wahadta matematycznego z
punktem zawieszenia swobodnie $lizgajacym sie po osi Ox.

Yy

Funkcja Lagrange'a ma postac

1 - 1 -
L = T—Vziml?f—i-imz?zz—mlg/—mggh

1 . 1 . .
= §f771><12 + 5m2 <X22 + )/22> — m1gl — mogh,

gdzie wykorzystaliSmy juz warunek wiezéw y; = 0.
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Przyktad 3: Wychodzac z réwnan Lagrange’a |l rodzaju
wyprowadzi¢ réwnania ruchu dla wahadta matematycznego z
punktem zawieszenia swobodnie $lizgajacym sie po osi Ox.

Yy

Funkcja Lagrange'a ma postac

1 - 1 -
L = T—Vziml?f—i-img?zz—mlg/—mggh

1 . 1 . .
= §f771><12 + 5m2 <X22 + )/22> — m1gl — mogh,

gdzie wykorzystaliSmy juz warunek wiezéw y; = 0. Zauwazmy, ze
jako poziom odniesienia dla energii potencjalnej wybralismy
najnizsze potozenie punktu o masie my, odpowiadajace y» = —/.
Wysokos$¢ punktu o masie m; jest stata i wynosi /, a wysokos$¢
punktu o masie mp wyraza sie wzorem h = [ — [ cos .
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Réwnania Lagrange'a
grang

Uwzgledniajac ten fakt otrzymamy

1 1 ) )
L= §m1x12 + Emz (x22 + y22> — mgl — magl + mogl cos .
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Uwzgledniajac ten fakt otrzymamy

1 1 ) )
L= §m1x12 + Emg (x22 + y22> — mgl — magl + mogl cos .

Wyrazy —migl — mogl w funkcji Lagrange'a s3 state, a zatem nie
maja zadnego wptywu na réwnania ruchu, ktére zawieraja tylko
pochodne L.
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Uwzgledniajac ten fakt otrzymamy

1 1 ) )
L= §m1x12 + Emg (x22 + y22> — mgl — magl + mogl cos .

Wyrazy —migl — mogl w funkcji Lagrange'a s3 state, a zatem nie
maja zadnego wptywu na réwnania ruchu, ktére zawieraja tylko

pochodne L. Dlatego mozemy je poming¢ i rozpatrywaé funkcje
Lagrange'a postaci

1

1
L= §m1>'<12 + 52 (x22 +y22> + mogl cos ¢ .
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Uwzgledniajac ten fakt otrzymamy

1 . 1 . .
L= §m1x12 + Emg (x22 + y22> — mgl — magl + mogl cos .
Wyrazy —migl — mogl w funkcji Lagrange'a s3 state, a zatem nie
maja zadnego wptywu na réwnania ruchu, ktére zawieraja tylko
pochodne L. Dlatego mozemy je poming¢ i rozpatrywaé funkcje
Lagrange'a postaci

1 . 1 : .
L= §m1x12 + 52 (x22 +y22> + mogl cos ¢ .

Dowolno$¢ wyboru statej w funkcji Lagrange’a, wigze sie w tym
przypadku bezposrednio z dowolnoscig wyboru poziomu, wzgledem
ktérego okreslamy energie potencjlng V.
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Réwnania Lagrange'a
grang

Skorzystajmy z wzoréw transformacyjnych

Xp = x1 + Ising
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Réwnania Lagrange'a
grang

Skorzystajmy z wzoréw transformacyjnych

Xp = x1 + Ising = Xo = x1 + ¢ cos o,
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Réwnania Lagrange'a
grang

Skorzystajmy z wzoréw transformacyjnych

Xp = x1 + Ising = Xo = x1 + ¢ cos o,
y» = —lcosyp
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Réwnania Lagrange'a
grang

Skorzystajmy z wzoréw transformacyjnych

Xp = x1 + Ising = Xo = x1 + ¢ cos o,
y» = —lcosp =
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Réwnania Lagrange'a
grang

Skorzystajmy z wzoréw transformacyjnych

Xp = x1 + Ising = Xo = x1 + ¢ cos o,
y» = —lcosyp = yo = lpsin .
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Réwnania Lagrange'a
grang

Skorzystajmy z wzoréw transformacyjnych

Xp = x1 + Ising = Xo = x1 + ¢ cos o,
y» = —lcosyp = yo = lpsing.
i wstawmy odpowiednie pochodne do wzoru na L

1 1 ) .
L= §m1X12 + Emg (X22 +y22> + mpglcos p .
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Réwnania Lagrange'a
grang

Skorzystajmy z wzoréw transformacyjnych

Xp = x1 + Ising = Xo = x1 + ¢ cos o,
y» = —lcosyp = yo = lpsin .

i wstawmy odpowiednie pochodne do wzoru na L

1 1
L= §m1>'<12 + Emg (X22 —l—)'/22> + moglcosp .
Po uporzadkowaniu i skorzystaniu z jedynki trygonometrycznej
otrzymamy

. 1 ; .
L==(m + m2)x12 + §m2 (/2902 + 2Ix3¢ cos 90) + mpglcosp .

N =
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Réwnania Lagrange'a
grang

Réwnania Lagrange'a Il rodzaju dla niezaleznych wspétrzednych x;
i (o maja postaé

dtox; 0Oxy
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Réwnania Lagrange'a
grang

Réwnania Lagrange'a Il rodzaju dla niezaleznych wspétrzednych x;
i (o maja postaé

dtOx1 0Oxg - dtdp Oy N
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Réwnania Lagrange'a
grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange’a

1 1
L= 5 (m + mz)xl + 2m2 (I O? + 21x1p coscp) + mogl cos

potrzebne w pierwszym réwnaniu

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 32/44



Réwnania Lagrange'a
grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange’a

1 1
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potrzebne w pierwszym réwnaniu

oL

—— =0
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Réwnania Lagrange'a
grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange’a

1 1
L= 5 (m + mz)xl + 2m2 (I O? + 21x1p coscp) + mogl cos

potrzebne w pierwszym réwnaniu

o _, oL

—— =0, —— = (m1+ m)xy + malycos
Oxt %1 (m 2)X1 21p ¥
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Réwnania Lagrange'a
grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange’a

1 1
L= 5 (m + mz)xl + 2m2 (I O? + 21x1p coscp) + mogl cos

potrzebne w pierwszym réwnaniu

oL =0 oL _ (m1 + ma)xy + malp cos ¢
8X1 ’ 8>'<1

d oL

dt 0%
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Réwnania Lagrange'a
grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange’a

1 1
L= 5 (my + m) X3 + 5m2 (I O? + 21x1p coscp) + mpgl cos

potrzebne w pierwszym réwnaniu

oL =0 oL = (m1 4+ ma)x1 + malcosp
8X1 ’ aXl

doL

dtdx
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Réwnania Lagrange'a
grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange’a

1 1
L= 5 (my + m) X3 + 5m2 (I O? + 21x1p coscp) + mpgl cos

potrzebne w pierwszym réwnaniu

ﬂ—O oL _ (m1 + m2)xy + malp cos
o oa 1 2)X1 21p %
d oL
dtgiq = (m1+ m)X + mal ((ﬁ cosp — gb2 sin (p) ,
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Réwnania Lagrange'a
grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange’a

1 1
L= 5 (my + m) X3 + 5m2 (I O? + 21x1p coscp) + mpgl cos

potrzebne w pierwszym réwnaniu

ﬂ—O oL _ (m1 + m2)xy + malp cos
o oa 1 2)X1 21p %
d oL
dtgiq = (m1+ m)X + mal ((ﬁ cosp — gb2 sin (p) ,

a zatem pierwsze réwnanie ma postaé

T i (my + mo)sy + mal (¢C0590— ¢ sin 80) =0.
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Réwnania Lagrange'a
grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange’a

1 1 . o
L= 5 (m1 + mz)xl + 2m2 <I2<p2 +2Ix1¢ coscp) + mogl cos ¢
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Réwnania Lagrange'a
grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange’a

1 1 . o
L= 5 (m1 + mz)xl + 2m2 <I2<p2 +2Ix1¢ coscp) + mogl cos ¢

wystepujace w drugim réwnaniu

oL
dp

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 33/44



Réwnania Lagrange'a
grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange’a

1 1 . o
L= 5 (m1 + mz)xl + 2m2 <I2<p2 +2Ix1¢ coscp) + mogl cos ¢

wystepujace w drugim réwnaniu

oL

— = —malxypsinp — moglsinp,
I
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Réwnania Lagrange'a
grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange’a

1 1 . o
L= 5 (m1 + mz)xl + 2m2 <I2<p2 +2Ix1¢ coscp) + mogl cos ¢

wystepujace w drugim réwnaniu

oL S .
— = —malxypsinp — moglsinp,
dp

oL

¢
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Réwnania Lagrange'a
grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange’a

1 1 . .
L= 5 (m1 + mz)xl + 2m2 <I2<p2 +2Ix1¢ coscp) + mogl cos ¢
wystepujace w drugim réwnaniu
oL
dp
oL
ol

=  —malxypsinp — moglsinp,

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 33/44



Réwnania Lagrange'a
grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange’a

1 1 . o
L= 5 (m1 + mz)xl + 2m2 <I2<p2 +2Ix1¢ coscp) + mogl cos ¢

wystepujace w drugim

oL
dp
oL
9

réwnaniu

=  —malxypsinp — moglsinp,

= m2/ + molxy cos p,
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Réwnania Lagrange'a
grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange’a

1 1 . o
L= 5 (m1 + mz)xl + 2m2 <I2g02 +2Ix1¢ coscp) + mogl cos ¢

wystepujace w drugim

oL
dp
oL
9
d oL
de 9y

réwnaniu

=  —malxypsinp — moglsinp,

= m2/ + molxy cos p,
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Réwnania Lagrange'a
grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange’a

1 1 . o
L= 5 (m1 + mz)xl + 2m2 <I2g02 +2Ix1¢ coscp) + mogl cos ¢

wystepujace w drugim réwnaniu

oL S .
— = —malxypsinp — moglsinp,
dp
oL
— = m2/ + molxy cos p,
I

d oL

e mal?p + myl (X1 cos o — X1 sin @),
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Réwnania Lagrange'a
grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange’a

1 1 . o
L= 5 (m1 + mz)xl + 2m2 <I2g02 +2Ix1¢ coscp) + mogl cos ¢

wystepujace w drugim réwnaniu
oL S .
— = —malxypsinp — moglsinp,
dp

oL
— = m2/ + molxy cos p,
o[

4oL mol?p + mal (X cos x10Sin )
= X — X 1
dt 9 207 2/ (X1 ¥ 1psine),

doL oL
dtdp Oy
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Réwnania Lagrange'a
grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange’a

1 1 . o
L= 5 (m1 + mz)xl + 2m2 <I2g02 +2Ix1¢ coscp) + mogl cos ¢

wystepujace w drugim réwnaniu
oL S .
— = —malxypsinp — moglsinp,
dp

oL
— = m2/ + molxy cos p,
o[

4oL mol?p + mal (X cos x10Sin )
= X — X 1
dt 9 207 2/ (X1 ¥ 1psine),

doL oL
dtdp Oy
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Réwnania Lagrange'a
grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange’a

1 1 . o
L= 5 (m1 + mz)xl + 2m2 <I2g02 +2Ix1¢ coscp) + mogl cos ¢

wystepujace w drugim réwnaniu

oL S .
— = —malxypsinp — moglsinp,
dp
oL
— = m2/ + molxy cos p,
¢
d ot mol?p + mal (X cos x10Sin )
R = X — X 1
dt 9 2@ 2/ \X1 P 1psing),
d oL oL ol + mol (54 cos @ sin )
== = X — xS
dt9p O 217 21 (X1 ¥ 1psineg
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Réwnania Lagrange'a
grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange’a

1 1 . o
L= 5 (m1 + mz)xl + 2m2 <I2g02 +2Ix1¢ coscp) + mogl cos ¢

wystepujace w drugim réwnaniu

oL S .
— = —malxypsinp — moglsinp,
dp
oL
— = m2/ + molxy cos p,
¢
d ot mol?p + mal (X cos x10Sin )
- = X — X 1
dt 9 2@ 2/ \X1 P 1psing),
d oL oL ol + mol (54 cos @ sin )
== - X — xS
dt9p O 217 21 (X1 ¥ 1psineg
+
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Réwnania Lagrange'a
grang

Obliczmy pochodne funkcji Lagrange’a

1 1 . o
L= 5 (m1 + mz)xl + 2m2 <I2g02 +2Ix1¢ coscp) + mogl cos ¢

wystepujace w drugim

oL

dp

oL

a5

d oL

dt oy
doL oL
dtdy Oy

réwnaniu

=  —malxypsinp — moglsinp,

= m2/ + molxy cos p,

= m2/2¢+m2/(>'%1 cosp — x1psing),

= myl?p + mol (31 cos @ — X1 sin @)

+ mlxipsing + meglsing =0.
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Réwnania Lagrange'a
grang

Uporzadkujmy ostatnie réwnanie w kolorze niebieskim

m2/2<ﬁ + mylxy cos ¢ + maglsingp =0

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 34/44



Réwnania Lagrange'a
grang

Uporzadkujmy ostatnie réwnanie w kolorze niebieskim

m2/2<ﬁ + mylxy cos ¢ + maglsingp =0

i podzielmy obustronnie przez mo/,
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Uporzadkujmy ostatnie réwnanie w kolorze niebieskim

m2/2<ﬁ + mylxy cos ¢ + maglsingp =0

i podzielmy obustronnie przez my/, wéwczas otrzymamy ostateczng
posta¢ drugiego réwnania ruchu wahadta z punktem zawieszenia
swobodnie $lizgajacym sie po osi Ox:

I 4+ X1 cosp + gsinp = 0.
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Uporzadkujmy ostatnie réwnanie w kolorze niebieskim

m2/2<ﬁ + mylxy cos ¢ + maglsingp =0

i podzielmy obustronnie przez my/, wéwczas otrzymamy ostateczng
posta¢ drugiego réwnania ruchu wahadta z punktem zawieszenia
swobodnie $lizgajacym sie po osi Ox:

I 4+ X1 cosp + gsinp = 0.
Przypomnijmy pierwsze réwnanie

(m1 + mp)Xy + mal (gb cos p — 2 sin gp) =0.
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Réwnania Lagrange'a
grang

Znéw otrzymalisSmy doktadnie takie same réwnania, jak wéwczas
gdy startowaliSmy z réwnania d'Alemberta i z rbwnan Newtona.
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Réwnania Lagrange'a
grang

Znéw otrzymalisSmy doktadnie takie same réwnania, jak wéwczas
gdy startowaliSmy z réwnania d'Alemberta i z rbwnan Newtona.
W obu rozpatrywanych przyktadach wyprowadzenie réwnan ruchu
z réwnan Lagrange'a Il rodzaju byto jednak prostsze.
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Duza zaleta réwnan Lagrange'a Il rodzaju jest ich niezmienniczo$é
przy transforamcjach punktowych,
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Duza zaleta réwnan Lagrange'a Il rodzaju jest ich niezmienniczo$é
przy transforamcjach punktowych, czyli przy transformacjach
postaci

qi — Qi - Qi(Ch, az, ..., dn, t) = Qi(qa t)7 = 1,2,...,[7.
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Duza zaleta réwnan Lagrange'a Il rodzaju jest ich niezmienniczo$é
przy transforamcjach punktowych, czyli przy transformacjach
postaci

qi — Qi - Qi(Ch, az, ..., dn, t) = Qi(qa t)7 = 1727""”'

Tego typu transformacje moga opisywac np. przejscie od
wspotrzednych kartezjanskich do krzywoliniowych,
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Duza zaleta réwnan Lagrange'a Il rodzaju jest ich niezmienniczo$é
przy transforamcjach punktowych, czyli przy transformacjach
postaci

qi — Qi = Qi(qla az,...,qn, t) = Qi(qa t)7 | = 17 27 ceey N
Tego typu transformacje moga opisywac np. przejscie od

wspotrzednych kartezjanskich do krzywoliniowych, albo przejscie
do poruszajacego sie uktadu odniesienia.
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Zatbézmy, ze istnieja transformacje odwrotne

Qi — qi = qi(Q17 QZ: ceey Qm t) = qi(Qa t)? I = 1727 -y 1.
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Zatbézmy, ze istnieja transformacje odwrotne

Qi — qi = qi(Q1, Q2, ..., Qn, t) = qi(Q, 1), I=12..n.
Obliczmy zupetng pochodng czasowa transformacji odwrotnej

aql 8(71

Z aQJ ot
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Zatbézmy, ze istnieja transformacje odwrotne

Qi — qi = qi(Q1, Q2, ..., Qn, t) = qi(Q, 1), I=12..n.
Obliczmy zupetng pochodng czasowa transformacji odwrotnej

aql 8(7,' S -
Zaoj 5. & 9 =a(Q Q1)
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Zatbézmy, ze istnieja transformacje odwrotne

Qi — qi = qi(Q1, Q2, ..., Qn, t) = qi(Q, 1), I=12..n.
Obliczmy zupetng pochodng czasowa transformacji odwrotnej

aql 8(7,' S -
Zaoj 5. & 9 =a(Q Q1)

i zrézniczkujmy obustronnie po Q). wéwczas otrzymamy
2q;
oQ,

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 37/44



Zatbézmy, ze istnieja transformacje odwrotne

Qi — qi = qi(Q1, Q2, ..., Qn, t) = qi(Q, 1), I=12..n.
Obliczmy zupetng pochodng czasowa transformacji odwrotnej

aql 8(7,' S -
Zaoj 5. & 9 =a(Q Q1)

i zrézniczkujmy obustronnie po Q;, wéwczas otrzymamy

94 _ "~ Jq; @ _
80/ j=1 aQJ 80/
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Zatbézmy, ze istnieja transformacje odwrotne

Qi — qi = qi(Q1, Q2, ..., Qn, t) = qi(Q, 1), I=12..n.
Obliczmy zupetng pochodng czasowa transformacji odwrotnej

aql 8(7,' S -
Zaoj 5. & 9 =a(Q Q1)

i zrézniczkujmy obustronnie po Q;, wéwczas otrzymamy

0q; q; 80_] . dq;
Q) JZ:GQJ Q) Jz:aQJ 4
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Zatbézmy, ze istnieja transformacje odwrotne

Qi — qi = qi(Q1, Q2, ..., Qn, t) = qi(Q, 1), I=12..n.
Obliczmy zupetng pochodng czasowa transformacji odwrotnej

aql 8(7,' S -
Zaoj 5. & 9 =a(Q Q1)

i zrézniczkujmy obustronnie po Q;, wéwczas otrzymamy

0gq; dq; 8QJ B 0q; ) _0q;
le} JZGQJ ole} ZaQJ T Q)
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Wyrazmy funkcje Lagrange'a w nowych wspbtrzednych

L(a,4.t) = L(a(@,1),4(Q, @, 1),t) = L'(Q, Q. t).
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Wyrazmy funkcje Lagrange'a w nowych wspbtrzednych

L(q,d.t) = L (a(@ 1), 4(Q, @, 1),t) = L'(Q, Q. t).
Obliczmy pochodne funkgji L'(Q, Q, t)

oL’
0Q;
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Wyrazmy funkcje Lagrange'a w nowych wspbtrzednych

L(q,d.t) = L (a(@ 1), 4(Q, @, 1),t) = L'(Q, Q. t).
Obliczmy pochodne funkgji L'(Q, Q, t)

oL u oL 8q,' oL 8(],‘
= + = )
0Q; 2 (367i 0Q; 04 3@])

i=1
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Wyrazmy funkcje Lagrange'a w nowych wspbtrzednych
L(q,6,t) = L (a(Q,1),4(Q, @, 1), t) = L'(Q, Q, 1).

Obliczmy pochodne funkgji L'(Q, Q, t)

oL u oL 8q,' oL 8(],‘
= + ,

0Q; ; (367i 0Q; 04 3@])

o’

0Q;
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Wyrazmy funkcje Lagrange'a w nowych wspbtrzednych
L(q,6,t) = L (a(Q,1),4(Q, @, 1), t) = L'(Q, Q, 1).

Obliczmy pochodne funkgji L'(Q, Q, t)

oL u oL 8q,' oL 8(],‘
= + ,

0Q; ; (367i 0Q; 04 3@])

or

0Q;

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 38/44



Wyrazmy funkcje Lagrange'a w nowych wspbtrzednych

L(q,6,t) = L (a(Q,1),4(Q, @, 1), t) = L'(Q, Q, 1).
Obliczmy pochodne funkgji L'(Q, Q, t)
oL u oL 8q,' oL 8(],‘

= + = :
0Q; Z (367i 0Q; 04 3@])
oL’ oL aq, B
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Wyrazmy funkcje Lagrange'a w nowych wspbtrzednych

L(a,4.t) = L(a(@,1),4(Q, @, 1),t) = L'(Q, Q. t).

Obliczmy pochodne funkgji L'(Q, Q, t)

oL u oL 8q,' oL 8(],‘
= + ,
0Q; Z (367i 0Q;  0g; 3@])
or oL 0gq; oL Oq;
0Q Zaq, le) Zaq, 0Q;’
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Wyrazmy funkcje Lagrange'a w nowych wspbtrzednych
L(q,6,t) = L (a(Q,1),4(Q, @, 1), t) = L'(Q, Q, 1).

Obliczmy pochodne funkgji L'(Q, Q, t)

oL u oL 8q,' oL 8(],‘
= + = ,
0Q; Z (367i 0Q; 04 3@])
or oL 0gq; oL Oq;
0Q Zaq, le) Zaq, 0Q;’
a o
dt 9Q;
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Wyrazmy funkcje Lagrange'a w nowych wspbtrzednych

L(a,4.t) = L(a(@,1),4(Q, @, 1),t) = L'(Q, Q. t).

Obliczmy pochodne funkgji L'(Q, Q, t)

oL u oL 8q,' oL 8(],‘
= + = ,
0Q; Z (367i 0Q; 04 3@])
or oL 0gq; oL Oq;
0Q Zaq, le) Zaq, 0Q;’
ao
dt 9Q;
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Wyrazmy funkcje Lagrange'a w nowych wspbtrzednych

L(a,4.t) = L(a(@,1),4(Q, @, 1),t) = L'(Q, Q. t).

Obliczmy pochodne funkgji L'(Q, Q, t)

oL " (oL g _ OL 94
_= _'_ - ,

9Q; ,; <0q/ 0Q = 9g; 8@)

ol &AL dg N 0L g

0Q; ;667; 0Q;, ;aq,- 0Q;’
d ar " [d /aLN dq L 9g;
o = ) ( ) LN
dt 9Q; — |dt \9q;/ 0Q;  9qg;i 0Q;
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gdzie wykorzystaliSmy udowodnione wczesniej wtasnosci

dq;  Oq; ; d dqi _ 0qi
0Q, 0Q dt 0Q; N 0Q;
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gdzie wykorzystaliSmy udowodnione wczesniej wtasnosci

dq;  Oq; ; d dqi _ 0qi
0Q, 0Q dt 0Q; N 0Q;

Uwaga. Aby skorzystaé z drugiej wtasnosci, trzeba zatozy¢, ze
rozpatrywane transformacje sa funkcjami klasy C2.
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gdzie wykorzystaliSmy udowodnione wczesniej wtasnosci

dq;  Oq; ; d dqi _ 0qi
0Q, 0Q dt 0Q; N 0Q;

Uwaga. Aby skorzystaé z drugiej wtasnosci, trzeba zatozy¢, ze
rozpatrywane transformacje sa funkcjami klasy C2.

Obliczmy nastepujaca réznice, korzystajac z wyprowadzonych
wzoréw na pochodne funkcji L'(Q, Q, t)

dor o
dt 9Q; 9Q B
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gdzie wykorzystaliSmy udowodnione wczesniej wtasnosci

dq;  Oq; ; d dqi _ 0qi
0Q, 0Q dt 0Q; N 0Q;

Uwaga. Aby skorzystaé z drugiej wtasnosci, trzeba zatozy¢, ze
rozpatrywane transformacje sa funkcjami klasy C2.

Obliczmy nastepujaca réznice, korzystajac z wyprowadzonych
wzoréw na pochodne funkcji L'(Q, Q, t)

iaiL’_aL’_” d<6L) 8q,~+8L 6(‘7,-
dt 9Q; 0Q 4 |dt\dg) 0Q; ~ 9g; 9Q;
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gdzie wykorzystaliSmy udowodnione wczesniej wtasnosci

dq;  Oq; ; d dqi _ 0qi
0Q, 0Q dt 0Q; N 0Q;

Uwaga. Aby skorzystaé z drugiej wtasnosci, trzeba zatozy¢, ze
rozpatrywane transformacje sa funkcjami klasy C2.

Obliczmy nastepujaca réznice, korzystajac z wyprowadzonych
wzoréw na pochodne funkcji L'(Q, Q, t)

iiU_OL’_ 4 d<6L) 8q,~+8L ad;
dt 9Q; 0Q 4 |dt\dg) 0Q; ~ 9g; 9Q;
0L og oL 8q1 _
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gdzie wykorzystaliSmy udowodnione wczesniej wtasnosci

dq;  Oq; ; d dqi _ 0qi
0Q, 0Q dt 0Q; N 0Q;

Uwaga. Aby skorzystaé z drugiej wtasnosci, trzeba zatozy¢, ze
rozpatrywane transformacje sa funkcjami klasy C2.

Obliczmy nastepujaca réznice, korzystajac z wyprowadzonych
wzoréw na pochodne funkcji L'(Q, Q, t)

dor o & d<6L) 0 0L 04
dt 9Q; 0Q; dt \9g;) 0Q; = 94; 0Q;
oL dq; 0L aq,l B z”:[d oL 8L] aqi

T 9q; 0Q; 94 T Z|dtog  dq) 0Q;

9q; 0Q;  94; 0Q;
0
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gdzie wykorzystaliSmy udowodnione wczesniej wtasnosci

dq;  Oq; ; d dqi _ 0qi
0Q, 0Q dt 0Q; N 0Q;

Uwaga. Aby skorzystaé z drugiej wtasnosci, trzeba zatozy¢, ze
rozpatrywane transformacje sa funkcjami klasy C2.

Obliczmy nastepujaca réznice, korzystajac z wyprowadzonych
wzoréw na pochodne funkcji L'(Q, Q, t)

dor o & d<6L) 0 0L 04
dt 9Q; 0Q; dt \9g;) 0Q; = 94; 0Q;
oL dq; 0L aq,l B z”:[d oL 8L] aqi

T 9q; 0Q; 94 T Z|dtog  dq) 0Q;

9q; 0Q;  94; 0Q;
0
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Widzimy, ze réwnania Lagrange'a Il rodzaju po transformacji
punktowej maja doktadnie taka sama postaé jak przed

transformacja:
d ol L
787— 8 :07 j:l72,...7n.
dt 9Q; 0Q;
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Widzimy, ze réwnania Lagrange'a Il rodzaju po transformacji
punktowej maja doktadnie taka sama postaé jak przed

transformacja:
d ol L
787— 8 :07 j:l72,...7n.
dt 9Q; 0Q;

Uwaga. Poniewaz funkcja Lagrange'a L'(Q, Q, t) ma na ogdt inng
postac niz wyjsciowa funkcja L(q, g, t), to réwnania ruchu
wyrazone przez wspétrzedne Q; i predkosci Qj beda miaty inna
postad, niz réwnania wyjsciowe, wyrazone przez q; i q;, ale zawsze
bedziemy mogli je wyprowadzi¢ wychodzac z réwnan Lagrange'a Il
rodzaju w niezmienionej formie.
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Inng ciekawa wtasnoscia réwnan Lagrange'a Il rodzaju jest tzw.
niezmienniczo$¢ cechowania.
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Inng ciekawa wtasnoscia réwnan Lagrange'a Il rodzaju jest tzw.
niezmienniczo$¢ cechowania.

Przetransformujmy funkcje Lagrange’a, tym razem bez zmiany
wspbtrzednych, w nastepujacy sposob

. ) ) dF(q,t
L(g,q,t) — L'(q.4,t) = L(q.q,t) + Elt),

gdzie F(q,t) jest dowolna rézniczkowalng funkcja wspétrzednych
uogdlnionych i czasu.
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Inng ciekawa wtasnoscia réwnan Lagrange'a Il rodzaju jest tzw.
niezmienniczo$¢ cechowania.

Przetransformujmy funkcje Lagrange’a, tym razem bez zmiany
wspotrzednych, w nastepujacy sposéb

dF(q, t)

L(q7 qv t) - L/(q7 qa t) = L(q7 qv t) + ?7

gdzie F(q,t) jest dowolna rézniczkowalng funkcja wspétrzednych
uogdlnionych i czasu.

Wstawmy funkcje L'(q, g,t) do réwnan Lagrange'a Il rodzaju

d ot oL

dt an 8qj N
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Inng ciekawa wtasnoscia réwnan Lagrange'a Il rodzaju jest tzw.
niezmienniczo$¢ cechowania.

Przetransformujmy funkcje Lagrange’a, tym razem bez zmiany
wspotrzednych, w nastepujacy sposéb

dF(q, t)

L(q7 qv t) - L/(q7 qa t) = L(q7 qv t) + ?7

gdzie F(q,t) jest dowolna rézniczkowalng funkcja wspétrzednych
uogdlnionych i czasu.
Wstawmy funkcje L'(q, g,t) do réwnan Lagrange'a Il rodzaju

d ol o d oL dL  d 9 dF(q.t) 9 dF(q,t)

dt 9 0q  dt dq 0q At dq dt  dq dt
—_—
0

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 41/44



Obliczmy pochodne funkcji F = F(q, t) zaznaczone na niebiesko
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Obliczmy pochodne funkcji F = F(q, t) zaznaczone na niebiesko

dF
dt
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Obliczmy pochodne funkcji F = F(q, t) zaznaczone na niebiesko

dF

. OF . OF
I ;aimql—"_E?
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Obliczmy pochodne funkcji F = F(q, t) zaznaczone na niebiesko

dF ™. OF . oF
I ;aimql—"_E?
0 dF
3f]j dt
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Obliczmy pochodne funkcji F = F(q, t) zaznaczone na niebiesko

dF ™. OF . OF
I ;aimql—"_E?
0 dF _
3f]j dt N
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Obliczmy pochodne funkcji F = F(q, t) zaznaczone na niebiesko

dF " OF . OF

I ;aiqiql + Bt
0 dF_ (R0F0
86']J' dt = aq; adj

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 42/44



Obliczmy pochodne funkcji F = F(q, t) zaznaczone na niebiesko

dF ™. OF OF
ar T agh Tt
0 dF OF 0¢;
87']] dt Z + 0q; 0g; Z 8q,
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Obliczmy pochodne funkcji F = F(q, t) zaznaczone na niebiesko

dF " OF OF

& = 2T ar
0 dF OF 0¢; aF
aé]j dt Zaql aqj Zaql q_/
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Obliczmy pochodne funkcji F = F(q, t) zaznaczone na niebiesko
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i wstawmy je do réwnan Lagrange’a Il rodzaju

dor or_doF  odr
dt 6(]j aqj Cdt Oqj aqj dt -
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Obliczmy pochodne funkcji F = F(q, t) zaznaczone na niebiesko

dF " OF OF

& = 2T ar
0 dF OF 0¢; 8F
aé]j dt Zaql aqj ,Zaql q_/

i wstawmy je do réwnan Lagrange’a Il rodzaju
doU oU_d oF 9 dF
dt 6(]j aqj Cdt Oqj aqj dt -

Widzimy, ze wyrazy po prawej stronie réznig sie tylko kolejnoscia
pochodnych.
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Obliczmy pochodne funkcji F = F(q, t) zaznaczone na niebiesko

dF " OF OF

& = 2T ar
0 dF OF 0¢; 8F
aé]j dt Zaql aqj Zaql q_/

i wstawmy je do réwnan Lagrange’a Il rodzaju
doU oU_d oF 9 dF
dt 6(]j aqj Cdt Oqj aqj dt -

Widzimy, ze wyrazy po prawej stronie réznig sie tylko kolejnoscia
pochodnych. Jedli funkcja F jest klasy C?, to oba wyrazy kasuja sie
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Réwnania Lagrange'a
grang

i otrzymujemy réwnania Lagrange'a Il rodzaju

d oL ol
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Réwnania Lagrange'a
grang

i otrzymujemy réwnania Lagrange'a Il rodzaju

d oL ol

takie same jak réwnania wyjsciowe z funkcja L.
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Réwnania Lagrange'a
grang

Podsumujmy nasza dotychczasowa wiedze na temat réwnan
Lagrange'a Il rodzaju.
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Podsumujmy nasza dotychczasowa wiedze na temat réwnan
Lagrange'a Il rodzaju.

@ Dzieki swojej prostocie i niezmienniczosci przy transformacjach
punktowych nadaja sie na ogdt najlepiej do znajdywania
réwnan ruchu dla uktadéw z wiezami holonomicznymi.
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Podsumujmy nasza dotychczasowa wiedze na temat réwnan
Lagrange'a Il rodzaju.

@ Dzieki swojej prostocie i niezmienniczosci przy transformacjach
punktowych nadaja sie na ogdt najlepiej do znajdywania
réwnan ruchu dla uktadéw z wiezami holonomicznymi.

@ Stanowia centralny punkt mechaniki lagranzowskiej oraz s
punktem wyjscia do dalszych studiéw mechaniki.
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