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Przesunieciem wirtualnym dr; i-tego punktu materialnego
nazywamy jego przemieszczenie, ktére jest

@ nieskonczenie mate,
@ zgodne z wiezami,

@ natychmiastowe.
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Przesunieciem wirtualnym dr; i-tego punktu materialnego
nazywamy jego przemieszczenie, ktére jest

@ nieskonczenie mate,
@ zgodne z wiezami,
@ natychmiastowe.

To wtasnie natychmiastowos¢, ktéra jest sprzeczna z obserwacja,
ze oddziatywanie nastepuje zawsze w pewnym skonczonym czasie,
odréznia przesuniecie wirtualne od przesuniecia rzeczywistego.
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Przesunieciem wirtualnym dr; i-tego punktu materialnego
nazywamy jego przemieszczenie, ktére jest

@ nieskonczenie mate,
@ zgodne z wiezami,
@ natychmiastowe.

To wtasnie natychmiastowos¢, ktéra jest sprzeczna z obserwacja,
ze oddziatywanie nastepuje zawsze w pewnym skonczonym czasie,
odréznia przesuniecie wirtualne od przesuniecia rzeczywistego.
Uwaga: Zgodnie z postulatami szczegdlnej teorii wzglednosci,
najwieksza predkoscia, z ktérag moze nastapi¢ oddziatywanie jest
predkos$¢ swiatta w prézni.
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W przypadku wiezdéw skleronomicznych przesuniecia wirtualne s3
réwnowazne przesunieciom rzeczywistym.
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W przypadku wiezdéw skleronomicznych przesuniecia wirtualne s3
réwnowazne przesunieciom rzeczywistym. Przy wiezach
reonomicznych przesuniecia wirtualne réznig sie od przesunieé
rzeczywistych,

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 3/28



W przypadku wiezdéw skleronomicznych przesuniecia wirtualne s3
rdwnowazne przesunieciom rzeczywistym. Przy wiezach
reonomicznych przesuniecia wirtualne réznig sie od przesunieé
rzeczywistych, gdyz w przypadku przesunie¢ wirtualnych czas jest
zamrozony, a w przypadku przesunieé rzeczywistych, nastepujacych
w skonczonym czasie, wiezy reonomiczne zmieniajg swdj ksztatt.
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Przyktad 1: Koralik porusza sie po drucie réwnolegtym do osi Ox
kartezjanskiego uktadu wspétrzednych. Drut porusza sie ruchem
jednostajnie przyspieszonym w kierunku osi Oy z przyspieszeniem
a. W chwili poczatkowej drut spoczywa (vp = 0) na osi Ox.

3

Y
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Przyktad 1: Koralik porusza sie po drucie réwnolegtym do osi Ox
kartezjanskiego uktadu wspétrzednych. Drut porusza sie ruchem
jednostajnie przyspieszonym w kierunku osi Oy z przyspieszeniem
a. W chwili poczatkowej drut spoczywa (vp = 0) na osi Ox.

y 3
W nieskonczenie matym czasie
dt pret przesunie sie o vdt =
atdt w kierunku osi Oy,
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Przyktad 1: Koralik porusza sie po drucie réwnolegtym do osi Ox
kartezjanskiego uktadu wspétrzednych. Drut porusza sie ruchem
jednostajnie przyspieszonym w kierunku osi Oy z przyspieszeniem
a. W chwili poczatkowej drut spoczywa (vp = 0) na osi Ox.

y 3
W nieskonczenie matym czasie
dt pret przesunie sie o vdt =
atdt w kierunku osi Oy, a wiec

_____________ przesuniecie rzeczywiste dr' ma

Vodt = atdt niezerowa sktadowa y,
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Przyktad 1: Koralik porusza sie po drucie réwnolegtym do osi Ox
kartezjanskiego uktadu wspétrzednych. Drut porusza sie ruchem
jednostajnie przyspieszonym w kierunku osi Oy z przyspieszeniem
a. W chwili poczatkowej drut spoczywa (vp = 0) na osi Ox.

y 3
W nieskonczenie matym czasie
dt pret przesunie sie o vdt =
atdt w kierunku osi Oy, a wiec

_____________ przesuniecie rzeczywiste dr' ma

Vodt = atdt niezerowy sktadowa y, ktérej

' nie ma przesuniecie wirtualne

or’ ST
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Rozwazmy uktad N punktéw materialnych.
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Rozwazmy uktad N punktéw materialnych. W obecnosci wiezéw
rownanie ruchu i-tego punktu wynikajace z Il zasady dynamiki
Newtona ma postaé

-

mjr; — Fi = Zi,

gdzie site aktywna przeniesliSmy na lewa strone.
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Rozwazmy uktad N punktéw materialnych. W obecnosci wiezéw
rownanie ruchu i-tego punktu wynikajace z Il zasady dynamiki
Newtona ma postaé

-

mif — F = Z,
gdzie site aktywna przeniesliSmy na lewa strone.

Pomnézmy kazde z réwnan dla i = 1,2, ..., N przez odpowiednie
przesuniecie wirtualne 67,
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Rozwazmy uktad N punktéw materialnych. W obecnosci wiezéw
rownanie ruchu i-tego punktu wynikajace z Il zasady dynamiki
Newtona ma postaé

mjr; — Fj = Zj,
gdzie site aktywna przeniesliSmy na lewa strone.
Pomnézmy kazde z réwnan dla i = 1,2, ..., N przez odpowiednie
przesuniecie wirtualne §r;, tzn. réwnanie dla i = 1 mnozymy przez
6,711
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Rozwazmy uktad N punktéw materialnych. W obecnosci wiezéw
rownanie ruchu i-tego punktu wynikajace z Il zasady dynamiki
Newtona ma postaé

mjr; — Fj = Zj,
gdzie site aktywna przeniesliSmy na lewa strone.
Pomnézmy kazde z réwnan dla i = 1,2, ..., N przez odpowiednie
przesuniecie wirtualne §r;, tzn. réwnanie dla i = 1 mnozymy przez
ori, réwnanie dla i = 2 mnozymy przez 073, itd.
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Rozwazmy uktad N punktéw materialnych. W obecnosci wiezéw
rownanie ruchu i-tego punktu wynikajace z Il zasady dynamiki
Newtona ma postaé

mjr; — Fj = Zj,
gdzie site aktywna przeniesliSmy na lewa strone.
Pomnézmy kazde z réwnan dla i = 1,2, ..., N przez odpowiednie
przesuniecie wirtualne §r;, tzn. réwnanie dla i = 1 mnozymy przez
ori, réwnanie dla i = 2 mnozymy przez 073, itd.
Woéwczas otrzymamy uktad N réwnan skalarnych postaci

(mii = F) 07 = Z:- 07, i=1,2,.., N,
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Napiszmy wszystkie réwnania tego uktadu:

(mlrl — /‘:1> . (Sfi_ = Zl 5r1,
(mi-F)-67 = Z-on,
(mwin — F) -7 = Zu- o
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Wyrazenie po prawej stronie réwnania

i(m,r,— ,) or: —Zz-éﬁ

i=1 i=1

przedstawia
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Wyrazenie po prawej stronie réwnania

i(m,r,— ,) or: —Zz-éﬁ

i=1 i=1

przedstawia sume prac wirtualnych sit reakcji wiezéw dziatajacych
w rozpatrywanym uktadzie N punktéw materialnych.
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Wyrazenie po prawej stronie réwnania

i(m,r,— ,) or: —Zz-éﬁ

i=1 i=1

przedstawia sume prac wirtualnych sit reakcji wiezéw dziatajacych
w rozpatrywanym uktadzie N punktéw materialnych.

Zasada d'Alemberta méwi, ze suma prac wirtualnych sit reakgcji
wiezdéw dziatajacych w ukfadzie jest réwna zero,
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Wyrazenie po prawej stronie réwnania

i(m,r,— ,) or: —Zz-éﬁ

i=1 i=1

przedstawia sume prac wirtualnych sit reakcji wiezéw dziatajacych
w rozpatrywanym uktadzie N punktéw materialnych.

Zasada d'Alemberta méwi, ze suma prac wirtualnych sit reakgcji
wiezdw dziatajacych w ukfadzie jest réwna zero, a wiec
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Zasada d'Alemberta,
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Zasada d'Alemberta, jakkolwiek oczywista — zamrozone wiezy nie
moga przeciez wykonywac¢ pracy nad uktadem fizycznym —
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Zasada d'Alemberta, jakkolwiek oczywista — zamrozone wiezy nie
moga przeciez wykonywacé pracy nad uktadem fizycznym — jest
aksjomatem mechaniki,
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Zasada d'Alemberta, jakkolwiek oczywista — zamrozone wiezy nie
moga przeciez wykonywacé pracy nad uktadem fizycznym — jest
aksjomatem mechaniki, tzn., ze nie mozna jej wyprowadzi¢ z
innych, bardziej podstawowych praw.
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Zasada d'Alemberta, jakkolwiek oczywista — zamrozone wiezy nie
moga przeciez wykonywacé pracy nad uktadem fizycznym — jest
aksjomatem mechaniki, tzn., ze nie mozna jej wyprowadzi¢ z
innych, bardziej podstawowych praw.

Zauwazmy, ze poszczeg6lne sktadniki sumy, Z, -0r:, w zasadzie
d’'Alemeberta nie musza sie zerowad.
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Zasada d'Alemberta, jakkolwiek oczywista — zamrozone wiezy nie
moga przeciez wykonywacé pracy nad uktadem fizycznym — jest
aksjomatem mechaniki, tzn., ze nie mozna jej wyprowadzi¢ z
innych, bardziej podstawowych praw.

Zauwazmy, ze poszczeg6lne sktadniki sumy, Z, -0r:, w zasadzie
d’'Alemeberta nie musza sie zerowaé. Znika¢ musi dopiero ich
suma:
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Zasada d'Alemberta, jakkolwiek oczywista — zamrozone wiezy nie
moga przeciez wykonywacé pracy nad uktadem fizycznym — jest
aksjomatem mechaniki, tzn., ze nie mozna jej wyprowadzi¢ z
innych, bardziej podstawowych praw.

Zauwazmy, ze poszczeg6lne sktadniki sumy, Z, -0r:, w zasadzie
d’'Alemeberta nie musza sie zerowaé. Znika¢ musi dopiero ich

suma:

Aby to zilustrowad, rozwazmy ponownie przyktad wahadta ze
swobodnie slizgajagcym sie punktem zawieszenia.
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Y

Zauwazmy, ze

meo

—post. —obr.
07y 0T
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Zauwazmy, ze

—nici __ >
Z]. _ — Z2,

meo

—post. —obr.
07y 0T
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Y Zauwazmy, ze
z —nici __ >
Z]. — —Z2,
- _ ¢—opost.
on =or,
meo
5F2post. 67—_»2obn
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Y

Zauwazmy, ze

Znici >
Z]. 1= —Z2,

- _ ¢—opost.
on =or,

—Prow. -
Zl . 5/’1 == 0,

—post. —obr.
07y 0T

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 9/28



Y

Zauwazmy, ze

Z]l:lici _ _2’2’
5Fi — 5fépost.
ZFTOW~ . 5Fi _ 0,
2’2 . 5,:éobr. —0.

Dla nieskonczenie matych prze-

sunie¢ krzywizna §7°°™ nie od-

grywa roli.

—post. —obr.
07y 0T
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Y Zauwazmy, ze
d Znici >
Zl = _ZZa
R _post.
on = orP>
Z]I.)I'OW. . 5Fi — 0’
22 . 5,:éobr. —0.
m Dla nieskonczenie matych prze-
2 . . ~— . .
sunie¢ krzywizna §7°P" nie od-
5—»pot 5 b Q _\/ 2
7 st. 7—_‘0 . i
? 2 grywa roli.

Poszczegblne wyrazy w zasadzie d'Alemberta majg postaé
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Y Zauwazmy, ze
d Znici >
Zl = _ZZa
R _post.
on = orP>
Z]I.)I'OW. . 5Fi — 0’
22 . 5,:éobr. —0.
m Dla nieskonczenie matych prze-
2 . . ~— . .
sunie¢ krzywizna §7°P" nie od-
5—»pot 5 b Q _\/ 2
7 st. 7—_‘0 . i
? 2 grywa roli.

Poszczegblne wyrazy w zasadzie d'Alemberta majg postaé

Zy-0R
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Y Zauwazmy, ze
d Znici >
Zl = _ZZa
R _post.
on = orP>
Z]I.)I'OW. . 5Fi — 0’
22 . 5,:éobr. —0.
m Dla nieskonczenie matych prze-
2 . . ~— . .
sunie¢ krzywizna §7°P" nie od-
5—»pot 5 b Q _\/ 2
7 st. 7—_‘0 . i
? 2 grywa roli.

Poszczegblne wyrazy w zasadzie d'Alemberta majg postaé

Z1-67 =
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Y

Zauwazmy, ze
" o -
Z]l:llCl _ _22,
- _ ¢—opost.
on =or,
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Zy 07 = 0.

Dla nieskonczenie matych prze-

—obr.

M . . - .
sunie¢ krzywizna dr, nie od-

—post. —obr.
07y 0T

grywa roli.

Poszczegblne wyrazy w zasadzie d'Alemberta majg postaé

Zion = (ZPV4 2 oh =
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Dla nieskonczenie matych prze-
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—post. —obr.
07y 0T

grywa roli.

Poszczegblne wyrazy w zasadzie d'Alemberta majg postaé

Z_’l 6F, = (Z_’lprow. + Z’{lici) 67 = Z{lici 6 =
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Y Jprov. Zauwazmy, ze

x Z_'nici _ _2’2,
07 = oRPot
Zfr0W~ . 5/’1 _ 0,
2’2 . 5,:éobr. —0.

Dla nieskonczenie matych prze-

Mo .
perem g sunie¢ krzywizna §7°°™ nie od-
7 st. obr.
? 2 grywa roli.
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Zion = (ZPV 4 2o = 2 oA = ~ 25 - oA,
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Y Jprov. Zauwazmy, ze

x Z_'nici _ _2’2,
07 = oRPot
Zfr0W~ . 5/’1 _ 0,
2’2 . 5,:éobr. —0.

Dla nieskonczenie matych prze-
sunie¢ krzywizna <>r2“]” nie od-

—post. —obr.
07y 0T

grywa roli.

Poszczegblne wyrazy w zasadzie d'Alemberta majg postaé

Z_’l ) (5,:]»- (Z_’{)row. + Z’{lici) . 5,:]'- _ IllCl 5r1 — _22 6/’]_,

7> - 07
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Y

Zauwazmy, ze
z o o
chl _ _22,
(5!’1 5—»post
7PV 67 =0,
22 . 5,:éobr. —0.

Dla nieskonczenie matych prze-

Mo .
perem g sunie¢ krzywizna §7°°™ nie od-
7 st. obr.
? 2 grywa roli.
Poszczegdlne wyrazy w zasadzie d’Alemberta maja postaé
g yrazy )3 P
Zion = (ZPV 4 2o = 2 oA = ~ 25 - oA,

7,0 =
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Y Zauwazmy, ze
" o -
chl _ _22,
(5!’1 5—»post
7% 6/ =0,
22 . 5,:éobr. —0.
" Dla nieskonczenie matych prze-
2 .
perem g sunie¢ krzywizna §7°°™ nie od-
7 st. obr.
? 2 grywa roli.
Poszczegblne wyrazy w zasadzie d'Alemberta majg postaé
Zion = (ZPV 4 2o = 2 oA = ~ 25 - oA,

2o 0% = Zy- (5*Post+5*°br):
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Y Zauwazmy, ze
" o -
chl _ _22,
(5!’1 5—»post
7% 6/ =0,
22 . 5,:éobr. —0.
" Dla nieskonczenie matych prze-
2 .
perem g sunie¢ krzywizna §7°°™ nie od-
7 st. obr.
? 2 grywa roli.
Poszczegblne wyrazy w zasadzie d'Alemberta majg postaé
Zion = (ZPV 4 2o = 2 oA = ~ 25 - oA,

22.56 — Z (5—»post _i_(s—»obr) Z2 5—»post
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Y

Zauwazmy, ze

Znici — _22,
(5!’1 5—»post
Zfrow' -0 =0,
22 . 5,:éobr. =0.
Dla nieskonczenie matych prze-

sunie¢ krzywizna <>r2“]”
grywa roli.

meo

nie od-

—post. —obr.
07y 0T

Poszczegblne wyrazy w zasadzie d'Alemberta majg postaé
7,08 = (fo°W~+Zfici) SR = ZM4 L5 = 7, - 6R,
2% = Zo- (0B + R ) = 2o 67PN = 25 0R,
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Chociaz poszczegdlne wyrazy w zasadzie d'Alemberta s3
niezerowe,
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Chociaz poszczegdlne wyrazy w zasadzie d'Alemberta s3
niezerowe, to ich suma znika.

2
Z 0 =210+ 2o -0 =—25-0R+ 2Z>-0R = 0.
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Chociaz poszczegdlne wyrazy w zasadzie d'Alemberta s3
niezerowe, to ich suma znika.

2
Y Zi-0fi=21-0R+ 22 0% = ~2Z> - 0R + Z2- 67 = 0.

Poszczegdlne punkty uktadu o masach my i my; moga wymieniaé ze
sobg energie utracona, badZ uzyskana, w wyniku oddziatywania z
wiezami.
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Bezposrednig konsekwencja zasady d'Alemberta jest réwnanie
d’'Alemberta.
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Bezposrednig konsekwencja zasady d'Alemberta jest réwnanie
d'Alemberta. Jezeli w réwnaniu

EN:(m,-%}— ) or = ZZ 7

i=1
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Bezposrednig konsekwencja zasady d'Alemberta jest réwnanie
d'Alemberta. Jezeli w réwnaniu

EN:(m,-%}— ) or = ZZ or:.

i=1

podstawimy SN Z 67 =0,
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Bezposrednig konsekwencja zasady d'Alemberta jest réwnanie
d'Alemberta. Jezeli w réwnaniu

EN:(m,-%}— ) or = ZZ or:.

i=1

podstawimy Z,N:l Z:- 867 =0, to otrzymamy
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Bezposrednig konsekwencja zasady d'Alemberta jest réwnanie
d'Alemberta. Jezeli w réwnaniu

EN:(m,-%}— ) or = ZZ or:.

i=1

podstawimy Z,N:l Z:- 867 =0, to otrzymamy

Jest to réwnanie d'Alemberta dla uktadu N punktéw materialnych
z wiezami dowolnymi.
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Bezposrednig konsekwencja zasady d'Alemberta jest réwnanie
d'Alemberta. Jezeli w réwnaniu

EN:(m,-%}— ) or = ZZ or:.

i=1

podstawimy Z,N:l Z:- 867 =0, to otrzymamy

Jest to réwnanie d'Alemberta dla uktadu N punktéw materialnych
z wiezami dowolnymi.

Réwnanie d'Alemberta ma jednak praktyczne znaczenie tylko dla
wiezéw holonomicznych.
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Stwierdzenie to ilustrujg nastepujace przyktady.
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Stwierdzenie to ilustrujg nastepujace przyktady.
Przyktad 2: Punkt materialny o masie m porusza sie po
wewnetrznej powierzchni stozka o kacie pétrozwartosci a.

Z=rctga
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Stwierdzenie to ilustrujg nastepujace przyktady.
Przyktad 2: Punkt materialny o masie m porusza sie po
wewnetrznej powierzchni stozka o kacie pétrozwartosci a.

Réwnanie d’Alemberta ma
postaé

(m%— mg) 5F=0

Z=rctga
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Stwierdzenie to ilustrujg nastepujace przyktady.
Przyktad 2: Punkt materialny o masie m porusza sie po
wewnetrznej powierzchni stozka o kacie pétrozwartosci a.

Réwnanie d’Alemberta ma
postaé

(m%—mg) 5F=0
m[Xox + ydy + (2 +g)0z] =0,

Z=rctga
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Stwierdzenie to ilustrujg nastepujace przyktady.
Przyktad 2: Punkt materialny o masie m porusza sie po
wewnetrznej powierzchni stozka o kacie pétrozwartosci a.

Réwnanie d’Alemberta ma
postaé

(m%—mg) 5F=0
m[Xox + ydy + (2 +g)0z] =0,

gdyz w wybranym ukfadzie
wspbtrzednych wektor przyspie-
szenia ziemskiego

z=rctga g=10,0,—g].
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We wspétrzednych cylindrycznych

X = rcosy,
y = rsinyp, =
z = rctga
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We wspétrzednych cylindrycznych

X = rcosy, 0x
y = rsinyp, =
z = rctga
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We wspétrzednych cylindrycznych

X = rcosy, ox =
y = rsinyp, =
z = rctga
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We wspétrzednych cylindrycznych

X = rcosy, 0x = cospdr — rsinpdp,
y = rsinyp, =
z = rctga
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We wspétrzednych cylindrycznych

X = rcosy, 0x = cospdr — rsinpdp,
y = rsiny, = oy
z = rctga
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We wspétrzednych cylindrycznych

X = rcosy, 0x = cospdr — rsinpdp,
y = rsiny, = oy =
z = rctga
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We wspétrzednych cylindrycznych

X = rcosy, 0x = cospdr — rsinpdp,
y = rsiny, = 0y = sin@dr+ rcospdyp,
z = rctga
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We wspétrzednych cylindrycznych

X = rcosy, 0x = cospdr — rsinpdp,
y = rsingp, = oy = sinpdr+ rcospdp,
z = rctga bz
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We wspétrzednych cylindrycznych

X = rcosy, 0x = cospdr — rsinpdp,
y = rsingp, = oy = sinpdr+ rcospdp,
z = rctga bz =

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 13/28



We wspétrzednych cylindrycznych

X = rcosy, 0x = cospdr — rsinpdp,
y = rsingp, = oy = sinpdr+ rcospdp,
z = rctga 6z = ctgadr.
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We wspétrzednych cylindrycznych

X = rcosy, 0x = cospdr — rsinpdp,
y = rsingp, = oy = sinpdr+ rcospdp,
z = rctga 6z = ctgadr.

Nie ma jawnej zaleznosci od czasu wiec przesuniecia wirtualne
obliczamy tak jak rézniczki zupetne.
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We wspétrzednych cylindrycznych

X = rcosy, 0x = cospdr — rsinpdp,
y = rsingp, = oy = sinpdr+ rcospdp,
z = rctga 6z = ctgadr.

Nie ma jawnej zaleznosci od czasu wiec przesuniecia wirtualne
obliczamy tak jak rézniczki zupetne.
Przedzielmy réwnanie d'Alemberta przez m

Xox+yoy+(2+g)éz=0

i wstawmy obliczone przesuniecia wirtualne
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We wspétrzednych cylindrycznych

X = rcosy, 0x = cospdr — rsinpdp,
y = rsingp, = oy = sinpdr+ rcospdp,
z = rctga 6z = ctgadr.

Nie ma jawnej zaleznosci od czasu wiec przesuniecia wirtualne
obliczamy tak jak rézniczki zupetne.
Przedzielmy réwnanie d'Alemberta przez m

Xox+yoy+(2+g)éz=0
i wstawmy obliczone przesuniecia wirtualne

X (cosdr — rsinpdyp) + y (sinpdr + rcos pdp) + (Z + g) ctg adr = 0.
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Przeksztatémy réwnanie

X (cos pdr — rsindp) + y (sindr + rcos pop) + (Z + g) ctgadr =0
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Przeksztatémy réwnanie
X (cos pdr — rsindp) + y (sindr + rcos pop) + (Z + g) ctgadr =0
grupujac wyrazy z dr i ¢

[Xcosp + ysinp + (Z+ g)ctga] or + (—Xrsinp + yrcosp) dp = 0.
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Przeksztatémy réwnanie

X (cos pdr — rsindp) + y (sindr + rcos pop) + (Z + g) ctgadr =0
grupujac wyrazy z 6r i 6

[Xcosp + ysinp + (Z+ g)ctga] or + (—Xrsinp + yrcosp) dp = 0.

Wspétrzedne r i ¢, a zatem réwniez przesuniecia dr i dp, s3
niezalezne.
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Przeksztatémy réwnanie

X (cos pdr — rsindp) + y (sindr + rcos pop) + (Z + g) ctgadr =0
grupujac wyrazy z 6r i 6

[Xcosp + ysinp + (Z+ g)ctga] or + (—Xrsinp + yrcosp) dp = 0.

Wspétrzedne r i ¢, a zatem réwniez przesuniecia dr i dp, s3
niezalezne. (Uktad ma dwa stopnie swobody.)

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 14/28



Kombinacja liniowa niezaleznych przesunie¢ dr i dy

[Xcosp + ysinp + (Z+ g) ctga]dr + (—Xrsinp + yrcosp)dp = 0.

moze znika¢ wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiednie wspdtczynniki
sie zeruja.
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Kombinacja liniowa niezaleznych przesunie¢ dr i dy
[Xcosp + ysinp + (Z+ g) ctga]dr + (—Xrsinp + yrcosp)dp = 0.

moze znika¢ wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiednie wspdtczynniki

sie zeruja.
W takim razie otrzymujemy dwa réwnania

Xcosp+ysinp+ (Z+ g)ctga =0,
r(—xsiny + ycosp) = 0.
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Kombinacja liniowa niezaleznych przesunie¢ dr i dy

[Xcosp + ysinp + (Z+ g) ctga]dr + (—Xrsinp + yrcosp)dp = 0.
moze znika¢ wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiednie wspdtczynniki
sie zeruja.

W takim razie otrzymujemy dwa réwnania

Xcosp+ysinp+ (Z+ g)ctga =0,
r(—xsiny + ycosp) = 0.

Drugie réwnanie jest spetnione, gdy
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Kombinacja liniowa niezaleznych przesunie¢ dr i dy

[Xcosp + ysinp + (Z+ g) ctga]dr + (—Xrsinp + yrcosp)dp = 0.
moze znika¢ wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiednie wspdtczynniki
sie zeruja.

W takim razie otrzymujemy dwa réwnania

Xcosp+ysinp+ (Z+ g)ctga =0,
r(—xsiny + ycosp) = 0.

Drugie réwnanie jest spetnione, gdy

r=20
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Kombinacja liniowa niezaleznych przesunie¢ dr i dy
[Xcosp + ysinp + (Z+ g) ctga]dr + (—Xrsinp + yrcosp)dp = 0.

moze znika¢ wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiednie wspdtczynniki

sie zeruja.
W takim razie otrzymujemy dwa réwnania

Xcosp+ysinp+ (Z+ g)ctga =0,
r(—xsiny + ycosp) = 0.

Drugie réwnanie jest spetnione, gdy

r=0 lub —Xsinp-+ ycosp =0.
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Poniewaz réwnanie r = 0 jest spetnione tylko, gdy punkt spoczywa
w wierzchotku stozka, to mozemy je pominac¢ jako fizycznie
nieciekawe.
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Poniewaz réwnanie r = 0 jest spetnione tylko, gdy punkt spoczywa
w wierzchotku stozka, to mozemy je pominac¢ jako fizycznie

nieciekawe.
Wstawiajac do réwnan w kolorze niebieskim wzory na X, y i Z z
Wyktadu 2
= Fcosp — 2fpsing — r@sing — rg? cos g,
= Fsing + 2Fpcos + rpcosp — rg?sing,
zZ = frFctga
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Poniewaz réwnanie r = 0 jest spetnione tylko, gdy punkt spoczywa
w wierzchotku stozka, to mozemy je pominac¢ jako fizycznie

nieciekawe.
Wstawiajac do réwnan w kolorze niebieskim wzory na X, y i Z z
Wyktadu 2
= Fcosp — 2fpsing — r@sing — rg? cos g,
= Fsing + 2Fpcos + rpcosp — rg?sing,
zZ = frFctga

i porzadkujac otrzymamy réwnania ruchu dla punktu materialnego
na powierzchni stozka

2F/p+rp=0 i (tga+ctga)i—ro’tga+g=0.
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Przyktad 3: Wahadto ze swobodnie $lizgajacym sie punktem
zawLeszenia.
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Przyktad 3: Wahadto ze swobodnie $lizgajacym sie punktem
zawLeszenia.

Réwnanie d'Alemberta ma postac

2

Z(mi./_;;'— miE) -6 =0

i=1
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Przyktad 3: Wahadto ze swobodnie $lizgajacym sie punktem

zawLeszen ia.

Réwnanie d'Alemberta ma postac

Zz:(mi./_;;'— miE) -6 =0

i—1
mify - 0F + my (.7.2—5) -6 =0,
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Przyktad 3: Wahadto ze swobodnie $lizgajacym sie punktem
zawLeszenia.

Réwnanie d'Alemberta ma postac

Zz:(mi./_;;'— miE) -6 =0

i—1
mify - 0F + my (.7.2—5) -6 =0,

gdyz g-0f =[0,—g]-[0x1,0] =0.
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Przyktad 3: Wahadto ze swobodnie $lizgajacym sie punktem
zawgleszenia.

Réwnanie d'Alemberta ma postac

i(mi.’i}— miE) -6 =0

i—1
mify - 0F + my (.7.2—5) -6 =0,

gdyz g-0f =[0,—g]-[0x1,0] =0.

Rozpisujac iloczyny skalarne we wspoétrzednych otrzymamy

m1>'€15x1 -+ my [)'625X2 =+ (y2 =+ g) 5)/2] =0.
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Yy
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Yy

Skorzystajmy ze wzoréw transforma-
cyjnych
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Yy

Skorzystajmy ze wzoréw transforma-
cyjnych

Xp = x1 + Ising
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Yy

Skorzystajmy ze wzoréw transforma-
cyjnych

X =x1+ Ising =
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Yy

Skorzystajmy ze wzoréw transforma-
cyjnych

xo =x1 +Ising = dxp = dxy + [cospdy,
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Yy

Skorzystajmy ze wzoréw transforma-
cyjnych

xo =x1 +Ising = dxp = dxy + [cospdy,
yo = —lcosyp
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Yy

Skorzystajmy ze wzoréw transforma-
cyjnych

xo =x1 +Ising = dxp = dxy + [cospdy,
yo = —lcosyp =
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Yy

Skorzystajmy ze wzoréw transforma-
cyjnych

xo =x1 +Ising = dxp = dxy + [cospdy,
y2 = —lcosp = dyr = Isinpdyp
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Yy

Skorzystajmy ze wzoréw transforma-
cyjnych

xo =x1 +Ising = dxp = dxy + [cospdy,
y2 = —lcosp = dyr = Isinpdyp

w réwnaniu
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Yy

Skorzystajmy ze wzoréw transforma-
cyjnych

xo =x1 +Ising = dxp = dxy + [cospdy,
y2 = —lcosp = dyr = Isinpdyp

w réwnaniu

m1X10x1 + my [Xo6x2 + (¥2 + &) 6y»] = 0.
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Yy

Skorzystajmy ze wzoréw transforma-
cyjnych

xo =x1 +Ising = dxp = dxy + [cospdy,
y2 = —lcosp = dyr = Isinpdyp

w réwnaniu

m1X10x1 + ma [X0x2 + (y2 + g) 6y2] = 0.
Wtedy otrzymamy

myX10x1 + my [X2 (Ox1 + 1 cos pdp) + (y2 + &) I'sin pdp] = 0.
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Grupujac wyrazy przy dx; i d¢ w réwnaniu

myX10x1 + my [%2 (0x1 + [ cos pdp) + (y2 + g) I'sin pdp] = 0
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Grupujac wyrazy przy dx; i d¢ w réwnaniu

m1X10x1 + my [)'52 (5X1 + I cos g@&p) + ()/2 + g) I'sin (,0(5(,0] =0
otrzymamy

(m1X1 + maXo) 0x1 + mol [X2 cosp + (2 + g) sinp] dp = 0.
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Grupujac wyrazy przy dx; i d¢ w réwnaniu

m1x10x1 + m [X2 (0x1 + I cospdp) + (Y2 + g) I'sinpdp] =0
otrzymamy
(m1x1 + maXp) dx1 + mal [X2 cos p + (y2 + g) sinp] 6 = 0.

Przyréwnujac do zera wspdtczynniki przy niezaleznych
przesunieciach wirtualnych dx; i d¢ otrzymamy

mixy + moxp = 0,

Xpcosp+ (Yo + g)sinp =0,

gdzie drugie réwnanie przedzielilismy przez my/.
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Skorzystajmy ponownie z wzoréw transformacyjnych

Xp = x1 + Ising
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Skorzystajmy ponownie z wzoréw transformacyjnych

Xp =x1+ Ising =
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Skorzystajmy ponownie z wzoréw transformacyjnych

Xp =x1+Ising = X0 =x1+ Ilpcosy
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Skorzystajmy ponownie z wzoréw transformacyjnych

Xp =x1+Ising = X0 =x1+ Ilpcosy
yo = —lcosp
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Skorzystajmy ponownie z wzoréw transformacyjnych

Xp =x1+Ising = X0 =x1+ Ilpcosy
yo = —lcosp =
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Skorzystajmy ponownie z wzoréw transformacyjnych

Xp =x1+Ising = X0 =x1+ Ilpcosy
y» = —lcosp = yo = losine.
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Skorzystajmy ponownie z wzoréw transformacyjnych

Xp =x1+Ising = X0 =x1+ Ilpcosy
y» = —lcosp = yo = losine.

Obliczmy drugie pochodne czasowe

Xo =
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Skorzystajmy ponownie z wzoréw transformacyjnych

Xp =x1+Ising = X0 =x1+ Ilpcosy
y» = —lcosp = yo = losine.

Obliczmy drugie pochodne czasowe

Xo = ¥+ l@cosp— I sing,
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Skorzystajmy ponownie z wzoréw transformacyjnych

Xp =x1+Ising = X0 =x1+ Ilpcosy
y» = —lcosp = yo = losine.

Obliczmy drugie pochodne czasowe

Xo = X1+ I@cosp — I¢?sin g,
y2

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 20/28



Skorzystajmy ponownie z wzoréw transformacyjnych

Xp =x1+Ising = X0 =x1+ Ilpcosy
y» = —lcosp = yo = losine.

Obliczmy drugie pochodne czasowe

Xo = X1+ I@cosp — I¢?sin g,
2o =
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Skorzystajmy ponownie z wzoréw transformacyjnych

Xp =x1+Ising = X0 =x1+ Ilpcosy
y» = —lcosp = yo = losine.

Obliczmy drugie pochodne czasowe

Xo = ¥+ l@cosp— I sing,
Vo = I@sing + 1% cosp
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Skorzystajmy ponownie z wzoréw transformacyjnych

Xp =x1+Ising = X0 =x1+ Ilpcosy
y» = —lcosp = yo = losine.

Obliczmy drugie pochodne czasowe

Xo = ¥+ l@cosp— I sing,
Vo = I@sing + 1% cosp

i wstawmy je do réwnan u dotu poprzedniej strony
miXxy + mo <x1 + I cos — [ sin go) =0,

()'61 + I cos  — % sin ap) cos ¢ + </gbsin © 4 1¢? cos ¢ —i—g) sinp = 0.
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Po prostych przeksztatceniach otrzymamy uktad réwnan ruchu
wahadta ze swobodnie $lizgajacym sie punktem zawieszenia

(my 4+ mp) %1 + mal (gbcos«p — gb2 sin gp) =0,
X1 cosp + lp + gsing = 0.
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Po prostych przeksztatceniach otrzymamy uktad réwnan ruchu
wahadta ze swobodnie $lizgajacym sie punktem zawieszenia

(my 4+ mp) %1 + mal (gbcos«p — gb2 sin gp) =0,
X1 cosp + lp + gsing = 0.

W obu przyktadach otrzymalismy doktadnie takie same réwnania
ruchu jak te, ktére wyprowadziliSmy z réwnan Newtona.
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Po prostych przeksztatceniach otrzymamy uktad réwnan ruchu
wahadta ze swobodnie $lizgajacym sie punktem zawieszenia

(my 4+ mp) %1 + mal (gbcos«p — gb2 sin gp) =0,
X1 cosp + lp + gsing = 0.

W obu przyktadach otrzymalismy doktadnie takie same réwnania
ruchu jak te, ktére wyprowadziliSmy z réwnan Newtona.

Tym razem jednak nie wprowadziliSmy sit reakcji wiezéw, a wiec
nie musieliSmy ich eliminowac.
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Zwréémy uwage, ze wyprowadzajac réwnania ruchu z réwnania
d’'Alemberta skorzystaliSmy z niezalezno$ci odpowiednich
przesunie¢ wirtualnych,
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Zwréémy uwage, ze wyprowadzajac réwnania ruchu z réwnania
d’'Alemberta skorzystaliSmy z niezalezno$ci odpowiednich
przesunie¢ wirtualnych, a zmienne zalezne wyeliminowalismy
korzystajac z warunkdédw wiezdw.
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Zwréémy uwage, ze wyprowadzajac réwnania ruchu z réwnania
d’'Alemberta skorzystaliSmy z niezalezno$ci odpowiednich
przesunie¢ wirtualnych, a zmienne zalezne wyeliminowalismy
korzystajac z warunkdéw wiezdéw.

Taka eliminacja zmiennych zaleznych jest mozliwa tylko w
przypadku wiezéw holonomicznych.
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Zwréémy uwage, ze wyprowadzajac réwnania ruchu z réwnania
d’'Alemberta skorzystaliSmy z niezalezno$ci odpowiednich
przesunie¢ wirtualnych, a zmienne zalezne wyeliminowalismy
korzystajac z warunkdéw wiezdéw.

Taka eliminacja zmiennych zaleznych jest mozliwa tylko w
przypadku wiezéw holonomicznych.

Dlatego réwnanie d'Alemberta ma praktyczne znaczenie tylko w
przypadku uktadéw z wiezami holonomicznymi.
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Jezeli uktad jest statyczny, to wszystkie przyspieszenia w réwnaniu
d'Alemberta s3 réwne zero i przyjmuje ono postac

N

> (mifi — F) - o5 =

i=1
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Jezeli uktad jest statyczny, to wszystkie przyspieszenia w réwnaniu
d'Alemberta s3 réwne zero i przyjmuje ono postac

N

f:(mi%i—":i)ﬁﬁ: Z(—/—j,).(srj.:

i=1 i=1
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Jezeli uktad jest statyczny, to wszystkie przyspieszenia w réwnaniu
d'Alemberta s3 réwne zero i przyjmuje ono postac

N N

%(mfﬁ—ﬁi)-aﬁ-z > (=F)-0r= =Y F-or=0

i=1 i=1 i=1
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Jezeli uktad jest statyczny, to wszystkie przyspieszenia w réwnaniu
d'Alemberta s3 réwne zero i przyjmuje ono postac

N N N
> (mifi—Fi)-ofi= 3 (=F)-0F = =Y F-dF =0

i=1 i=1 i=1

Otrzymaliémy réwnanie wyrazajace zasade réwnowagi uktadu N
punktéw materialnych
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Jezeli uktad jest statyczny, to wszystkie przyspieszenia w réwnaniu
d'Alemberta s3 réwne zero i przyjmuje ono postac

N N N
> (mifi—Fi)-ofi= 3 (=F)-0F = =Y F-dF =0

i=1 i=1 i=1

Otrzymaliémy réwnanie wyrazajace zasade réwnowagi uktadu N
punktéw materialnych

Uktad fizyczny jest w réwnowadze, jesli suma prac wirtualnych sit
aktywnych jest rowna zero.
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Réwnanie d'Alemberta mozna wykorzysta¢ do znajdowania sit
reakcji wiezdw.
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Réwnanie d'Alemberta mozna wykorzysta¢ do znajdowania sit
reakcji wiezéw. W tym celu rozpatruje sie alternatywny uktad

fizyczny, w ktérym usuwa sie jeden warunek wiezdw, ktéry jest
realizowany przez poszukiwang site reakgcji F.
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Réwnanie d'Alemberta mozna wykorzysta¢ do znajdowania sit
reakcji wiezéw. W tym celu rozpatruje sie alternatywny uktad
fizyczny, w ktérym usuwa sie jeden warunek wiezdw, ktéry jest
realizowany przez poszukiwang site reakgcji F. llustruje to
nastepujacy przyktad.

Przyktad 4: Cztowiek o masie M wchodzi na drabine o dtugosci /
na dtugo$¢ L. Drabina tworzy z podtoga kat o, a na jej koncach
umieszczono rolki, zeby wyeliminowa¢ sity tarcia o Sciane i
podtoge. Masa drabiny wynosi m. Jaka jest sita naprezenia liny,
ktéra drabina jest umocowana do $ciany?
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Podtoga i $ciana sg zrédtem sit
reakcji wiezdw, a ciezar cztowie-
ka i drabiny oraz naprezenie liny
F sg sitami aktywnymi.
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Podtoga i $ciana s3 zrédtem sit
reakcji wiezdw, a ciezar cztowie-
ka i drabiny oraz naprezenie liny
F sg sitami aktywnymi.

Uktad jest statyczny, dlatego réwnanie d'Alemberta ma postac

mg - 67s + Mg - 67g + F - 674 = 0,
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Podtoga i $ciana s3 zrédtem sit
reakcji wiezdw, a ciezar cztowie-
ka i drabiny oraz naprezenie liny
F sg sitami aktywnymi.

Uktad jest statyczny, dlatego réwnanie d'Alemberta ma postac
mg - 67s + Mg - 67g + F - 674 = 0,

gdzie g = [0,—g], F = [~F,0], 675 = [dxs, bys], 67 = [0xz, Oys]
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Podtoga i $ciana s3 zrédtem sit
reakcji wiezdw, a ciezar cztowie-
ka i drabiny oraz naprezenie liny
F sg sitami aktywnymi.

Uktad jest statyczny, dlatego réwnanie d'Alemberta ma postac

mg - 67s + Mg - 67g + F - 674 = 0,
gdzie § = [0,—g], F = [~F,0], 675 = [0xs, dys], 675 = [3x8, dys]
i 0ra = [6xa,0].
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Uwzgledniajac postaé wektoréw otrzymamy réwnanie

—mgdys — Mgdyg — Foxa = 0.
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xa = | cos a = oxa = —Isin ada,

yg = Lsina = dyg = Lcosada,

1 1
\ yS:EISinOé = 5y5:§lcosa6a

T

i wstawmy je do naszego réwnania.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 26/28



Uwzgledniajac postaé wektoréw otrzymamy réwnanie

—mgdys — Mgdyg — Foxa = 0.

Wyrazmy wszystkie zmienne przez kat «

xa = | cos a = oxa = —Isin ada,

yg = Lsina = dyg = Lcosada,

1 1
\ yS:EISinOé = 5y5:§lcosa6a

T

i wstawmy je do naszego réwnania. Otrzymujemy

1
<—mg2/cosa — Mgl cos o 4 Flsin a> o = 0.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 26/28



Wspédtczynnik przy da musi sie zerowad

1
—mgilcosa — Mgl cos o + Flsina = 0.
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Wspédtczynnik przy da musi sie zerowad
1 :
—mgilcosa — Mgl cos o + Flsina = 0.

Skad po prostych przeksztatceniach otrzymujemy wzér na szukana
site F

1 L
F= <2m+ /I\/I> gctga.
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Podsumujmy znaczenie zasady i réwnania d'Alemberta.
@ Pozwalaja przedstawi¢ réwnania ruchu w postaci nie
zawierajacej sit reakcji wiezdw.
@ Pozwalaja wyznaczy¢ sity dziatajace na uktad.
@ Pozwalaja znalez¢ potozenia réwnowagi uktadéw.

@ Pozwalaja w naturalny sposéb przejs¢ do formalizmu
lagranzowskiego.
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