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‘ Wspétrzedne uogélnion

Wszystkie wielkosci, ktére moga opisywaé pewien uktad
mechaniczny nazywamy wspétrzednymi uogdlnionymi.
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mechaniczny nazywamy wspétrzednymi uogdlnionymi.
Moga to by¢ np. wspdtrzedne

o kartezjanskie,

o cylindryczne,

o sferyczne,
albo ich kombinacja.
Minimalna liczbe niezaleznych wspétrzednych uogdlnionych
niezbednych do petnego opisu danego uktadu fizycznego bedziemy
nazywali liczba stopni swobody uktadu.
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Uktad N punktédw materialnych nie podlegajacy ograniczeniom
geometrycznym ma w tréjwymiarowej przestrzeni 3N stopni
swobody, a na ptaszczyznie 2/N stopni swobody.

Swobodna bryta sztywna ma w tréjwymiarowe] przestrzeni 6 stopni
swobody, gdyz dodatkowo do swobody ruchu postepowego w 3
kierunkach, mozemy ja obréci¢ na 3 rézne sposoby.
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Xi:Xi(q17q27"'aq3Nat)a i = 1)27”')3/\/’

gdzie wspétrzedne kartezjanskie (xi, y1,21) pierwszego punktu
ponumerowali$my (x1, x2, x3), wspdtrzedne kartezjanskie (xz, y2, 22)
drugiego punktu ponumerowali$my (xa, X5, Xp), itd.

Zwiazki te mozemy zapisa¢ wektorowo

_; = r’ (q17q27 -+ Q3N t), i = 1,2, ey N.
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‘ Wspétrzedne uogélnion

Ograniczmy sie do jednego punktu materialnego (N =1) i
napiszmy zwiazki

Xi:Xi(ql7q2aq3at)7 i:1>2737

w przypadku ukfadu
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‘ Wspétrzedne uogélnion

Ograniczmy sie do jednego punktu materialnego (N =1) i
napiszmy zwiazki

Xi:Xi(ql7q27q3at)7 i:1>2737

w przypadku ukfadu

sferycznego: cylindrycznego:
x1 = rsinfcosp, X1 = Frcosp,
Xo = rsinfsingp, Xp = rsing,
X3 = rcosf, = z

X3 ’
gdzie zmienne r = r(t), 0 = 6(t), ¢ = ¢(t) i z = z(t) sa
funkcjami czasu, a jawna zalezno$¢ od czasu nie wystepuje.
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~ Wiezy i ich klasyfikacja

W wielu zagadnieniach wystepuja geometryczne ograniczenia
ruchu, ktére nazywamy wiezami.
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ruchu, ktére nazywamy wiezami.

Wiezy, mimo ze ograniczaja liczbe stopni swobody uktadu, to na
og6t utrudniaja rozwiazanie zagadnienia ruchu. Wynika to z
koniecznosci uwzglednienia dodatkowych sit.

to wiezy opisane réwnaniami

f;' (q17 q2, .-, 43N, t) = 07

k niezaleznych réwnan wiezéw holonomicznych redukuje liczbe
stopni swobody uktadu N punktéw materialnych do 3N — k.

to wiezy, ktérych nie mozna opisaé zwyktymi (algebraicznymi)
réwnaniami.
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‘ Wiezy holonomiczne —

Przyktad 1. Krazek o promieniu r toczy sie bez poslizgu na
ptaszczyznie po prostej nachylonej do osi Ox kartezjanskiego
uktadu wspotrzednych pod katem «.. Prosta ta spetnia role wiezéw.

\
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-

X

ale krazek moze poruszac sie tylko wzdtuz proste;j.
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‘ Wiezy holonomiczne —

Fakt ten mozemy zapisaé¢ réwnaniami okreslajacymi wspdtrzedne
(xa,ya) punktu A, w ktérym krazek styka sie z prosta.
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wspbtrzednych.
Odlegto$¢ punktu A od poczatku uktadu jest réwna dtugosci tuku
opartej na kacie ¢, a wiec otrzymujemy réwnania

XA = rpcosa, ya = rpsina,
ktore tatwo sprowadzi¢ do postaci

xa — rpcosa = 0, ya—rpsina = 0.

Liczba stopni swobody jest zatem réwna n =3 —2 = 1.
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‘ Wiezy holonomiczne —

Przyktad 2. Koralik poruszajacy sie po parabolicznym drucie
obracajacym sie ze stata predkoscia katowa w wzgledem osi
symetrii paraboli.

N,
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‘ Wiezy holonomiczne —

Réwnanie ¢ = wt okresla warto$¢ kata, o ktéry obrdci sie
ptaszczyzna paraboli w czasie t, jesli w chwili poczatkowe]
pokrywata sie ona z ptaszczyzng xOy,
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Réwnanie ¢ = wt okresla warto$¢ kata, o ktéry obrdci sie
ptaszczyzna paraboli w czasie t, jesli w chwili poczatkowe]
pokrywata sie ona z ptaszczyzng xOy, a réwnanie z = ar? jest
réwnaniem paraboli o zadanym wspéfczynniku a.

y = ax?

Réwnania wiezéw tatwo sprowadzi¢ do postaci

p—wt =0, z—ar?=0.
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‘ Wiezy holonomiczne —

Réwnanie ¢ = wt okresla warto$¢ kata, o ktéry obrdci sie
ptaszczyzna paraboli w czasie t, jesli w chwili poczatkowe]
pokrywata sie ona z ptaszczyzng xOy, a réwnanie z = ar? jest
réwnaniem paraboli o zadanym wspéfczynniku a.

y = ax?

Réwnania wiezéw tatwo sprowadzi¢ do postaci
_ 2 _
p—wt =0, z—ar=0.

Réwniez tym razem liczba stopni swobody jest réwna

n=3-2=1
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\
Wiezy nieholonomiczne

Przykfad 3. Punkt materialny zsuwa sie po powierzchni kuli o
promieniu R.

L
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Wiezy nieholonomiczne

Przykfad 3. Punkt materialny zsuwa sie po powierzchni kuli o
promieniu R.
Potozenie punktu opisujemy wektorem
F.

L
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\
Wiezy nieholonomiczne

Przykfad 3. Punkt materialny zsuwa sie po powierzchni kuli o
promieniu R.
Potozenie punktu opisujemy wektorem
r. Jesli predkos¢ punktu bedzie mata,
to bedzie on pozostawat na powierzch-
\ ni kuli, jesli natomiast predko$¢ punk-
tu bedzie odpowiednio duza, to oderwie

7 —]
« sie on od powierzchni.
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Wiezy nieholonomiczne

Przykfad 3. Punkt materialny zsuwa sie po powierzchni kuli o

promieniu R.
Potozenie punktu opisujemy wektorem

r. Jesli predkos¢ punktu bedzie mata,
to bedzie on pozostawat na powierzch-
\ ni kuli, jesli natomiast predkos¢ punk-
( — ty bedzie odpc.>wiedni_o dui.a, to (?qervxfiej
- sie on od powierzchni. Obie mozliwosci
mozemy uwzglednié piszac
nierébwnos$¢ dla wektora potozenia punktu 7= r(t)
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Wiezy nieholonomiczne

Przykfad 3. Punkt materialny zsuwa sie po powierzchni kuli o

promieniu R.
Potozenie punktu opisujemy wektorem

r. Jesli predkos¢ punktu bedzie mata,
to bedzie on pozostawat na powierzch-
\ ni kuli, jesli natomiast predkos¢ punk-
( — ty bedzie odpc.>wiedni_o dui.a, to (?qervxfiej
- sie on od powierzchni. Obie mozliwosci
mozemy uwzglednié piszac
nierébwnos$¢ dla wektora potozenia punktu 7= r(t)

P>R> & P-R?>>0,
ktéra oczywiscie nie jest rownaniem.
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‘ Wiezy nieholonomiczne

Wazna klase wiezédw nieholonomicznych tworza wiezy rézniczkowe
niecatkowalne.
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‘ Wiezy nieholonomiczne

Wazna klase wiezédw nieholonomicznych tworza wiezy rézniczkowe
niecatkowalne.

Przyktad 4. Moneta toczy sie bez poslizgu swoja boczna strona po
blacie stotu.
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‘ Wiezy nieholonomiczne

Wazna klase wiezédw nieholonomicznych tworza wiezy rézniczkowe
niecatkowalne.

Przyktad 4. Moneta toczy sie bez poslizgu swoja boczna strona po
blacie stotu.

Potozenie monety mozemy opisa¢ podajac 5 wspétrzednych, ktére
mozemy wybra¢ nastepujaco

@ Xxp, YA — wspdtrzedne punktu A, w ktérym moneta styka sie z
blatem,
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‘ Wiezy nieholonomiczne

@  — kat, ktéry tworzy chwilowy kierunek ruchu monety z osia

Ox,
o 0 — kat nachylenia ptaszczyzny monety do blatu,

@ ¢ — kat obrotowy monety.
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‘ Wiezy nieholonomiczne

@  — kat, ktéry tworzy chwilowy kierunek ruchu monety z osia

Ox,
o 0 — kat nachylenia ptaszczyzny monety do blatu,
@ 1) — kat obrotowy monety.

W kazdej chwili moneta toczy sie w kierunku prostej, wzdtuz ktérej
ptaszczyzna monety przecina sie z blatem.
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‘ Wiezy nieholonomiczne

@  — kat, ktéry tworzy chwilowy kierunek ruchu monety z osia
Ox,

o 0 — kat nachylenia ptaszczyzny monety do blatu,
@ 1) — kat obrotowy monety.

W kazdej chwili moneta toczy sie w kierunku prostej, wzdtuz ktérej
ptaszczyzna monety przecina sie z blatem.

Przy obrocie o nieskonczenie maty kat di) kierunek ruchu, a wiec
kat ¢, pozostaje w przyblizeniu staty.
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‘ Wiezy nieholonomiczne

@  — kat, ktéry tworzy chwilowy kierunek ruchu monety z osia

Ox,

o 0 — kat nachylenia ptaszczyzny monety do blatu,

@ 1) — kat obrotowy monety.
W kazdej chwili moneta toczy sie w kierunku prostej, wzdtuz ktérej
ptaszczyzna monety przecina sie z blatem.
Przy obrocie o nieskonczenie maty kat di) kierunek ruchu, a wiec
kat ¢, pozostaje w przyblizeniu staty.
Rzuty pokonanej przy takim obrocie drogi rdi na osie Ox i Oy
dane s3 odpowiednio réwnaniami

dxa = —rdycosp,
dya = —rdysine.
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‘ Wiezy nieholonomiczne

Znak — po prawej stronie odzwierciedla fakt, ze zgodnie z
rysunkiem przyrosty wspotrzednych x4 i ya4 sa ujemne.
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‘ Wiezy nieholonomiczne

Znak — po prawej stronie odzwierciedla fakt, ze zgodnie z
rysunkiem przyrosty wspotrzednych x4 i ya4 sa ujemne.
Przenoszac wszystko na lewa strone i zmieniajac kolejnosé
otrzymamy

dxa + rcosedyy =
dya + rsinedy = 0.
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Przenoszac wszystko na lewa strone i zmieniajac kolejnosé
otrzymamy

dxa + rcosedyy =
dya + rsinedy = 0.

Jest to uktad réwnan rézniczkowych.
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‘ Wiezy nieholonomiczne

Znak — po prawej stronie odzwierciedla fakt, ze zgodnie z
rysunkiem przyrosty wspotrzednych x4 i ya4 sa ujemne.
Przenoszac wszystko na lewa strone i zmieniajac kolejnosé
otrzymamy

dxa + rcosedy = 0,
dya + rsinedy = 0.

Jest to uktad réwnan rézniczkowych. Za chwile pokazemy, ze
uktad ten nie jest catkowalny, a zatem nie mozna go zapisaé w
postaci uktadu réwnan algebraicznych.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 14/48



‘ Wiezy nieholonomiczne

Znak — po prawej stronie odzwierciedla fakt, ze zgodnie z
rysunkiem przyrosty wspotrzednych x4 i ya4 sa ujemne.
Przenoszac wszystko na lewa strone i zmieniajac kolejnosé
otrzymamy

dxa + rcosedy = 0,
dya + rsinedy = 0.

Jest to uktad réwnan rézniczkowych. Za chwile pokazemy, ze
uktad ten nie jest catkowalny, a zatem nie mozna go zapisaé w
postaci uktadu réwnan algebraicznych.

Jak sprawdzi¢ czy uktad réwnan rézniczkowych jest catkowalny lub
nie?
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‘ Wiezy rézniczkowe

Rozwazmy ogdlng postaé k réwnan wiezdéw rézniczkowych
natozonych na uktad N punktéw materialnych w tréjwymiarowe;
przestrzeni.

3N
Zaquj+aitdt:0, i=1,2, ..k,
=1
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‘ Wiezy rézniczkowe

Rozwazmy ogdlng postaé k réwnan wiezdéw rézniczkowych
natozonych na uktad N punktéw materialnych w tréjwymiarowe;
przestrzeni.

3N
Zaquj+aitdt:0, i=1,2, ..k,
=1

gdzie wspotczynniki aj; i aj;; moga zaleze¢ od wszystkich
wspdtrzednych uogélnionych i czasu, ale nie zaleza od predkosci

ajj = alj(qlvq27"'7q3N7t> = afj(q7 t)7
— —
q
aie = ait( 1, G2, s @3N, ) = aie(q, ).
—— —
q
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‘ Wiezy rézniczkowe

Woprowadzilismy tu skrétowa notacje, w ktérej zaleznosé od
wszystkich wspétrzednych uogdlnionych g1, g2, ..., g3y
oznaczyliSmy litera q. Tej skrétowej notacji bedziemy czesto
uzywac.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 16/48



‘ Wiezy rézniczkowe

Woprowadzilismy tu skrétowa notacje, w ktérej zaleznosé od
wszystkich wspétrzednych uogdlnionych g1, g2, ..., g3y
oznaczyliSmy litera q. Tej skrétowej notacji bedziemy czesto
uzywac.
Uktad réwnan

3N

Za;jdqj+aitdt:0, i=1,2,..k,
j=1

jest z pewnoscig catkowalny, jesli istnieje zbiér funkcji
rézniczkowalnych fi(q,t), i = 1,2,..., k, dla ktérych powyzsze
réwnania s3 rézniczkami zupetnymi.
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‘ Wiezy rézniczkowe

Obliczmy rézniczke zupetna funkgeji fi(g, t) i przyréwnajmy ja do
lewej strony i-tego réwnania wiezdéw

df_z

8f 3N
dt = Z ajdq; + aidt.

j=1
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‘ Wiezy rézniczkowe

Obliczmy rézniczke zupetna funkgeji fi(g, t) i przyréwnajmy ja do
lewej strony i-tego réwnania wiezdéw

df_z

8f 3N
dt = Z ajdq; + aidt.

j=1

Réwno$¢ zachodzi tylko pod warunkiem réwnosci wspdtczynnikdw
przy niezaleznych przyrostach zmiennych dg; i dt
of; . Of;

— =3: 1 — = a:
8qj ] ot ity
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‘ Wiezy rézniczkowe

ale warunkiem wystarczajacym na to aby funkcja fi(q, t) byta
rézniczkowalna jest istnienie wszystkich drugich pochodnych i
réwnos¢ odpowiednich pochodnych mieszanych.
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‘ Wiezy rézniczkowe

ale warunkiem wystarczajacym na to aby funkcja fi(q, t) byta
rézniczkowalna jest istnienie wszystkich drugich pochodnych i
rownos¢ odpowiednich pochodnych mieszanych. Skad otrzymujemy

warunki
82f,- 33,'_,' . 621‘,- N 33,‘/
9q;0q, 9q;  9qdq; Oq;’
O?f; _ Oa; 0%f; _ Oai
8qj8t ot Gtaqj N aq_ﬂ
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‘ Wiezy rézniczkowe

ale warunkiem wystarczajacym na to aby funkcja fi(q, t) byta
rézniczkowalna jest istnienie wszystkich drugich pochodnych i
rownos¢ odpowiednich pochodnych mieszanych. Skad otrzymujemy

warunki
82f,- 33,'_,' . 621‘,- N 33,‘/
9q;0q, 9q;  9qdq; Oq;’
0?f; _ Oa; 0?f; _ Oai
8qj8t ot Gtaqj N aq_ﬂ
a wiec

83,-1- N 83,-, 8a,-j o 8a,-t
0q; 8qj ’ ot 8qj ’

dla wszystkich wartosci indekséw /, j takich, ze | # j.
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‘ Wiezy rézniczkowe

Otrzymaliémy w ten sposéb nastepujacy warunek.
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‘ Wiezy rézniczkowe

OtrzymaliSmy w ten sposéb nastepujacy warunek. Wiezy
rézniczkowe

3N

> ajdg; + apdt =0, i=1,2,..k,

j=1
sg catkowalne, jesli niezalezne od predkosci uogdlnionych
wspotczynniki ajj(q, t) i ait(q, t) spetniajg warunki

830‘ N 83,‘/ 6a,-j . 8ait
0q; aqj ’ ot 8qj '

dla wszystkich wartosci indekséw |/, j takich, ze | # j.
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‘ Wiezy rézniczkowe

Uwaga. Warunki te mozna w rzeczywisto$ci ostabi¢ do zadania
aby forma rézniczkowa Zfﬁ'l ajidq; + ajdt miafa tzw. czynnik
catkujacy, co mozna sprowadzi¢ do warunku
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‘ Wiezy rézniczkowe

Uwaga. Warunki te moina w rzeczywistosci ostabi¢ do zadania
aby forma rézniczkowa Z —1 ajjdq; + ajzdt miata tzw. czynnik
catkujacy, co mozna sprowad2|c do warunku

83,/ 83,]' <aa,k 83,-,) 8a,j 88,'/(
E + ajj + a; — =0.
<8q, dqi ) dq;  Oqk "\dax ~ 0q;
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‘ Wiezy rézniczkowe

Uwaga. Warunki te moina w rzeczywistosci ostabi¢ do zadania
aby forma rézniczkowa Z —1 ajjdq; + ajzdt miata tzw. czynnik
catkujacy, co mozna sprowad2|c do warunku

83,/ 83,]' <aa,k 83,-,) 8a,j 88,'/(
E + ajj + a; — =0.
<8q, dqi ) dq;  Oqk "\dax ~ 0q;

Wyprowadzenie tego warunku mozna znalezé np. w podreczniku G.
Biatkowskiego Mechanika klasyczna.
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‘ Wiezy rézniczkowe — pr

Zadanie 1. Udowodnié, ze wiezy w przyktadzie z moneta toczaca
sie po blacie stotu dane réwnaniami rézniczkowymi

dxa + rcosedyy = 0,
dya + rsinedy =

nie s3 catkowalne.
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‘ Wiezy rézniczkowe — pr

Zadanie 1. Udowodnié, ze wiezy w przyktadzie z moneta toczaca
sie po blacie stotu dane réwnaniami rézniczkowymi

dxa + rcosepdyy = 0,

dya + rsinedy =

nie s3 catkowalne.

Rozwigzanie. Przeprowadzimy dowdd nie wprost, tzn. pokazemy, ze
zatozenie catkowalnosci uktadu prowadzi do sprzecznosci.
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‘ Wiezy rézniczkowe — pr

Zadanie 1. Udowodnié, ze wiezy w przyktadzie z moneta toczaca
sie po blacie stotu dane réwnaniami rézniczkowymi

dxa + rcosedyy = 0,
dya + rsinedy =

nie s3 catkowalne.

Rozwigzanie. Przeprowadzimy dowdd nie wprost, tzn. pokazemy, ze
zatozenie catkowalnosci uktadu prowadzi do sprzecznosci.
Powyzszy uktad réwnan jest catkowalny jesli istnieja dwie funkcje
pieciu zmiennych fi(xa, ya, ¢, 0,%), i = 1,2, dla ktérych réwnania
uktadu s3 rézniczkami zupetnymi.
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‘ Wiezy rézniczkowe — pr

Obliczmy rézniczki zupetne funkgji fi(xa, ya, v, 0,%), i = 1,2, i
przyréwnajmy do lewej strony réwnan wiezéw
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‘ Wiezy rézniczkowe — pr

Obliczmy rézniczki zupetne funkgji fi(xa, ya, v, 0,%), i = 1,2, i
przyréwnajmy do lewej strony réwnan wiezéw

of of of of of B

@dXA + BT/AdyA + %dw + %dﬂ + %dzb = dxa + rcospdy,
of of of of of .

—d —=d —d —df+ —=dy = d dv.
Dxn XA‘|‘ayA yA+0g0 (’0+89 +8¢ Y ya + rsin pdy
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‘ Wiezy rézniczkowe — pr

Obliczmy rézniczki zupetne funkgji fi(xa, ya, v, 0,%), i = 1,2, i
przyréwnajmy do lewej strony réwnan wiezéw

of of of of of B

@dXA + BT/AdyA + %dw + %dﬂ + %dzb = dxa + rcospdy,
of of of of of .

—d —=d —d —df+ —=dy = d dv.
Dxn XA‘|‘ayA yA+0g0 (’0+89 +8¢ Y ya + rsin pdy

Poréwnajmy wspdtczynniki przy dxa, dya, de, df i dy

Oh _ Oh _, Oh_, Oh_, Oh_
oxa = Oya = O¢ 00 T O &
0h o 0f ofh 0f _
Bxa 0, A By 0, 20 0, 90 rsin
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‘ Wiezy rézniczkowe — pr

Skoncentrujmy sie na réwnaniach w kolorze niebieskim

%:0 %:rcosgp
dp ’ oY ’
%:0 %:rsingo
dp O '
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‘ Wiezy rézniczkowe — pr

Skoncentrujmy sie na réwnaniach w kolorze niebieskim

%:O %:rcosgp
Do ' o ’
%:0 %:rsingo
dp 7 o0 '

Zr6zniczkujmy réwnania w pierwszej kolumnie po zmiennej 1, a
réwnania w drugiej kolumnie po zmiennej ¢
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‘ Wiezy rézniczkowe — pr

Skoncentrujmy sie na réwnaniach w kolorze niebieskim

%:O %:rcosgp
Do ' o ’
%:0 %:rsingo
dp 7 o0 '

Zr6zniczkujmy réwnania w pierwszej kolumnie po zmiennej 1, a
réwnania w drugiej kolumnie po zmiennej ¢

2 2
0°f —0 4 0°f
A0 Yoy

= —rsin,
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‘ Wiezy rézniczkowe — pr

Skoncentrujmy sie na réwnaniach w kolorze niebieskim

%:O %:rcosgp
Do ' o ’
%:0 %:rsingo
dp 7 o0 '

Zr6zniczkujmy réwnania w pierwszej kolumnie po zmiennej 1, a
réwnania w drugiej kolumnie po zmiennej ¢

0 =0 # a = —rsin
8000 0o 4
0°f 0%

Waw_o * 8w&p—rcosg0,
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‘ Wiezy rézniczkowe — pr

Skoncentrujmy sie na réwnaniach w kolorze niebieskim

%:O %:rcosgp
Do ' o ’
%:0 %:rsingo
dp 7 o0 '

Zr6zniczkujmy réwnania w pierwszej kolumnie po zmiennej 1, a
réwnania w drugiej kolumnie po zmiennej ¢

0 =0 # a = —rsin
8000 0o 4
0°f 0%

Waw_o * 8w&p—rcosg0,

a zatem ukfad réwnan nie jest catkowalny.
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‘ Wiezy rézniczkowe — pr

Uwaga. WHtasciwie dla wyprowadzenia powyzszej konkluzji
nalezatoby pokazaé, ze nie istnieje czynnik catkujacy.
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" Dalsza klasyfikacja wiez

Wiezy mozemy réwniez sklasyfikowaé ze wzgledu na zaleznos¢ od
czasu dzielac je na
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" Dalsza klasyfikacja wiez

Wiezy mozemy réwniez sklasyfikowaé ze wzgledu na zaleznos¢ od
czasu dzielac je na
@ wiezy skleronomiczne, ktére nie zawieraja jawnej zaleznosci od
czasu, jak np. wiezy x4 — rpcosa =0, ya — rosina =0, z
przyktadu krazka toczacego sie po proste;j,
@ wiezy reonomiczne, ktére zaleza jawnie od czasu, jak np.
wiezy ¢ = wt, z = ar’, w przypadku koralika poruszajacego
sie po obracajacej sie paraboli.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Rozwazmy teraz uktad N punktédw materialnych, na ktéry
natozono wiezy holonomiczne opisane réwnaniami

ﬁ(q17q2a"'7q3Nat):07 i:1,2,...,k’
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Rozwazmy teraz uktad N punktédw materialnych, na ktéry
natozono wiezy holonomiczne opisane réwnaniami

ﬁ(q17q2a"'7q3Nat):07 i:1,2,...,k,

z ktérych mozemy wyeliminowac k wspé6trzednych uogélnionych g;.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Rozwazmy teraz uktad N punktédw materialnych, na ktéry
natozono wiezy holonomiczne opisane réwnaniami

f;’(qlaq2a"'7q3Nat):07 i:1727"'7k>
z ktérych mozemy wyeliminowac k wspé6trzednych uogélnionych g;.
Nie zmniejszajac ogdlnosci rozwazan mozemy przyjaé, ze

wyeliminowaliSmy k ostatnich wspdétrzednych

A3N—k+15 G3N—k+25 -+-5 3N
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Rozwazmy teraz uktad N punktédw materialnych, na ktéry
natozono wiezy holonomiczne opisane réwnaniami

ﬁ(q17q2a"'7q3Nat):07 i:1,2,...,k,

z ktérych mozemy wyeliminowac k wspé6trzednych uogélnionych g;.
Nie zmniejszajac ogdlnosci rozwazan mozemy przyjaé, ze
wyeliminowaliSmy k ostatnich wspdétrzednych

93N—k+1; G3N—k+2; -+ 3N
tak, ze wektory potozenia poszczegdlnych punktéw uktadu beda
powigzane z pozostatymi 3N — k niezaleznymi wspdtrzednymi

uogdlnionymi réwnaniami

Flf:FIf(qlaq27"'7q3ka7t)7 I:17277N
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

W obecnosci wiezéw réwnanie ruchu i-tego punktu wynikajace z Il
zasady dynamiki Newtona ma postac

mIF;:ﬁI+ZIu i:1727"'7N7
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ktéra sprawia, ze punkt materialny porusza sie w sposéb zgodny z
wiezami.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

W obecnosci wiezéw réwnanie ruchu i-tego punktu wynikajace z Il
zasady dynamiki Newtona ma postac

mlﬁzﬁl+27 i:1727"'7N7

gdzie po prawej prawej stronie — oprocz wypadkowej, aktywnej sity
dziatajacej na i-ty punkt — wprowadziliSmy site reakcji wiezéw Z,
ktéra sprawia, ze punkt materialny porusza sie w sposéb zgodny z
wiezami.

Znamy skutki dziatania sit reakcji wiezéw, ale na ogdt nie znamy
ich wielkosci,
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

W obecnosci wiezéw réwnanie ruchu i-tego punktu wynikajace z Il
zasady dynamiki Newtona ma postac

mIF;:ﬁI+ZIu i:1727"'7N7

gdzie po prawej prawej stronie — oprocz wypadkowej, aktywnej sity
dziatajacej na i-ty punkt — wprowadziliSmy site reakcji wiezéw Z,
ktéra sprawia, ze punkt materialny porusza sie w sposéb zgodny z
wiezami.

Znamy skutki dziatania sit reakcji wiezéw, ale na ogdt nie znamy
ich wielkosci, dlatego ich wystepowanie komplikuje rozwigzanie
zagadnienia ruchu.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 27/48



‘ Réwnania ruchu dla uk#

Przyktad 3. Punkt materialny o masie m porusza sie po
wewnetrznej powierzchni stozka o kacie pétrozwartosci a.

zZ4

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 28/48



‘ Réwnania ruchu dla uk#

Przyktad 3. Punkt materialny o masie m porusza sie po
wewnetrznej powierzchni stozka o kacie pétrozwartosci a.

zZ4

Roéwnanie ruchu ma postaé

mr = mg'—i—f,

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 28/48



‘ Réwnania ruchu dla uk#

Przyktad 3. Punkt materialny o masie m porusza sie po
wewnetrznej powierzchni stozka o kacie pétrozwartosci a.

Z 4
Réwnanie ruchu ma postacé

mr = mg'—&—f,

a w sktadowych

mx = Z,
my = Z2,,
mz = —mg+ Z,.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Przyktad 3. Punkt materialny o masie m porusza sie po
wewnetrznej powierzchni stozka o kacie pétrozwartosci a.

Z 4
Réwnanie ruchu ma postacé

mr = mg'—&—f,

a w sktadowych

mx = Z,
my = Z2,,
mz = —mg+ Z,.

Réwnanie wiezdéw:

z
—=ctga = r—ztga=0.
r
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Jako zmienne niezalezne wybieramy wspétrzedne cylindryczne r i
©.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Jako zmienne niezalezne wybieramy wspétrzedne cylindryczne r i
. Obliczmy pochodne czasowe odpowiednich zwigzkéw ze
wspotrzednymi kartezjanskimi

X = rcosp, X
y = rsingp, =
z = rctga,
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Jako zmienne niezalezne wybieramy wspétrzedne cylindryczne r i
. Obliczmy pochodne czasowe odpowiednich zwigzkéw ze
wspotrzednymi kartezjanskimi

X = rcosp, X = [Fcosy — rpsing,
y = rsingp, = y
z = rctga,
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Jako zmienne niezalezne wybieramy wspétrzedne cylindryczne r i
. Obliczmy pochodne czasowe odpowiednich zwigzkéw ze
wspotrzednymi kartezjanskimi

X = rcosy, X = [Fcosy — rpsing,
y = rsingp, = y = frsinp+ rpcosy,
z = rctga, z
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Jako zmienne niezalezne wybieramy wspétrzedne cylindryczne r i
. Obliczmy pochodne czasowe odpowiednich zwigzkéw ze
wspotrzednymi kartezjanskimi

X = rcosy, X = [Fcosy — rpsing,
y = rsingp, = y = frsinp+ rpcosy,
z = rctga, z =
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Jako zmienne niezalezne wybieramy wspétrzedne cylindryczne r i
. Obliczmy pochodne czasowe odpowiednich zwigzkéw ze
wspotrzednymi kartezjanskimi

X = rcosy, X = [Fcosy — rpsing,
y = rsingp, = y = frsinp+ rpcosy,
z = rctga, z = rctga,

Zadanie 2. Uzasadni¢ powyzsze wzory na pochodne czasowe w
oparciu o wzdér na pochodna funkcji ztozonej wielu zmiennych,
biorac pod uwage, ze r = r(t), ¢ = p(t) a kat « jest staty.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Obliczmy druga pochodna czasowa X
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Obliczmy druga pochodna czasowa X

X d (f cos bsin )
X = — — rosi
dt P psing
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Obliczmy druga pochodna czasowa X

X d (f cos bsin )
X = — — rosi
dt P psing
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Obliczmy druga pochodna czasowa X

X d (f cos bsin )
X = — — rgsi
dt P psing

= FCOSp — rpsing — rpsinp — rosing — rgbzcosgo
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Obliczmy druga pochodna czasowa X

. d . ..

X = a(rcosgp—rgpsmgp)
= 'r'cosgo—r'gbsingo—r'gbsingo—rgbsincp—rgbzcosgo
= Fcosp — 2fpsing — r@sing — r¢? cos ¢.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Zadanie 3. Pokaza¢, ze drugie pochodne czasowe y i Z s3 réwne

y = rsinp+2rpcosy + rpcosy — rgbzsimp7

zZ = frctga,

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 31/48



‘ Réwnania ruchu dla uk#

Zadanie 3. Pokaza¢, ze drugie pochodne czasowe y i Z s3 réwne

y = Fsing—+ 2Fpcosp + rgcosp — rg?sin g,
zZ = frctga,
a rébwnania ruchu maja postac
(.. T I 2 ) o
m(Fcosp —2Fpsinp — rosing — rp°cos ) = Zy,
m ('r'sin © 4 2Fp cos @ + r¢ cos @ — rg?sin gp) =7,
m(fctga+ g) = Z,.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Zadanie 3. Pokaza¢, ze drugie pochodne czasowe y i Z s3 réwne

y = Fsing—+ 2Fpcosp + rgcosp — rg?sin g,
zZ = frctga,
a rébwnania ruchu maja postac
(.. T I 2 ) o
m(Fcosp —2Fpsinp — rosing — rp°cos ) = Zy,
m ('r'sin © 4 2Fp cos @ + r¢ cos @ — rg?sin gp) =7,
m(fctga+ g) = Z,.

Zauwazmy, ze jest to uktad trzech réwnan rézniczkowych z
piecioma niewiadomymi: r(t), o(t), Zy, Z, i Z,.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Aby jednoznacznie rozwigzaé problem, musimy uczynié¢ pewne
zatozenia co do natury sity reakcji wiezéw Z.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Aby jednoznacznie rozwigzaé problem, musimy uczynié¢ pewne
zatozenia co do natury sity reakcji wiezéw Z

Zatozymy, ze jest ona prostopadta do powierzchni stozka.

Jest to zatozenie naturalne. Gdyby nie byto ono spetnione, to sita
reakcji wiezéw mogtaby wkonywaé prace nad punktem, co w
oczywisty sposdb przeczytoby obserwacjom.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Aby jednoznacznie rozwigzaé problem, musimy uczynié¢ pewne
zatozenia co do natury sity reakcji wiezéw Z

Zatozymy, ze jest ona prostopadta do powierzchni stozka.

Jest to zatozenie naturalne. Gdyby nie byto ono spetnione, to sita
reakcji wiezéw mogtaby wkonywaé prace nad punktem, co w
oczywisty sposdb przeczytoby obserwacjom.

Nieruchoma powierzchnia wiezéw nie moze wykonywaé pracy nad
uktadem.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Z kurséw analizy matematycznej i fizyki ogdlnej wiemy, ze
wektorem prostopadtym do powierzni danej réwnaniem

f(x,y,z)=r—ztga=0

jest wektor gradientu Vf, ktory we wspdtrzednych kartezjanskich
ma postaé

\V2

ot or or
Ox’ dy’ 0z]"
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Z kurséw analizy matematycznej i fizyki ogdlnej wiemy, ze
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f(x,y,z)=r—ztga=0

jest wektor gradientu Vf, ktory we wspdtrzednych kartezjanskich
ma postaé

Of = [Bf of Bf}‘

ox’ 9y’ 9z

Obliczmy potrzebne pochodne czastkowe

of 0
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Z kurséw analizy matematycznej i fizyki ogdlnej wiemy, ze
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f(x,y,z)=r—ztga=0

jest wektor gradientu Vf, ktory we wspdtrzednych kartezjanskich
ma postaé

Of = [Bf of Bf}‘

ox’ 9y’ 9z

Obliczmy potrzebne pochodne czastkowe

of 0 2x
g Y22 = =
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Z kurséw analizy matematycznej i fizyki ogdlnej wiemy, ze
wektorem prostopadtym do powierzni danej réwnaniem

f(x,y,z)=r—ztga=0

jest wektor gradientu Vf, ktory we wspdtrzednych kartezjanskich
ma postaé

Of = [Bf of Bf}‘

ox’ 9y’ 9z

Obliczmy potrzebne pochodne czastkowe
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Z kurséw analizy matematycznej i fizyki ogdlnej wiemy, ze
wektorem prostopadtym do powierzni danej réwnaniem
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Z kurséw analizy matematycznej i fizyki ogdlnej wiemy, ze
wektorem prostopadtym do powierzni danej réwnaniem

f(x,y,z)=r—ztga=0

jest wektor gradientu Vf, ktory we wspdtrzednych kartezjanskich
ma postaé

Of = [Bf of Bf}‘

Ox’ dy’ 9z
Obliczmy potrzebne pochodne czastkowe

of 0 2x X
Ix Ix <\/X +vy z ga> W R +y2 p cos ,

of y of
r

@ = sin @, 52
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Z kurséw analizy matematycznej i fizyki ogdlnej wiemy, ze
wektorem prostopadtym do powierzni danej réwnaniem

f(x,y,z)=r—ztga=0

jest wektor gradientu Vf, ktory we wspdtrzednych kartezjanskich
ma postaé

Of = [Bf of Bf}‘

Ox’ dy’ 9z
Obliczmy potrzebne pochodne czastkowe
of 0 2x X
G = g (V) 2ty

of y of
r

— =si — = —tga.
ay sin ¢, 97 ga

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 33/48



‘ Réwnania ruchu dla uk#

Otrzymalismy wzor

Vf = [cos ¢, sinp, —tga] .
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Otrzymalismy wzor
Vf = [cos ¢, sinp, —tga] .
Wektor Zjest rownolegty do wektora Vf, a wiec

Z=A\Vf, gdzie A€ER,
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Otrzymalismy wzor
Vf = [cos p,sin p, —tga] .
Wektor Zjest rownolegty do wektora Vf, a wiec
Z=A\Vf, gdzie A€ER,
co jest rbwnowazne trzem réwnaniom skalarnym

Zyx = A Cos @, Z, = Asin g, Z, = —Atga.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Otrzymalismy wzor
Vf = [cos ¢, sinp, —tga] .
Wektor Zjest rownolegty do wektora Vf, a wiec
Z=A\Vf, gdzie A€ER,
co jest rbwnowazne trzem réwnaniom skalarnym
Zyx = A Cos @, Z, = Asin g, Z, = —Atga.
Eliminujac wspétczynnik A otrzymujemy dwa brakujace réwnania

Zysinp = Z,cos, Zycosp = —2Z tga.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Zadanie 4. Pokazaé, ze powyzsze dwa réwnania pozwalaja
wyeliminowac sktadowe sity reakcji wiezéw z réwnan ruchu

m ('r'cos<p— 2Fpsinp — rgsing — rg? cosgo) = Zy,
m ('r'singo+ 2F¢) COS @ + r$cos p — rp?sin go) =27,
m(Fctga +g) = Z;,
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Zadanie 4. Pokazaé, ze powyzsze dwa réwnania pozwalaja
wyeliminowac sktadowe sity reakcji wiezéw z réwnan ruchu

m ('r'cos<p— 2Fpsinp — rgsing — rg? cosgo) = Zy,
m ('r'singo+ 2F¢) COS @ + r$cos p — rp?sin go) =27,
m(Fctga +g) = Z;,

ktére ostatecznie przybierajg postac

2rp+ro =
(tga +ctga)i—ro’tga+g = 0.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Przyktad 4. Wyprowadzi¢ réwnania ruchu dla wahadta
matematycznego z punktem zawieszenia swobodnie $lizgajacym sie
po osi Ox. Przyja¢ oznaczenia takie jak na rysunku.

y

~ prow.
Z

miXy
miy1
m2>'%2

mo m2)72

Réwnania ruchu maja postac

Z1x,
—mg + 2y,
Lo,
—mog + Zzy.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Przyktad 4. Wyprowadzi¢ réwnania ruchu dla wahadta
matematycznego z punktem zawieszenia swobodnie $lizgajacym sie
po osi Ox. Przyja¢ oznaczenia takie jak na rysunku.

y

~ prow.
Z

miXy
miy1
m2>'%2

mo m2)72

Réwnania wigzdw:

Réwnania ruchu maja postac

Z1x,
—mg + 2y,
Lo,
—mog + Zzy.

y1 =0, (2 —x1)* + (2 = n)* - 12 =0.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Jako niezalezne wspétrzedne uogélnione wybieramy x; — opisujace
potozenie punktu zawieszenia
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Jako niezalezne wspétrzedne uogélnione wybieramy x; — opisujace
pofozenie punktu zawieszenia (pamietamy, ze y; = 0) i ¢ — kat
wychylenia wahadta.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Jako niezalezne wspétrzedne uogélnione wybieramy x; — opisujace
pofozenie punktu zawieszenia (pamietamy, ze y; = 0) i ¢ — kat
wychylenia wahadta.

Réwnania transformacyjne maja postac

Xo = x1 + Isin, y» = —lcos .
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Jako niezalezne wspétrzedne uogélnione wybieramy x; — opisujace
pofozenie punktu zawieszenia (pamietamy, ze y; = 0) i ¢ — kat
wychylenia wahadta.
Réwnania transformacyjne maja postac

Xo = x1 + Isin, y» = —lcos .
Zauwazmy, ze po wstawieniu tych réwnan do warunku wiezéw

(o —x1)2+ (2 —y)> =P =0

opisujacego stata dtugos¢ nici, otrzymamy tozsamos$é
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Jako niezalezne wspétrzedne uogélnione wybieramy x; — opisujace
pofozenie punktu zawieszenia (pamietamy, ze y; = 0) i ¢ — kat
wychylenia wahadta.

Réwnania transformacyjne maja postac

Xo = x1 + Isin, y» = —lcos .
Zauwazmy, ze po wstawieniu tych réwnan do warunku wiezéw
2 2
(e —x)’+(2—n)—F=0

opisujacego stata dtugos¢ nici, otrzymamy tozsamos¢ (jedynke
trygonometryczna).
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Po obliczeniu drugich pochodnych czasowych x> i y» i wstawieniu
ich do réwnan ruchu przyjmuja one postac

1
2

3

miXy = Zix,
mg = Zly,
my (5&1 + I¢ cosp — 1% sin (p) = Loy,
4

(1)
()
(3)
(4)

my [/ (¢sin<p+ @? coscp) —&—g} = 2.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Po obliczeniu drugich pochodnych czasowych x> i y» i wstawieniu
ich do réwnan ruchu przyjmuja one postac

1
2

3

miXy = Zix,
mg = Zlya

(1)
(2)
my (5 + Ig cos g — 1@ sin ) = Zo, (3)
my [/ (tﬁ sin + ¢? coscp) - g} = 2. (4)

Znéw mamy wiecej niewiadomych niz réwnan.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Skorzystajmy z Il zasady dynamiki Newtona i z trygonometrii
Yy

_
prow.
Zl

my
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Skorzystajmy z Il zasady dynamiki Newtona i z trygonometrii
Yy

—

prow.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Skorzystajmy z Il zasady dynamiki Newtona i z trygonometrii
Yy

_
prow.
Zl

my

i = 7y = Zi = —Zox,
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Skorzystajmy z Il zasady dynamiki Newtona i z trygonometrii
Yy

_
prow.
Zl

my

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 39/48



‘ Réwnania ruchu dla uk#

Skorzystajmy z Il zasady dynamiki Newtona i z trygonometrii
Yy

_
prow.
Zl

Otrzymaliémy dwa dodatkowe réwnania:

le + Z2X = Oa (5)
Zycosp + Zoysing = 0. (6)
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Réwnania (1) — (6) mozna juz, przynajmniej z zasady,
jednoznacznie rozwigzad.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Réwnania (1) — (6) mozna juz, przynajmniej z zasady,
jednoznacznie rozwigzad.

Dodajac stronami réwnania (1) i (3), a nastepnie korzystajac z (5)
otrzymamy

(m1 + myp) %1 = myl (9'92 sin p — ¢ cos go) :
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Réwnania (1) — (6) mozna juz, przynajmniej z zasady,
jednoznacznie rozwigzad.

Dodajac stronami réwnania (1) i (3), a nastepnie korzystajac z (5)
otrzymamy

(m1 + myp) %1 = myl (9'92 sin p — ¢ cos go) :

Z kolei mnozac réwnanie (3) przez cos ¢ a réwnanie (4) przez
sin ¢ i dodajac tak uzyskane réwnania stronami otrzymamy

X1 cosp + ¢ 4+ gsing = 0.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Réwnania (1) — (6) mozna juz, przynajmniej z zasady,
jednoznacznie rozwigzad.

Dodajac stronami réwnania (1) i (3), a nastepnie korzystajac z (5)
otrzymamy

(m1 + myp) %1 = myl (9'92 sin p — ¢ cos go) :

Z kolei mnozac réwnanie (3) przez cos ¢ a réwnanie (4) przez
sin ¢ i dodajac tak uzyskane réwnania stronami otrzymamy

X1 cosp + ¢ 4+ gsing = 0.

Koniec przykfadu 4.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 40/48



‘ Réwnania ruchu dla uk#

Zadanie 5. Rozwigza¢ uktad réwnan rézniczkowych

(m1+ m) %1 = myl (¢2 singp — 95C05<P)7
Xicos+ 1o+ gsing =0

w przyblizeniu matych wahan. Zatozy¢ warunki poczatkowe postaci

x1(0) = x1(0) =0, ¢(0) = w0, ¢(0) =0.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Zadanie 5. Rozwigza¢ uktad réwnan rézniczkowych
(m1 4+ my) X1 = myl (gbz sinp — gbcoscp) ,
Xicos+ 1o+ gsing =0
w przyblizeniu matych wahan. Zatozy¢ warunki poczatkowe postaci
x1(0) =x1(0) =0, ¢(0) =¢o, ¢(0)=0.

Rozwigzanie. W przyblizeniu matych wahan zachodza przyblizone
zwiazki sinp ~ ¢, cosp ~ 1, @¢? ~ 0 i nasz uktad réwnan ma
postac:

my

m+m)xy=—ml¢o = Xx=——"889-°"
(1 2)1 21 @ 1 L+

I$
x1+ 1o+ gp=0.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Wstawmy X; do drugiego réwnania

m . .
—72&0—1— lo+gp=0.
my + mp
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Wstawmy X; do drugiego réwnania

——¥L4¢+m+g¢:0

my + mp
Uporzadkujmy
mo . mq .
l1—-——— ) lp+gp=0 = —Ip=—gyp,
< m1+m2) T8y L+ m 2 g¥
Skad
_mitm g

my /
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Oznaczmy

m+m g
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Oznaczmy

m+m g
mq /

Woéwczas drugie réwnanie przyjmie postac

$=—up.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 43/48



‘ Réwnania ruchu dla uk#

Oznaczmy

m+m g
mq /

Woéwczas drugie réwnanie przyjmie postac

Y =—w P

Jest to réwnanie oscylatora harmonicznego,
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Oznaczmy

m+m g
mq /

Woéwczas drugie réwnanie przyjmie postac

Y =—w P

Jest to réwnanie oscylatora harmonicznego, ktérego rozwigzanie
og6lne ma postaé

o(t) = Acos (wt + ) .
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

State dowolne A i o wyznaczymy z warunkdéw poczatkowych
¢(0) = o i $(0) = 0.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

State dowolne A i o wyznaczymy z warunkdéw poczatkowych
¢(0) = o i $(0) = 0.
W tym celu obliczmy najpierw

$(t) = —w Asin (wt + «)
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

State dowolne A i o wyznaczymy z warunkdéw poczatkowych
¢(0) = o i $(0) = 0.
W tym celu obliczmy najpierw

$(t) = —w Asin (wt + «)

i wstawmy t = 0 do wzoréw na ¢(t) i ¢(t)

o(t) = Acos (wt + ), N ©(0) = Acosa = o,
¢(t) = —w Asin (wt + ) ¢(0) = —w Asina = 0.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

State dowolne A i o wyznaczymy z warunkdéw poczatkowych
¢(0) = o i $(0) = 0.
W tym celu obliczmy najpierw

$(t) = —w Asin (wt + «)

i wstawmy t = 0 do wzoréw na ¢(t) i ¢(t)

o(t) = Acos (wt + ), N ©(0) = Acosa = o,
¢(t) = —w Asin (wt + ) ¢(0) = —w Asina = 0.

Najprostszym, fizycznym rozwigzaniem tego uktadu réwnan jest
A=¢oia=0.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

State dowolne A i o wyznaczymy z warunkdéw poczatkowych
¢(0) = o i $(0) = 0.
W tym celu obliczmy najpierw

$(t) = —w Asin (wt + «)

i wstawmy t = 0 do wzoréw na ¢(t) i ¢(t)

o(t) = Acos (wt + ), N ©(0) = Acosa = o,
¢(t) = —w Asin (wt + ) ¢(0) = —w Asina = 0.

Najprostszym, fizycznym rozwigzaniem tego uktadu réwnan jest
A= g ia=0.W takim razie rozwigzanie dla zmiennej katowe;j

ma postaé

o(t) = po coswt.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Wstawmy to rozwigzanie do wzoru na X;(t)

. my .. my 2 moy
t)=——lp=——"1/(— coswt) = — coswt.
at)=— o le=— (~w?po coswt) oy BP0 COSW
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Wstawmy to rozwigzanie do wzoru na X;(t)

. my .. my 2 moy
t)=——lp=——"1/(— coswt) = — coswt.
at)=— o le=— (~w?po coswt) oy BP0 COSW

Scatkujmy obustronnie réwnanie

x1(t) = :—jggpo coswt.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Wstawmy to rozwigzanie do wzoru na X;(t)

. my .. my 2 moy
t)=——lp=——"1/(— coswt) = — coswt.
at)=— o le=— (~w?po coswt) oy BP0 COSW

Scatkujmy obustronnie réwnanie

x1(t) = :—jggpo coswt.

Xy (7)dr

O~
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Wstawmy to rozwigzanie do wzoru na X;(t)
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t)=——lp=——"1/(— coswt) = — coswt.
at)=— o le=— (~w?po coswt) oy BP0 COSW
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x1(t) = :—jggpo coswt.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Wstawmy to rozwigzanie do wzoru na X;(t)

. my .. my 2 moy
t)=——lp=——"1/(— coswt) = — coswt.
at)=— o le=— (~w?po coswt) oy BP0 COSW

Scatkujmy obustronnie réwnanie

x1(t) = :—jggpo coswt.

m

t t
t
/Xl(T)dT = >'<1(7')‘0 =x1(t) — x1(0) = mjggoo/coszdT
0 0
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Réwnania ruchu dla uk#

Wstawmy to rozwigzanie do wzoru na X;(t)

. m . m m

x1(t) = —72@ =2 (—w2gpo coswt) = —2ggoo coswt.
my + my my + my m

Scatkujmy obustronnie réwnanie

x1(t) = :—jggpo coswt.

t t . . moy t
/Xl 1(7')‘0 x1(t) — x1(0) = mlggoo/coszdT
0 0
mo 1 ‘f
= —Zgpg—sinwr| =
mlgsoo 0
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Réwnania ruchu dla uk#

Wstawmy to rozwigzanie do wzoru na X;(t)

. m . m m

x1(t) = —72@ =2 (—w2gpo coswt) = —2ggoo coswt.
my + my my + my m

Scatkujmy obustronnie réwnanie

x1(t) = :—jggpo coswt.

t t

t . . moy

/Xl 1(7')‘ x1(t) — x1(0) = 7g§00/COSWTdT
0 ml

0 0

mo 1 ‘f m 1 . .

= — —sihwt| = — —sinwt.
m g900 0 my g@ow
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Scatkujmy ponownie réwnanie

x1(t) = % % sinwt.
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Scatkujmy ponownie réwnanie
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

Scatkujmy ponownie réwnanie

m w
— @g#io (_1 COSWT) ' = —ﬂg (COSQ)t — 1)
m; w 0 mi o 2
moy ma / moy
= — — — (1 —coswt) = ———/ 1 — coswt).
L e ( ) e — o ( )
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‘ Réwnania ruchu dla uk#

OdpowiedZ. Rozwigzanie spetniajace warunki zadania ma postaé

my

t) = pgcoswt, xi(t) = — lpg(l — coswt),
o(t) = o 1(0) = 2 o )
gdzie
_ (mrm g
- ma /
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‘ Réwnania ruchu dla ukfad

o Uktady fizyczne z wiezami holonomicznymi mozna
rozwigzywac przy uzyciu réwnah Newtona.

@ Wymaga to jednak wprowadzenia do réwnan ruchu sit reakcji
wiezéw, ktére nastepnie eliminuje sie poprzez analize
geometryczna wiezow.

@ Réwnan Newtona nie mozna rozwigzac jednoznacznie bez
dodatkowych zafozen co do natury sit reakcji wiezdw.
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‘ Réwnania ruchu dla ukfad

o Uktady fizyczne z wiezami holonomicznymi mozna
rozwigzywac przy uzyciu réwnah Newtona.

@ Wymaga to jednak wprowadzenia do réwnan ruchu sit reakcji
wiezéw, ktére nastepnie eliminuje sie poprzez analize
geometryczna wiezow.

@ Réwnan Newtona nie mozna rozwigzac jednoznacznie bez
dodatkowych zafozen co do natury sit reakcji wiezdw.

W dalszym ciggu kursu mechaniki poznamy formalizm, w ktérym
nie ma potrzeby wprowadzania sit reakcji wiezdw.
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