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Wszystkie obiekty, ktére przy transformacji Lorentza transformuja
sie tak jak
@ kontrawariantny czterowektor potozenia x* = (ct, X), tzn.
X" = N XY

|24

nazywamy czterowektorami kontrawariantnymi.

@ kowariantny czterowektor potozenia x, = (ct, —X), tzn.
/ —1v TV
X o — X]//\ m — Xl//\ wr

nazywamy czterowektorami kowariantnymi.
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Wzory transformacyjne dla wektora predkosci byty skomplikowane,

gdyz w jego definicji
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dx
dt

vV =

wystepuja zaréwno sktadowe przestrzenne, jak i sktadowa czasowa
czterowektora potozenia x* = (ct, X).
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Wzory transformacyjne dla wektora predkosci byty skomplikowane,
gdyz w jego definicji

dx
dt

vV =

wystepuja zaréwno sktadowe przestrzenne, jak i sktadowa czasowa
czterowektora potozenia x* = (ct, X).
Zdefiniujmy czterowekor predkosci

B dx*

m
yt = ——
difo7

gdzie ty jest czasem wtasnym, mierzonym w uktadzie
spoczynkowym czastki.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 3/40



Czas w uktadzie, w ktérym czastka porusza sie z predkoscia v,
wigze sie z czasem wifasnym wzorem

d dt d _d

dt =~vdtg == —=——=
7o Aty digdr | dt
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Czas w uktadzie, w ktérym czastka porusza sie z predkoscia v,
wigze sie z czasem wifasnym wzorem

d dt d _d

dt=ndty = o =22 <@
7o Aty digdr | dt

i kontrawariantny czterowektor predkosci przybiera postaé

Cdxt d d(ct) dx

U#—%:’}/dt(ct,)_{):’y( dt ’dt):,)/(C’V)
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Czas w uktadzie, w ktérym czastka porusza sie z predkoscia v,
wigze sie z czasem wifasnym wzorem

dt=rydyy — L_dtd_d
— 7k Aty digdr | dt
i kontrawariantny czterowektor predkosci przybiera postaé

dx d . d(ct) dx .
dty T (ct, %) 7( dt ’dt) 7(e,7)

Zdefiniujmy kontrawariantny czterowektor pedu

uM

p" = mu* = my(c, V).
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Poniewaz czynnik Lorentza «y jest bezwymiarowy, to widzimy, ze
relatywistyczny ped ciata o masie m nalezatoby zdefiniowac¢ jako

P

=y mv,
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Poniewaz czynnik Lorentza «y jest bezwymiarowy, to widzimy, ze
relatywistyczny ped ciata o masie m nalezatoby zdefiniowac¢ jako

p=mv|

a relatywistyczng energie jako

E =~y mc?.
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Poniewaz czynnik Lorentza «y jest bezwymiarowy, to widzimy, ze
relatywistyczny ped ciata o masie m nalezatoby zdefiniowac¢ jako

ﬁ:fym‘?al

a relatywistyczng energie jako

E =~y mc?.

Zatem czterowektor energii—-pedu mozemy zapisa¢ w formie

—)

pl = (myc,myv) = (E/c, p)
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Zauwazmy, ze energia ciata o masie m,

mc2

/g

w uktadzie spoczynkowym, gdzie v = 0, jest niezerowa i wynosi

E=~vymc*=

Eo = mc2.
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Zauwazmy, ze energia ciata o masie m,

mc2

/g

w uktadzie spoczynkowym, gdzie v = 0, jest niezerowa i wynosi

E=~vymc*=

Eo = mc2.

Tak wtasnie powinien wygladaé stynny wzér Einsteina, w ktérym
czesto zapomina sie albo czynnika ~, albo indeksu O.
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Znajdzmy przyblizenie nierelatywistyczne wzoru na energie ciata

m62

J1-%

E=~mc?=
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Znajdzmy przyblizenie nierelatywistyczne wzoru na energie ciata

m62

E = S
v me Ji®
(_-2

< 1 i mozemy zastosowaé przyblizenia

‘72

Jezeli V| < c = x=15
1 1 1
~ 1+ ox,

~
~ ~ 2

1—x
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Znajdzmy przyblizenie nierelatywistyczne wzoru na energie ciata

m62

E = S
v me Ji®
C2

< 1 i mozemy zastosowaé przyblizenia

‘72

Jezeli V| < c = x=15
1 1 1

~1+4+ —x,

1—x

%

ktére wynikaja z nastepujacych przyblizonych réwnosci

1\? 1
<1x) zlfx+1x2zlfx,

1 1 1
(1—|—x> (1—2x):1—4x2%1.
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Wtedy
‘72

E ~ 214+ —
mc ( +2c2

1
>:mc2+2m\72:E0+ T.
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Wtedy
V2 1
E~m 1—1—22 = mc? +2mv—E0+T

Dla pedu w przyblizeniu nierelatywistycznym otrzymamy natomiast
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Obliczmy kwadrat normy czteropedu

Ipll> = p-p=E*/? = =*m°P —*m*®

= m2c?y? (1 - \72/C2) = m?c2.
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Obliczmy kwadrat normy czteropedu

Ipll> = p-p=E*/? = =*m°P —*m*®
= m2C2"}/2 (1 _ \72/C2) _ m2c2.

Wz6r ten czesto pisze sie w formie

E? — p%c? = m?ct.

Jest to oczywiscie niezmiennik relatywistyczny.
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Caterowektor energii-pedu

Obliczmy kwadrat normy czteropedu

Ipll> = p-p=E*/? = =*m°P —*m*®
= m2C2"}/2 (1 _ \72/C2) _ m2c2.

Wz6r ten czesto pisze sie w formie

E? — p%c? = m?ct.

Jest to oczywiscie niezmiennik relatywistyczny.
Zatem, w dowolnym uktadzie odniesienia, energia wiaze sie z

pedem wzorem
E = \/p?c? + m2c*,

gdzie odrzuciliSmy drugie, ujemne rozwiazanie.
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Podobnie jak zrobiliSmy to w przypadku nierelatywistycznym,
mozna pokazaé, ze symetria uktadu fizycznego, a wiec
niezmienniczo$¢ funkcji Lagrange'a, wzgledem translacji

xt = XM= x4 at, a' = const.

prowadzi do zasady zachowania czteropedu ukfadu.
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Podobnie jak zrobiliSmy to w przypadku nierelatywistycznym,
mozna pokazaé, ze symetria uktadu fizycznego, a wiec
niezmienniczo$¢ funkcji Lagrange'a, wzgledem translacji

xt = XM= x4 at, a' = const.

prowadzi do zasady zachowania czteropedu ukfadu.

Poniewaz w czasoprzestrzeni Minkowskiego czas traktujemy na
podobnych zasadach jak wspétrzedne przestrzenne, to dowodu
zasady zachowania energii nie trzeba przeprowadzac¢ osobno.
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Podobnie jak zrobiliSmy to w przypadku nierelatywistycznym,
mozna pokazaé, ze symetria uktadu fizycznego, a wiec
niezmienniczo$¢ funkcji Lagrange'a, wzgledem translacji

xt = XM= x4 o, a' = const.

prowadzi do zasady zachowania czteropedu ukfadu.

Poniewaz w czasoprzestrzeni Minkowskiego czas traktujemy na
podobnych zasadach jak wspétrzedne przestrzenne, to dowodu
zasady zachowania energii nie trzeba przeprowadzac¢ osobno.
Wynika ona z zasady zachowania czteropedu

Zp, —Z (Ei/c,p;) = const < ZE,—const i Zﬁ,-:const.
i i
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Przykfad 1. Relatywistyczna kulka z plasteliny o masie m, i
predkosci v, zderza sie ze spoczywajacy kulka o masie my. Obie
kulki sklejaja sie tworzac jedna kulke. Jaka jest masa m i predkos¢
v kulki utworzonej w wyniku zderzenia?

1
1
]
), 1 m 17
—— @ ! Q—
:
1
1

(przed zderzeniem) (po zderzeniu)
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1
1
]
), 1 m 17
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Przykfad 1. Relatywistyczna kulka z plasteliny o masie m, i
predkosci v, zderza sie ze spoczywajacy kulka o masie my. Obie
kulki sklejaja sie tworzac jedna kulke. Jaka jest masa m i predkos¢
v kulki utworzonej w wyniku zderzenia?

1
1
_ 1
Mg Uy my I m 7
-« o | e—
1
1
1
1

(przed zderzeniem) (po zderzeniu)

1
Zasada zachowania czteropedu daje

Pa+Pb:P7

gdzie p,, pp — czteropedy przed, a p — czteroped po zderzeniu.
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E, - -
Pa = <Cav Pa) = YaMm, (Ca Va)a Pb = (mbC, 0) .
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=

E, . .
Pa = <Ca, Pa) = YaMm, (Ca Va)a Pp = (mbc, 0)

1
(pa+pp)* = p* = m’c® = m? = = (pat py)°

1 1
mt = (P2 b+ 200 po) = 5 (mac® + mic® 420, py)
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=

E, . .
Pa = <Ca, Pa) = YaMm, (Ca Va)a Pp = (mbc, O)

1
(pa+po)* = p* = m*c® = m® = - (pa+ py)’

1 1
mt = (P2 b+ 200 po) = 5 (mac® + mic® 420, py)

Eamb
C2

2:m§+mi2,+2

E. L =
Pa'PbZ?ambC*Pa-OZEamb = m
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=

E, . .
Pa = <Ca, Pa) = YaMm, (Ca Va)a Pp = (mbc, O)

1
(pa+po)* = p* = m*c® = m® = - (pa+ py)’

1 1
mt = (P2 b+ 200 po) = 5 (mac® + mic® 420, py)

Eamb
C2

2:m§+mi2,+2

E. L =
Pa'PbZ?ambC*Pa-OZEamb = m

1
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Znajdzmy kohncowa predkosé.
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Znajdzmy koncowa predkosé. Ze wzoréw na energie i ped

2

=2
c
E=vymc*, p=ymv = \7:%.
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Znajdzmy koncowa predkosé. Ze wzoréw na energie i ped

E=~ymc?®, pF=ymvi = \72522.
Z zasady zachowania czteropedu
E:Ea+mbc2a ﬁ:ﬁa:')/ama\?a =
o ")/a’T’a‘?aC2 _ ’yama\73c2 YaMa —

E,+ mpc?  yamac? 4+ mpe? yamy +my
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W granicy nierelatywistycznej

. 1
Vo] € ¢ = Ap= ————— —1,

\/1—V2/c?
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W granicy nierelatywistycznej

. 1
Vo] € ¢ = Ap= ————— —1,

\/1—V2/c?

wiec
- YaMa S my S
vV = —————— Vo — Vg,
Yama + mp my + mp
_ 2
m = \/mg + m3 4+ 2v,mymp  —  my+ mp.
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Wiazka protondw zderza sie¢ z protonami tarczy. Jaki jest zwigzek
pomiedzy energig catkowita dwéch zderzajacych sie protonédw w
uktadzie laboratoryjnym (LAB), w ktérym tarcza spoczywa, z ich
energia ca’rkowitq w ukfadzie $rodka masy (CM), w ktérym

p1+ po =07
:
1
mp PP my : my P g My
1
(uklad LAB) ! (uklad CM)
1
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Wiazka protondw zderza sie¢ z protonami tarczy. Jaki jest zwigzek
pomiedzy energig catkowita dwéch zderzajacych sie protonédw w
uktadzie laboratoryjnym (LAB), w ktérym tarcza spoczywa, z ich
energia ca’rkowita w ukfadzie $rodka masy (CM), w ktérym

p1+ po =07
:
1
myp PP myp : my P o
1
(uklad LAB) ! (uklad CM)
1

Poréwnajmy

2 2
LAB LAB CM CM
(Pl + P2 ) :(Pl + P2 ) :
Kwadrat czterowektora jest niezmiennikiem.
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Stad

(EILAB + mpc2>2

c2
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Stad

(EILAB + mpc2>2

c2

B (ﬁ{“AB—i—ﬁ)z _ (Ech _|C_QE2CM>2 _62,

2

Pomnézmy obie strony tego réwnania przez c“ i zauwazmy, ze

ETM 4+ E5™M = EOV,

gdzie ECM

dostaniemy

jest catkowity energia w uktadzie srodka masy, wéwczas
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Stad

(EILAB + mpc2>2

c2

B (ﬁ{“AB—i—ﬁ)z _ (Ech _|C_QE2CM>2 _62,

Pomnézmy obie strony tego réwnania przez c? i zauwazmy, ze

ECM + ECM ECM

gdzie ECM jest catkowita energia w uktadzie érodka masy, wéwczas
dostaniemy

(ELAB) (5{#/;13)2 2 4 m2ct 4+ 2ELAB myc? = (ECM)2

2 ~4
mpc
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a zatem

catkowita energia

5 ( CM>2
2mpC2 <E]FAB + mpCQ) = (ECM) = ELAB = TCQ
p

ELAB
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a zatem

catkowita energia

5 ( CM)2
2mpC2 <E]FAB + mpCQ) = (ECM) = ELAB = TCQ
p

ELAB

Przyktfad 2. Jaka musi by¢ catkowita energia protonéw w uktadzie
laboratoryjnym, aby energia catkowita w uktadzie Srodka masy
wynosita 20 GeV?
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a zatem

catkowita energia

5 ( CM)2
2mpC2 <E]FAB + mpCQ) = (ECM) = ELAB = TCQ
p

ELAB

Przyktfad 2. Jaka musi by¢ catkowita energia protonéw w uktadzie
laboratoryjnym, aby energia catkowita w uktadzie Srodka masy
wynosita 20 GeV?

m, = 938.27203 4+ 0.00008 MeV/c? = mpc? ~ 1 GeV

2
CM
202
EMAB = (chz ~ % GeV = 200 GeV.
P
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Dlatego buduje sie akceleratory wigzek przeciwbieznych,
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Dlatego buduje sie akceleratory wigzek przeciwbieznych, w ktérych
zderza sie ze sobg wigzki czastek biegnacych naprzeciw siebie z
takimi samymi pedami.
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Dlatego buduje sie akceleratory wigzek przeciwbieznych, w ktérych
zderza sie ze sobg wigzki czastek biegnacych naprzeciw siebie z
takimi samymi pedami.

W akceleratorach wiagzek przeciwbieznych, jezeli zderzane sa
czastki punktowe o tej samej masie, jak np. elektron i pozyton, to
uktad laboratoryjny pokrywa sie z uktadem $rodka masy, w ktérym
sumaryczny ped jest zerowy i cata energia moze by¢ wykorzystana
na wygenerowanie masy (energii spoczynkowej) produktéw reakcji.
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Dlatego buduje sie akceleratory wigzek przeciwbieznych, w ktérych
zderza sie ze sobg wigzki czastek biegnacych naprzeciw siebie z
takimi samymi pedami.

W akceleratorach wiagzek przeciwbieznych, jezeli zderzane sa
czastki punktowe o tej samej masie, jak np. elektron i pozyton, to
uktad laboratoryjny pokrywa sie z uktadem $rodka masy, w ktérym
sumaryczny ped jest zerowy i cata energia moze by¢ wykorzystana
na wygenerowanie masy (energii spoczynkowej) produktéw reakcji.
Wielki Zderzacz Hadronéw LHC w CERN-ie jest tez tego rodzaju
akceleratorem, ale zderzane w nim protony s3 czastkami ztozonymi.
Ich sktadniki, tzw. partony, czyli kwarki i gluony, unosza rézne
utamki pedu macierzystych protonéw, dlatego uktad srodka masy
zderzajacych sie partonéw porusza sie w uktadzie laboratoryjnym.
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Zauwazmy, ze dla czastki bezmasowej, (np. fotonu), m =0,

> » ., E
E2_pPc?=0 = E’=p%°2% = ]p\:?.
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Zauwazmy, ze dla czastki bezmasowej, (np. fotonu), m =0,

> » ., E
E2_pPc?=0 = E’=p%°2% = ]p\:?.

Czastka bezmasowa o niezerowej energii ma relatywistyczny ped, a
jej czteroped

E _ o
pl = (,p) = (|p]. P)
c
jest czterowektorem o zerowej normie, gdyz

2 2 L2 2
Ip"I2 =p-p = (p°)" = (B) = B — 5> = 0.
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Przypomnijmy postulat Einsteina (dla swiatfa)

h
E=hv=hvo, gdzie w=2mv, h=_—
2
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Przypomnijmy postulat Einsteina (dla swiatfa)

E=hv=hvo, gdzie w =27y, ﬁE%
i postulat de Broglie'go (dla fotonu lub czastki masowej)
p = hk,
gdzie k — wektor falowy, ktéry wiaze sie z dtugoscia fali A wzorem

- 2w
k| = —.
k=5
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Przypomnijmy postulat Einsteina (dla swiatfa)

E=hv=hvo, gdzie w =27y, ﬁE%
i postulat de Broglie'go (dla fotonu lub czastki masowej)
p = hk,
gdzie k — wektor falowy, ktéry wiaze sie z dtugoscia fali A wzorem

- 2w
k| = —.
k=5

Zdefiniujmy czterowektor falowy wzorem

—

pl = kM = h(i,k)
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k* jest na pewno poprawnie zdefiniowanym czterowektorem.

a2

2
a’

s s
#rédio v
(uktad ) [~ Z()
< < x

1

x( uktad 5)
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k* jest na pewno poprawnie zdefiniowanym czterowektorem.

z? pa?

S S’

Zrédio

(ukad S') T

Z N !

x( uktad 5)

Predkoé¢ wzgledna uktadéw S i S’ V = (v,0,0), dlatego sktadowa
kC transformuje sie wg wzoru

k’ozy(ko—ﬁkl), ﬁ:%.
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k* jest na pewno poprawnie zdefiniowanym czterowektorem.

z? pa?

S S’

zZrédlo
(uktad ") T
\ v'l,‘l

Z N

x( uktad 5)

Predkoé¢ wzgledna uktadéw S i S’ V = (v,0,0), dlatego sktadowa

k® transformuje sie wg wzoru
KO=y (K —pK),  p==.
c

—
<.

Podstawmy k=%, k! = K| cos = £ cosd, KO =

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 21/40



k* jest na pewno poprawnie zdefiniowanym czterowektorem.

z? pa?

S S’

zZrédlo
(ukad S') T
v v \ ;I:I

x( uktad 5)

Predkoé¢ wzgledna uktadéw S i S’ V = (v,0,0), dlatego sktadowa

k® transformuje sie wg wzoru
KO=y (K —pK), p==
c

—
<.

Podstawmy k=%, k! = K| cos = £ cosd, KO =

w/

/
= W =qw(l—-LPcosh) = w (1= Feos)
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Poniewaz ' jest czestotliwoscig $wiatta mierzong w uktadzie
zrédta, ktére porusza sie wzgledem obserwatora z predkoscia
V =(V,0,0), to oznaczmy w’ = wy. Wdwczas

— wo
W= v(1—Bcos )’
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Poniewaz ' jest czestotliwoscig $wiatta mierzong w uktadzie
zrédta, ktére porusza sie wzgledem obserwatora z predkoscia
V =(V,0,0), to oznaczmy w’ = wy. Wdwczas

— wo
W= v(1—Bcos )’

gdzie

w — czestotliwo$¢ Swiatta mierzona przez obserwatora,

0 — kat pomiedzy wektorem predkosci zrédta V a kierunkiem
obserwacji $wiatta.
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Jezeli Zrédto porusza sie w kierunku obserwatora znajdujacego sie
na dodatniej pdtosi Ox, tzn. 6 =0 = cosf =1, to
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Jezeli Zrédto porusza sie w kierunku obserwatora znajdujacego sie
na dodatniej pdtosi Ox, tzn. 6 =0 = cosf =1, to

wo
w =

S y(1-p5)
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Jezeli Zrédto porusza sie w kierunku obserwatora znajdujacego sie
na dodatniej pdtosi Ox, tzn. 6 =0 = cosf =1, to

Lo W
v(1-5)
a uwzgledniajac, ze
1 1
IRV Y () ()

~y

otrzymamy
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Jezeli Zrédto porusza sie w kierunku obserwatora znajdujacego sie
na dodatniej pdtosi Ox, tzn. 6 =0 = cosf =1, to

w= 0
v(1-5)
a uwzgledniajac, ze
1 1
’7 = =
vVi-p2 V(A -p)1+8)
otrzymamy
—_ 1 — 6 0_
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Poniewaz Zrédto porusza sie zawsze z predkoscia mniejsza od
predkosci Swiatta w prézni, to

-1 < fB=v/c <1
i z wzoru

1+
W= 4[> wo

1-p

widzimy, ze
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Poniewaz Zrédto porusza sie zawsze z predkoscia mniejsza od
predkosci Swiatta w prézni, to

-1 < fB=v/c <1
i z wzoru

w18,
widzimy, ze
@ jedli zrédto oddala sie od obserwatora, tzn.
B8 <0
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Poniewaz Zrédto porusza sie zawsze z predkoscia mniejsza od
predkosci Swiatta w prézni, to

-1 < fB=v/c <1

i z wzoru

widzimy, ze
@ jedli zrédto oddala sie od obserwatora, tzn.
<0 = w<uwp, (przesuniecie ku czerwieni)

o jesli zrodto zbliza sie do obserwatora, tzn.
B>0 = w>uwy. (przesuniecie do fioletu)
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Promieniowanie rentgenowskie rozpraszamy na spoczywajacych
elektronach. Jaki jest wzrost dtugosci fali promieniowania
rentgenowskiego wynikajacy z odrzutu elektronu?

Y P3

Y P1 6_7p2
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rentgenowskiego wynikajacy z odrzutu elektronu?

Zatézmy, ze rozpraszane s3 pojedyncze kwanty promieniowania -
fotony.

Y P3

Y P1 6_7p2

Mechanika klasyczna i relatywistyczna pLyL U]




Promieniowanie rentgenowskie rozpraszamy na spoczywajacych
elektronach. Jaki jest wzrost dtugosci fali promieniowania
rentgenowskiego wynikajacy z odrzutu elektronu?

Zatézmy, ze rozpraszane s3 pojedyncze kwanty promieniowania -
fotony.

- Skorzystajmy z zasady zacho-
~ wania czteropedu

pr+p2 = p3+pa
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Promieniowanie rentgenowskie rozpraszamy na spoczywajacych
elektronach. Jaki jest wzrost dtugosci fali promieniowania
rentgenowskiego wynikajacy z odrzutu elektronu?

Zatézmy, ze rozpraszane s3 pojedyncze kwanty promieniowania -
fotony.

- Skorzystajmy z zasady zacho-
~ wania czteropedu

pr+p2 = p3t+ps =
[(p1 — p3) + p2]

Mechanika klasyczna i relatywistyczna pLyL U]




Promieniowanie rentgenowskie rozpraszamy na spoczywajacych
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Promieniowanie rentgenowskie rozpraszamy na spoczywajacych
elektronach. Jaki jest wzrost dtugosci fali promieniowania
rentgenowskiego wynikajacy z odrzutu elektronu?

Zatézmy, ze rozpraszane s3 pojedyncze kwanty promieniowania -
fotony.

- Skorzystajmy z zasady zacho-
~ wania czteropedu

prtp2 = p3+ps =

[(pr = p3) +pal* = p; = mic?,
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Promieniowanie rentgenowskie rozpraszamy na spoczywajacych
elektronach. Jaki jest wzrost dtugosci fali promieniowania
rentgenowskiego wynikajacy z odrzutu elektronu?

Zatézmy, ze rozpraszane s3 pojedyncze kwanty promieniowania -
fotony.

\ Skorzystajmy z zasady zacho-
wania czteropedu

pr+p2 = P3+P4 =

[(pr — p3) + 2> = pa = mic?,

gdzie wykorzystaliémy zwiazek p7 = m2c?.
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Przeksztatémy lewa strone réwnania

[(p1 — p3) + p2l> = (p1 — P3)* + 2 (p1 — P3) - P2 + P3

=p? —2p1-p3+p3+2p1-p2—2p3 - p2+ ps = mict.
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Przeksztatémy lewa strone réwnania

[(p1 — p3) + p2]* = (p1r — p3)° +2(p1 — p3) - P2 + P3

=pf —2p1-p3+p3+2p1-p2—2p3- po+ ps = mic’.

Uwzgedniajac relacje p2 = m2c? i bezmasowo$¢ fotonu, tzn.
p? = p% = 0, dostaniemy

—2p1-p3+2p1-p2—2p3-p2 =0,

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 26/40



Przeksztatémy lewa strone réwnania

[(p1 — p3) + p2]* = (p1r — p3)° +2(p1 — p3) - P2 + P3

=pf —2p1-p3+p3+2p1-p2—2p3- po+ ps = mic’.

Uwzgedniajac relacje p2 = m2c? i bezmasowo$¢ fotonu, tzn.
p? = p3 = 0, dostaniemy

—2p1-p3+2p1-p2—2p3-p2 =0,

a po prostych przeksztatceniach otrzymamy

P1-p2—p3-p2=p1-pP3
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Czteropedy czastek poczatkowych maja postaé

S . Tuw
pr=(161].0,0,|p1)) = == (1,0,0,1),  p2 = (mec,0,0,0).
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Czteropedy czastek poczatkowych maja postaé

S . Tuw
pr=(161].0,0,|p1)) = == (1,0,0,1),  p2 = (mec,0,0,0).

a czteropedy czastek koncowych wyrazaja sie wzorami

hw

A hw . o Ey .
p3 = - (1, k) = (1,sin 6 cos p,sin@sinp,cos), ps = (:,p4) )
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Czteropedy czastek poczatkowych maja postaé

S . Tuw
pr=(161].0,0,|p1)) = == (1,0,0,1),  p2 = (mec,0,0,0).

a czteropedy czastek koncowych wyrazaja sie wzorami

hw

A hw . o Ey .
p3 = - (1, k) = (1,sin 6 cos p,sin@sinp,cos), ps = (:,p4) )

Skad, wykorzystujac wzér a- b= a°p° — 3- b, otrzymamy

h(wo —w
Pl'P2—P3'P2:(Oc)meC:hme(wo—w)

hRwow
p1-p3= C20 (1 —cosf).
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Wstawiajac te wyniki do réwnania

P1:-pP2—pP3-pP2=p1-P3
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Wstawiajac te wyniki do réwnania
P1-p2—=pP3-pP2=pP1"P3
otrzymamy

hRwow

hme (wo — w) = (1 —cosh).

c2
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Wstawiajac te wyniki do réwnania
P1-p2—=pP3-pP2=pP1"P3
otrzymamy

hRwow

hme (wo — w) = (1 —cosh).

c2
Podzielmy obie strony przez hmewow, wowczas dostaniemy

1 1 h
——— = (1 —cosf).

W wy Mec?
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Aby przejs¢ do zwiazku dla dtugosci fali skorzystajmy ze zwigzkéw

A= T = &2 %m€

v w
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Aby przejs¢ do zwiazku dla dtugosci fali skorzystajmy ze zwigzkéw

A= T = &2 %m€

v w

i pomnézmy zwiazek dla czestosci obustronnie przez 2mwc, wéwczas
otrzymamy zwigzek

27rc_27rc 27rcfi(1_ 0s0) = h
w wo

(1 —cosh),

e

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 29/40



Aby przejs¢ do zwiazku dla dtugosci fali skorzystajmy ze zwigzkéw

A= T = &2 %m€
14 w

i pomnézmy zwiazek dla czestosci obustronnie przez 2mwc, wéwczas
otrzymamy zwigzek

2mc - 27rc 2mwch (1 ~ cos) = 2mh

w wo

(1 —cosh),
e

ktéry mozemy wyrazi¢ przez dtugos¢ fali promieniowania
rentgenowskiego

AN= A 2= 2P

(1 —cos#).

e
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Zdefiniujmy komptonowska dtugo$¢ fali elektronu

27h h
Ao = 12— :

MmeC  MeC
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Zdefiniujmy komptonowska dtugo$¢ fali elektronu

27h h
Ao = 12— :

MmeC  MeC

przy czym [Particle Data Group 2014
Ae h

2T mecC

— 3.861 592 6800(25) x 10 **m,
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Zdefiniujmy komptonowska dtugo$¢ fali elektronu

27h h
Ao = 12— :

MmeC  MeC

przy czym [Particle Data Group 2014
Ae h

2T mecC

— 3.861 592 6800(25) x 10 **m,

wowczas zmiana dtugosci fali wyraza sie wzorem

AN = X (1 —cosh).
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Zdefiniujmy komptonowska dtugo$¢ fali elektronu

27h h
Ao = 12— :

MmeC  MeC

przy czym [Particle Data Group 2014

Ae h

_— — 3.861 592 6800(25) x 10~ 3m,
2T mecC

wowczas zmiana dtugosci fali wyraza sie wzorem
AN = X (1 —cosh).

Najwieksza zmiana dtugodi fali nastepuje przy rozpraszaniu do
tytu, a najmniejsza przy rozpraszaniu do przodu.
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Doswiadczenie Comptona byto jednym z pierwszych dowodéw na
korpuskularna nature promieniowania elektromagnetycznego.
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Doswiadczenie Comptona byto jednym z pierwszych dowodéw na
korpuskularna nature promieniowania elektromagnetycznego.
Okoto roku 1920 wiekszo$¢ fizykéw, w tym réwniez Compton, nie
akceptowata hipotezy kwantéw Swiatta zaproponowanej przez
Plancka i Einsteina traktujac ja jedynie jako model matematyczny
pozwalajacy wyjasni¢ pewne zjawiska, jak widmo promieniowania
ciata doskonale czarnego, czy zjawisko fotoelektryczne.
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Doswiadczenie Comptona byto jednym z pierwszych dowodéw na
korpuskularna nature promieniowania elektromagnetycznego.
Okoto roku 1920 wiekszo$¢ fizykéw, w tym réwniez Compton, nie
akceptowata hipotezy kwantéw Swiatta zaproponowanej przez
Plancka i Einsteina traktujac ja jedynie jako model matematyczny
pozwalajacy wyjasni¢ pewne zjawiska, jak widmo promieniowania
ciata doskonale czarnego, czy zjawisko fotoelektryczne.

Aby poprawnie opisa¢ zjawisko Comptona musieliémy zatozy¢, ze
fotony niosa nie tylko energie, ale i ped i rozpraszaja sie w
zderzeniach z pojedynczymi elektronami, czyli ze zachowuja sie jak
klasyczne czastki.
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Z drugiej strony jednak, pomiar energii rozproszonego
promieniowania, tzn. jego dtugosci fali, opierat sie o zjawisko
dyfrakcji, a wiec wykorzystywat falowg nature promieniowania
elektromagnetycznego.
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Pojecie sity w teorii wzglednosci jest dos¢ skomplikowane, m.in.
dlatego, ze
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Pojecie sity w teorii wzglednosci jest dos¢ skomplikowane, m.in.
dlatego, ze wektor

. dp
F=-="L
dt

nie jest dobrze okre$long czescia przestrzenna czterowektora.
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Pojecie sity w teorii wzglednosci jest dos¢ skomplikowane, m.in.
dlatego, ze wektor

- dp
F=2P
dt
nie jest dobrze okre$long czescia przestrzenna czterowektora.
Ponadto, masa, ktéra wiaze sie z energiag w uktadzie
spoczynkowym wzorem

Eo
EOImC2 = ng,

nie musi by¢ wielkoscig stata dla ciat ztozonych. Np. jesli
podgrzejemy takie ciato, to jego energia wewnetrzna wzro$nie.
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Pojecie sity w teorii wzglednosci jest dos¢ skomplikowane, m.in.
dlatego, ze wektor

- dp
F=2P
dt
nie jest dobrze okre$long czescia przestrzenna czterowektora.
Ponadto, masa, ktéra wiaze sie z energiag w uktadzie
spoczynkowym wzorem

Eo
EOImC2 = ng,

nie musi by¢ wielkoscig stata dla ciat ztozonych. Np. jesli
podgrzejemy takie ciato, to jego energia wewnetrzna wzro$nie.
Zmiany masy wynikajace ze zmiany energii wewnetrznej s3 na ogdt
nieznaczne. Dlatego zatozymy, ze masa ciata nie zmienia sie w
czasie.
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Mimo skomplikowanych wtasnosci transformacyjnych definicja

Ty

£

215
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Mimo skomplikowanych wtasnosci transformacyjnych definicja

Ty

£

215

dobrze zgadza sie z sitg Lorentza

—

F:q(E+Vx§)

dziatajaca na fadunek g w polu elektromagnetycznym o natezeniu
E i indukcji B.
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Nasza definicja spetnia réwniez zwigzek pomiedzy przyrostem
energii kinetycznej ciata, a praca nad nim wykonana.
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Nasza definicja spetnia réwniez zwigzek pomiedzy przyrostem
energii kinetycznej ciata, a praca nad nim wykonana.
Aby sie o tym przekonad, zrézniczkujmy zwigzek

d 2_ =22 4 dE _ . dp »
dE 2 dp c? L dp . =
— mv.-—=v-F,

dt

dar - EP ar 'ymc2’y
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Nasza definicja spetnia réwniez zwigzek pomiedzy przyrostem
energii kinetycznej ciata, a praca nad nim wykonana.
Aby sie o tym przekonad, zrézniczkujmy zwigzek

d 2_ =22 4 dE _ . dp »
dE 2 dp c? L dp . =
— mv.-—=v-F,

dt

dar - EP ar 'ymc2’y

a wiec
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Uwzgledniajac, ze
E=mc®+T,

gdzie T jest energig kinetyczng ciata,
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Uwzgledniajac, ze
E=mc®+T,
gdzie T jest energia kinetyczna ciata, otrzymamy

dT = F . dx.
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Uwzgledniajac, ze
E=mc®+T,

gdzie T jest energig kinetyczna ciafa, otrzymamy
dT = F - dx.

Przyrost energii kinetycznej ciata jest réwny wykonanej nad nim
pracy.
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Zatbézmy, ze F = const. W chwili t = 0 ciafo spoczywa w poczatku
uktadu, czyli X(0) =0i v(0) =0 = p(0) = 0. Wbwczas

dp=Fdt = p=Ft

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 37/40



Zatbézmy, ze F = const. W chwili t = 0 ciafo spoczywa w poczatku
uktadu, czyli X(0) =0i v(0) =0 = p(0) = 0. Wbwczas

dp=Fdt = p=Ft

2 A2
E? = (fymcz) =m?’ct + pP? = y=1/1+ 7mﬁ;c2’

gdzie odrzuciliSmy ujemne rozwiazanie.
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Zatbézmy, ze F = const. W chwili t = 0 ciafo spoczywa w poczatku
uktadu, czyli X(0) =0i v(0) =0 = p(0) = 0. Wbwczas

dp=Fdt = p=Ft

2 A2
E? = (fymcz) =m?’ct + pP? = y=1/1+ 7mﬁ;c2’

gdzie odrzuciliémy ujemne rozwiazanie. Z definicji pedu
P

my m\/l

o Ft
V= Pz F2:2
Ba myle

2 m2c2

Ft
_|_
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Zatbézmy, ze F = const. W chwili t = 0 ciafo spoczywa w poczatku
uktadu, czyli X(0) =0i v(0) =0 = p(0) = 0. Wbwczas
df = Fdt = p=Ft.
2 » P
E2 = (’ymcz) = m2C4 + po2 = Y= 1 =+ W,

gdzie odrzuciliémy ujemne rozwiazanie. Z definicji pedu

—

”W:m\/l ﬁzti_m\/l P2

m2 c?

dt = = dt
/v /m,/1+;2§i ’”/ 1+F2f2

m2c2
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Podstawmy
F2¢2 2 F? tdt F? tdt
u = 1+ﬁ = du= m>c? 22: 75—
m<c 2 /1 + 2222 m<c u
2 2
m-c
= tdt = 2 udu
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Podstawmy

/ F2¢2 2 F? tdt F? tdt
u = 1 + ) = du = m>c? — = 55
m<c 2 /1 + 2222 m<c u

ITI2C2

= tdt = 2 udu

i obliczmy catke

F tdt F m2c? [ ud 2,
g = Ff Mt _Fed gl mepp,,
m 14+ £22 m F u F

m2c2

—

2 F2t2
+ C.

2
mc- = = mc- =
= HFut =" F 1
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Uwzglednijmy warunek poczatkowy X(0) = 0

. mc? - | F202 - mc?- = - = mc? -
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Uwzglednijmy warunek poczatkowy X(0) = 0

. mc? - | F202 - mc?- = - = mc? -
X(O):7F2F 1+7m2C2+C:7F2F+C:O C:—ﬁF

Ostateczny wynik ma postaé

4
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Uwzglednijmy warunek poczatkowy X(0) = 0

. mc? - | F202 - mc?- = - = mc? -
X(O):7F2F 1+7m2C2+C:7F2F+C:O C:—ﬁF

Ostateczny wynik ma postaé

4

Dla krétkich czaséw otrzymujemy

2 242 =
. mc 1F°t - 1F , 1_,
x(t)z—F2 (1+2m2c2—1>F:2mt :§at,

a wiec wynik taki sam jak w przypadku nierelatywistycznym.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 39/40



Mozna zdefiniowaé czterowektor sity

_dpt

KH =
dto’

gdzie ty — czas wtasny.
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jest lorentzowskim skalarem.
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jest lorentzowskim skalarem. Zwigzek z tréjsita ma postaé

dp* 1dE dp L o=, =
Ho— U e R .
K Tae 7<cdt’dt> /Y(V F/C’F)'
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Mozna zdefiniowaé czterowektor sity

_dpt

KH =
dto’

gdzie ty — czas wtasny.
Jest to niewatpliwie poprawnie zdefiniowany czterowektor, gdyz tg
jest lorentzowskim skalarem. Zwigzek z tréjsita ma postaé

dp# 1dE dp -
'LL: pr— —_—— —_— = .
K fydt ’y(c dt’dt) fy(v F/c,F).

Czterosita nie ma wiekszego zastosowania, gtéwnie ze wzgledu na
to, ze w jej definicji wystepuje czas wtasny, a my na ogdt chcemy
bada¢ ruch ciat (ewolucje uktadu w czasie) w dowolnym
inercjalnym uktadzie odniesienia.
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