Transformacja Lorentza

Wyktad 14

Karol Kotodziej

Instytut Fizyki

Uniwersytet §Iqski, Katowice
http://kk.us.edu.pl

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 1/43



Dotychczas rozpatrywaliSmy ruch ciat, ktére w wybranych
uktadach odniesienia, poruszaty sie z predkosciami znacznie
mniejszymi od predkosci Swiatta w prézni

V< c=209792458 1 ~ 3 x 1082 ~ 300000 k2.
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uktadach odniesienia, poruszaty sie z predkosciami znacznie
mniejszymi od predkosci Swiatta w prézni

V< c=209792458 1 ~ 3 x 1082 ~ 300000 k2.

Prawa Newtona, réwniez w ujeciu lagranzowskim lub
hamiltonowskim, sg niezmiennicze wzgledem transformacji
Galileusza:

t - t = t+a
F — 7 = AF+Vit+b.
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Dotychczas rozpatrywaliSmy ruch ciat, ktére w wybranych
uktadach odniesienia, poruszaty sie z predkosciami znacznie
mniejszymi od predkosci Swiatta w prézni

V< c=209792458 1 ~ 3 x 1082 ~ 300000 k2.

Prawa Newtona, réwniez w ujeciu lagranzowskim lub
hamiltonowskim, sg niezmiennicze wzgledem transformacji
Galileusza:

t - t = t+a
F — 7 = AF+Vit+b.

W ramach Wykfadu 7 pokazaliSmy, ze transformacje Galileusza
tworza 10-cio parametrowa grupe przeksztatcen.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 2/43



10-cio parametrowa grupa przeksztatcen obejmujaca:

@ translacje w czasie (1 parametr a)
= zasada zachowania energii

—,

@ translacje w przestrzeni (3 parametry b)
= zasada zachowania pedu (3 sktadowe)
@ obroty w przestrzeni (3 parametry macierzy ortogonalnej A)
= zasada zachowania momentu pedu (3 sktadowe)
@ transformacje do innego, inercjalnego uktadu odniesienia (3
parametry V)
= $rodek masy odosobnionego uktadu ciat porusza sie
ruchem jednostajnym prostoliniowym (3 sktadowe pewne;
wielkosci opisujacej ruch srodka masy)
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Rozwazmy zdarzenie, np. wystrzat kapiszona, ktére obserwujemy w
dwdch réznych, inercjalnych ukfadach odniesienia S i S'.
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Rozwazmy zdarzenie, np. wystrzat kapiszona, ktére obserwujemy w
dwéch réznych, inercjalnych ukfadach odniesienia S i §’. S’
porusza sie w S ze stafa predkoscig V = (V,0,0), a przy

t =t/ = 0 poczatki obu uktadéw pokrywaty sie.

by ny/
S S’
T 1) .
I / v
Vit p/— Y=y _—
o o’
—/ —/ x
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Rozwazmy zdarzenie, np. wystrzat kapiszona, ktére obserwujemy w
dwéch réznych, inercjalnych ukfadach odniesienia S i §’. S’
porusza sie w S ze stala predkoécig V = (V,0,0), a przy

t =t/ = 0 poczatki obu uktadéw pokrywaty sie.

by *y
S S’
x ° .
, \%
Vit @ — y=y —_—
O O’
\—/ \—/ 2

Wspbtrzedne tego zdarzenia w S i w S’ powigzane s3 wzorami

t' =t x' = x— Vt, y =y, 7 =z
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Czas w mechanice newtonowskiej ma charakter uniwersalny —
ptynie tak samo we wszystkich uktadach odniesienia.
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Czas w mechanice newtonowskiej ma charakter uniwersalny —
ptynie tak samo we wszystkich uktadach odniesienia.

Jesli predkos¢ wzgledna obu uktadéw jest skierowana w dowolnym
kierunku, to wzory transformacyjne majg postaé

=t  P=F—Vt
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kierunku, to wzory transformacyjne majg postaé
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Zauwazmy, ze poprzednio rozpatrywaliSmy transformacje Galileusza
punktu materialnego lub uktadu punktéw, a teraz rozpatrujemy
transformacje uktadu wspétrzednych.
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Czas w mechanice newtonowskiej ma charakter uniwersalny —
ptynie tak samo we wszystkich uktadach odniesienia.

Jesli predkos¢ wzgledna obu uktadéw jest skierowana w dowolnym
kierunku, to wzory transformacyjne majg postaé

=t  P=F—Vt

Zauwazmy, ze poprzednio rozpatrywaliSmy transformacje Galileusza
punktu materialnego lub uktadu punktéw, a teraz rozpatrujemy
transformacje uktadu wspétrzednych. Transformacje te sa
wzajemnie odwrotne, stad przeciwny znak przy wektorze predkosci
wzglednej.
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Rézniczkujac obustronnie wzgledem czasu wzér
Fr=r—-Vt.

i uwzgledniajac réwnos¢ t' = t otrzymujemy
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Rézniczkujac obustronnie wzgledem czasu wzér
PF=rF-Vt.
i uwzgledniajac réwnos¢ t' = t otrzymujemy

vV =v-V.
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Rézniczkujac obustronnie wzgledem czasu wzér
F=F-—Vt
i uwzgledniajac réwnos¢ t' = t otrzymujemy

vV =v-V.

Jest to znana reguta dodawania predkosci

V=V +V.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 6/43



Z réwnan Maxwella wynika, ze fale elektromagnetyczne w prozni
rozchodza sie we wszystkich kierunkach z taka sama predkoscia c.
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Z réwnan Maxwella wynika, ze fale elektromagnetyczne w prozni
rozchodza sie we wszystkich kierunkach z taka sama predkoscia c.
Zastosowanie wzoréw transformacyjnych

V=c-V.

zmienia postaé réwnan Maxwella.
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Z réwnan Maxwella wynika, ze fale elektromagnetyczne w prozni
rozchodza sie we wszystkich kierunkach z taka sama predkoscia c.
Zastosowanie wzoréw transformacyjnych

V=c-V.

zmienia postaé réwnan Maxwella.

W 1880 r. Albert Michelson i Edward Morley skonstruowali
interferometr, ktéry umozliwit pomiar zmiany predkosci $wiatta w
zaleznos$ci od kierunku w ukfadzie zwigzanym z Ziemia.
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wynik c.
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Z réwnan Maxwella wynika, ze fale elektromagnetyczne w prozni
rozchodza sie we wszystkich kierunkach z taka sama predkoscia c.
Zastosowanie wzoréw transformacyjnych

V=c- V.

zmienia postaé réwnan Maxwella.

W 1880 r. Albert Michelson i Edward Morley skonstruowali
interferometr, ktéry umozliwit pomiar zmiany predkosci $wiatta w
zaleznos$ci od kierunku w ukfadzie zwigzanym z Ziemia.
Niezaleznie od kierunku propagacji $wiatta otrzymali taki sam
wynik c.

Mimo, ze Ziemia ciagle zmienia kierunek swojej predkosci w ruchu
dookota Stonca, to wynik nie zalezat od pory roku.
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Przypomnijmy, ze inercjalny uktad odniesienia, to uktad, w ktérym
obowiazuje | zasada dynamiki Newtona.
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Przypomnijmy, ze inercjalny uktad odniesienia, to uktad, w ktérym

obowiazuje | zasada dynamiki Newtona.
| postulat. Jedli S jest uktadem inercjalnym, a S’ porusza sie
wzgledem S ruchem jednostajnym prostoliniowym, to S’ réwniez

jest uktadem inercjalnym.
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Przypomnijmy, ze inercjalny uktad odniesienia, to uktad, w ktérym
obowiazuje | zasada dynamiki Newtona.

| postulat. Jedli S jest uktadem inercjalnym, a S’ porusza sie
wzgledem S ruchem jednostajnym prostoliniowym, to S’ réwniez
jest uktadem inercjalnym.

Il postulat. Predkos$¢ $wiatta w prézni ma te sama wartos¢ ¢ we
wszystkich inercjalnych ukfadach odniesienia, niezaleznie od
kierunku propagacji.
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Il postulat. Predkos$¢ $wiatta w prézni ma te sama wartos¢ ¢ we
wszystkich inercjalnych uktadach odniesienia, niezaleznie od
kierunku propagacji.

Postulat ten, chociaz wydaje sie nielogiczny w zestawieniu z
naszym codziennym dos$wiadczeniem, to jest bardzo dobrze
potwierdzony do$wiadczalnie.
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Przypomnijmy, ze inercjalny uktad odniesienia, to uktad, w ktérym
obowiazuje | zasada dynamiki Newtona.

| postulat. Jedli S jest uktadem inercjalnym, a S’ porusza sie
wzgledem S ruchem jednostajnym prostoliniowym, to S’ réwniez
jest uktadem inercjalnym.

Il postulat. Predkos$¢ $wiatta w prézni ma te sama wartos¢ ¢ we
wszystkich inercjalnych ukfadach odniesienia, niezaleznie od
kierunku propagacji.

Postulat ten, chociaz wydaje sie nielogiczny w zestawieniu z
naszym codziennym dos$wiadczeniem, to jest bardzo dobrze
potwierdzony do$wiadczalnie.

Ma on daleko idace konsekwencje.
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W kazdym inercjalnym ukfadzie odniesienia wybieramy uktad
kartezjanski i rozmieszczamy obserwatoréw, na tyle gesto, zeby
mogli bez opdznienia mierzy¢ czas zaj$cia dowolnego zdarzenia.
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W kazdym inercjalnym ukfadzie odniesienia wybieramy uktad
kartezjanski i rozmieszczamy obserwatoréw, na tyle gesto, zeby
mogli bez opdznienia mierzy¢ czas zaj$cia dowolnego zdarzenia.
Zaktadamy, ze zegary obserwatoréw sg zsynchronizowane.
Eksperyment myslowy. Na podtodze wagonu rozbfyskuje Swiatto,
odbija sie od sufitu i dociera do podtogi powodujac bip.

Ay uy’

S S’

% b}yskHbip
—/

A4

—/ g
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W kazdym inercjalnym ukfadzie odniesienia wybieramy uktad
kartezjanski i rozmieszczamy obserwatoréw, na tyle gesto, zeby
mogli bez opdznienia mierzy¢ czas zaj$cia dowolnego zdarzenia.
Zaktadamy, ze zegary obserwatoréw sg zsynchronizowane.
Eksperyment myslowy. Na podtodze wagonu rozbfyskuje Swiatto,
odbija sie od sufitu i dociera do podtogi powodujac bip.

Ay uy’
S Sv/
- h
-V
D ——
% blysk || bip
N x

W ukfadzie S’ zwiazanym z wagonem bfysk i bip pojawiaja sie w
tym samym miejscu po czasie At’ = 2h/c.
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W uktadzie S zwigzanym z Ziemig bfysk i bip pojawia sie w
réznych miejscach.

y 4y
S S’
Vv
———

B

1

1

/v/ h \
blysk ! bip
D

N N CXU %
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W uktadzie S zwigzanym z Ziemig bfysk i bip pojawia sie w
réznych miejscach.

v sy
S S
1%
—

B

1

'

| 'h I~
blysk ! bip

UXAU <7 1 U uC:xuz

Rozwazmy A ADB: (cAt/2)? = h> + (VAt/2)? =
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W uktadzie S zwigzanym z Ziemig bfysk i bip pojawia sie w
réznych miejscach.

y 4y
S S
Vv
—
B
1
'
| 'h I~
blysk ! bip

UXAU < 0 u@xu}

Rozwazmy A ADB: (cAt/2)? = h> + (VAt/2)? =

> o (AY)? 2h 2h 1

o il I e e AN I —

( ) 4 Ve2 — 2 c /1—V2/c2
At/
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W uktadzie S zwigzanym z Ziemig bfysk i bip pojawia sie w
réznych miejscach.

y 4y
S S
Vv
—
B
1
'
| 'h I~
blysk ! bip

UXAU < 0 u@xu}

Rozwazmy A ADB: (cAt/2)? = h> + (VAt/2)? =

> o (AY)? 2h 2h 1

o il I e e AN I —

( ) 4 Ve2 — 2 c /1—V2/c2
At!

~ 1 _ 1
T imvee ViI-F
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Poniewaz [f<1 = v >1 = czas przebiegu zjawiska
fizycznego mierzony w ukfadzie poruszajacym sie (At) ulega
wydtuzeniu w stosunku do czasu przebiegu tego zjawiska w
uktadzie spoczynkowym (Aty = At’), tzw. czasu wtasnego

|At:’yAt0 > At
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Poniewaz [f<1 = v >1 = czas przebiegu zjawiska
fizycznego mierzony w ukfadzie poruszajacym sie (At) ulega
wydtuzeniu w stosunku do czasu przebiegu tego zjawiska w
uktadzie spoczynkowym (Aty = At’), tzw. czasu wtasnego

|At:’yAt0 > At

Przyktad 1. Czas zycia mionu mierzony w uktadzie, w ktérym mion

spoczywa, wynosi
7, = (2.1969811 + 0.000022) x 107 % =~ 2.2 x 107 %.
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Poniewaz [f<1 = v >1 = czas przebiegu zjawiska
fizycznego mierzony w ukfadzie poruszajacym sie (At) ulega
wydtuzeniu w stosunku do czasu przebiegu tego zjawiska w
uktadzie spoczynkowym (Aty = At’), tzw. czasu wtasnego

|At:’yAt0 > At

Przyktad 1. Czas zycia mionu mierzony w uktadzie, w ktérym mion
spoczywa, wynosi

7, = (2.1969811 + 0.000022) x 10~%s ~ 2.2 x 10~%. Miony
powstajace w gérnych warstwach atmosfery maja predkosé

v =~ 0.9c
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Poniewaz [f<1 = v >1 = czas przebiegu zjawiska
fizycznego mierzony w ukfadzie poruszajacym sie (At) ulega
wydtuzeniu w stosunku do czasu przebiegu tego zjawiska w
uktadzie spoczynkowym (Aty = At’), tzw. czasu wtasnego

|At:’yAt0 > At

Przyktad 1. Czas zycia mionu mierzony w uktadzie, w ktérym mion
spoczywa, wynosi

7, = (2.1969811 + 0.000022) x 10~%s ~ 2.2 x 10~%. Miony
powstajace w gérnych warstwach atmosfery maja predkosé
v~0.9c = czas zycia w uktadzie zwigzanym z Ziemia

Ta~1/V1-0927,~237,~51x10 %,
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Ten efekt jest doskonale potwierdzony doswiadczalnie. Gdyby go
nie byto, do powierzchni Ziemi docieratoby znacznie mniej mionéw
niz sie ich obserwuje.
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nie byto, do powierzchni Ziemi docieratoby znacznie mniej mionéw
niz sie ich obserwuje.

Dylatacja czasu jest rzeczywistym zjawiskiem,
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Ten efekt jest doskonale potwierdzony doswiadczalnie. Gdyby go
nie byto, do powierzchni Ziemi docieratoby znacznie mniej mionéw
niz sie ich obserwuje.

Dylatacja czasu jest rzeczywistym zjawiskiem, potwierdzanym na
co dzien, np. w urzadzeniu zwanym GPS (Global Positioning
System).
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Ten efekt jest doskonale potwierdzony doswiadczalnie. Gdyby go
nie byto, do powierzchni Ziemi docieratoby znacznie mniej mionéw
niz sie ich obserwuje.

Dylatacja czasu jest rzeczywistym zjawiskiem, potwierdzanym na
co dzien, np. w urzadzeniu zwanym GPS (Global Positioning
System).

Aby okresli¢ pofozenie ciata na Ziemi z doktadnoscia do kilku
metréw, trzeba zmierzy¢ czas z doktadnoscig do kilku nanosekund
(107%), co wymaga uwzglednienia réznicy czasu mierzonego w
uktadzie satelity i uktadzie Ziemi.
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Wyprowadzajac wzdr opisujacy dylatacje czasu zatozyliSmy, ze
poprzeczne rozmiary ciat w ruchu (wysoko$¢ wagonu h) nie ulegaja
zmianie.
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Wyprowadzajac wzdr opisujacy dylatacje czasu zatozyliSmy, ze
poprzeczne rozmiary ciat w ruchu (wysoko$¢ wagonu h) nie ulegaja
zmianie. Inaczej jest z podtuznymi rozmiarami ciat.

Rozwazmy wagon poruszajacy sie z predkoscia V w kierunku osi
Ox.

W uktadzie S zwigzanym z Ziemig umieszczamy obserwatora
mierzacego czas, w ktérym mija go poczatek i koniec wagonu.
Otrzymuje on réznice At, a nastepnie oblicza dtugo$¢ wagonu ze
wzoru

L= VAt
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Wyprowadzajac wzdr opisujacy dylatacje czasu zatozyliSmy, ze
poprzeczne rozmiary ciat w ruchu (wysoko$¢ wagonu h) nie ulegaja
zmianie. Inaczej jest z podtuznymi rozmiarami ciat.

Rozwazmy wagon poruszajacy sie z predkoscia V w kierunku osi
Ox.

W uktadzie S zwigzanym z Ziemig umieszczamy obserwatora
mierzacego czas, w ktérym mija go poczatek i koniec wagonu.
Otrzymuje on réznice At, a nastepnie oblicza dtugo$¢ wagonu ze
wzoru

L= VAt

Obserwator w wagonie (uktad S’) moze zmierzy¢ jego dtugosé Lo,
tzw. dtugos¢ wtasna, np. tadma miernicza,
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ale mozemy postapié inacze;.
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ale mozemy postapié inacze;.

Na poczatku i na kofncu wagonu umieszczamy obserwatoréw,
ktérzy mierza czas w momencie, gdy mijaja obserwatora O
znajdujacego sie w ukfadzie S i otrzymuja réznice At’.
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ale mozemy postapié inacze;.

Na poczatku i na kofncu wagonu umieszczamy obserwatoréw,
ktérzy mierza czas w momencie, gdy mijaja obserwatora O
znajdujacego sie w ukfadzie S i otrzymuja réznice At’.

Dtugos¢ wagonu w jego uktadzie spoczynkowym dana jest wzorem

Lo = VAL

Korzystajac ze zwiazku At' = At (At jest mierzone w tym
samym miejscu, dlatego jest czasem wtasnym) dostajemy

L
Lo=VAt =VyAt=yL = L=
v
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Zatem podtuzne rozmiary ciat — w kierunku réwnolegtym do
wektora predkosci wzglednej — ulegaja skréceniu wg wzoru

L:% < Lo.

Jest to tzw. skrécenie Fitzgeralda—Lorentza.
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Jest to tzw. skrécenie Fitzgeralda—Lorentza.

Skréceniu nie ulegaja natomiast rozmiary poprzeczne.
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Zatem podtuzne rozmiary ciat — w kierunku réwnolegtym do
wektora predkosci wzglednej — ulegaja skréceniu wg wzoru

L:% < Lo.

Jest to tzw. skrécenie Fitzgeralda—Lorentza.

Skréceniu nie ulegaja natomiast rozmiary poprzeczne.

Ich pomiar w obu uktadach, S i S’, mozna wykonaé w symetryczny
sposéb, rézniacy sie jedynie zwrotem predkosci

(V zamieniamy na — V).
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Rozwazmy ponownie zdarzenie, ktére obserwujemy w dwdch
réznych, inercjalnych ukfadach odniesienia Si S'.

Wi ny/
S S’
T ® .
I / V
Vit ] — Y=y —
o o'
—/ —/ v
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Rozwazmy ponownie zdarzenie, ktére obserwujemy w dwdch
réznych, inercjalnych ukfadach odniesienia Si S'.

Wi ny/
S S’
T ® .
I / V
Vit ] — Y=y —
o o'
—/ —/ v

Znajdzmy zwiazek pomiedzy wspdtrzednymi tego zdarzenia
(t,x,y,z)wSi(t)x,y,zZ)wS"
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Rozwazmy ponownie zdarzenie, ktére obserwujemy w dwdch
réznych, inercjalnych ukfadach odniesienia Si S'.

Wi ny/
S S’
T ® .
I / V
Vit ] — Y=y —
o o'
—/ —/ v

Znajdzmy zwiazek pomiedzy wspdtrzednymi tego zdarzenia
(t,x,y,z)wSi(t)x,y,zZ)wS"
Ze wzoru na skrécenie dtugosci

x—Vt=x'/y = x'=7y(x— Vt).
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Rozwazmy ponownie zdarzenie, ktére obserwujemy w dwdch
réznych, inercjalnych ukfadach odniesienia Si S'.

Wi ny/
S S’
T ® .
I / V
Vit ] — Y=y —
o o'
—/ —/ v

Znajdzmy zwiazek pomiedzy wspdtrzednymi tego zdarzenia
(t,x,y,z)wSi(t)x,y,zZ)wS"
Ze wzoru na skrécenie dtugosci

x—Vt=x'/y = x'=7y(x— Vt).

Poprzeczne rozmiary nie ulegaja zmianie, wiec y/ =y i z/ = z.
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Zwiazek odwrotny do x’ = v (x — Vt) otrzymamy zamieniajac V
na —V oraz zmienne primowane na nieprimowane i odwrotnie

x =~ (x"+ Vt).
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Zwiazek odwrotny do x’ = v (x — Vt) otrzymamy zamieniajac V
na —V oraz zmienne primowane na nieprimowane i odwrotnie

x =~ (x"+ Vt).
Z tego réwnania mozemy wyznaczyé x’

x'=x/y— Vt.
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Zwiazek odwrotny do x’ = v (x — Vt) otrzymamy zamieniajac V
na —V oraz zmienne primowane na nieprimowane i odwrotnie

x=7(x"+ Vt).
Z tego réwnania mozemy wyznaczyé x’
x'=x/y— Vt.
Poréwnujac oba wzory na x’ otrzymamy réwnanie

x/y—Vt' = (x— Vi),
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Zwiazek odwrotny do x’ = v (x — Vt) otrzymamy zamieniajac V
na —V oraz zmienne primowane na nieprimowane i odwrotnie

x=7(x"+ Vt).
Z tego réwnania mozemy wyznaczyé x’
x'=x/y— Vt.
Poréwnujac oba wzory na x’ otrzymamy réwnanie
X/ — VE =5 (x = Vi),

z ktérego mozemy wyznaczyé t’

= b= b= Vol =1 [t - 4 (1-177) %),
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Rozwazmy wspotczynnik stojacy przy x we wzorze

t':fy[t—\l/(l—l/’yz)x],
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Rozwazmy wspotczynnik stojacy przy x we wzorze

t':fy[t—\l/(l—l/’yz)x],
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Rozwazmy wspotczynnik stojacy przy x we wzorze

t':fy[t—\l/(l—l/’yz)x],
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Podsumowujac

t,:7<t_?\éx>7 X'=yx-Wt), y=y, 2=z
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Podsumowujac

t/:7<t_?\éx)7 X'=yx-Wt), y=y, 2=z

Zauwazmy, ze dla V< ¢ = =1, V/c=0, otrzymamy
t' ~t, X ~x—-Vt, y=y, 7=z

czyli wzory transformacyjne Galileusza.
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Podsumowujac
/I Vv ! __ —V ! __ /I
t=y(t-%x). X=7(x-V0), y=y 7=z

Zauwazmy, ze dla V< ¢ = =1, V/c=0, otrzymamy

t' ~t, X ~x—-Vt, y=y, 7=z

czyli wzory transformacyjne Galileusza.

Zwigzki na odwrotng transformacje Lorentza otrzymamy
zamieniajac V na —V oraz zmienne primowane na nieprimowane i
odwrotnie

/ /

74
tz’y(t’—l—c2xl>, x=v(x"+ V'), y=y, z=17.
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Zrézniczkujmy wzory transformacyjne Lorentza

4
dt’ =~ (dt - C2dx> , dX =q(dx—Vdt), dy' =dy, dZ =d=z
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Zrézniczkujmy wzory transformacyjne Lorentza

4
dt’ =~ (dt - C2dx> , dX =q(dx—Vdt), dy' =dy, dZ =d=z

Sktadowa x predkosci ciata w ukfadzie S’

A y(dx—vd) -V w—V
oAty (de - Yax) 1—%5} 1_%’

gdzie ostatnig réwnos¢ uzyskaliSmy dzielac licznik i mianownik
przez ~dt.
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Zrézniczkujmy wzory transformacyjne Lorentza

4
dt’ =~ (dt - C2dx> , dX =q(dx—Vdt), dy' =dy, dZ =d=z

Sktadowa x predkosci ciata w ukfadzie S’

A y(dx—vd) -V w—V
oAty (de - Yax) 1—%5} 1_%’

gdzie ostatnig réwnos¢ uzyskaliSmy dzielac licznik i mianownik
przez ydt. Sktadowa y predkosci ciata w uktadzie S’

e

V,idiyli dy o Vy
y_dt/_’y<dt—c—‘édx> _'y(l—c—v2 >_ (1—\2‘9)

&%
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Podobnie, dla skfadowej z uzyskujemy

, dZ dz B o Vz

T (e k) (- 5%) (%)
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Podobnie, dla skfadowej z uzyskujemy

o dz’ dz B % B vy
z T 3 - - '
e (dt — C—Vzdx) 0 (1 - ?‘/2%) 0 (1 — %)
Podsumowujac
vy — V % %
v, == vV=—Y V= z

1—\?97 4 7(1—‘22*)7
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Podobnie, dla skfadowej z uzyskujemy

o dz’ dz % Vz
z — 7/ p— p— p— .
dt % (dt — C—Vzdx) ~ (1 — C—‘é%) ~ (1 — %)
Podsumowujac
v vy — V y vy , Vs

Asymetria tych wzordéw wynika z faktu, ze uktad S’ porusza sie w
S z predkoscia skierowang w kierunku osi Ox, V = (V/,0,0).
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Przyktad 2. Rakieta poruszajaca sie wzgledem Ziemi z predkoscia
0.8c wystrzeliwuje w kierunku swego ruchu

© pocisk z predkoscia 0.6¢,
© wiazke Swiatta laserowego z predkoscia ¢

wzgledem rakiety.
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Przyktad 2. Rakieta poruszajaca sie wzgledem Ziemi z predkoscia
0.8c wystrzeliwuje w kierunku swego ruchu

© pocisk z predkoscia 0.6¢,

© wiazke Swiatta laserowego z predkoscia ¢
wzgledem rakiety. Jaka jest predkos$¢ pocisku i wigzki Swiatta lasera
wzgledem Ziemi?
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Przyktad 2. Rakieta poruszajaca sie wzgledem Ziemi z predkoscia
0.8c wystrzeliwuje w kierunku swego ruchu

© pocisk z predkoscia 0.6¢,

© wiazke Swiatta laserowego z predkoscia ¢
wzgledem rakiety. Jaka jest predkos$¢ pocisku i wigzki Swiatta lasera
wzgledem Ziemi?
Rozwigzanie. Wybieramy o$ Ox ukfadu kartezjanskiego zwigzanego
z Ziemig w kierunku ruchu rakiety i pocisku. Predkos¢ uktadu

inercjalnego zwigzanego z rakieta V = 0.8¢, a predkos$¢ w uktadzie
rakiety

Q pocisku v = 0.6c¢,

Q wiazki lasera v, = c.
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Korzystamy z odwréconej transformacji predkosci

B v+ V B v/ B v/
TRE VTG E) TR
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Korzystamy z odwréconej transformacji predkosci

v, +V vy v
Vs = " W TS T e V2 T Vo
1+ 25 7 (1+ %) 7 (1+ %)
co daje
© dla pocisku:
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Korzystamy z odwréconej transformacji predkosci

v, +V vy v
Vx = V! Vy = w\’ Vz = w\’
1+ 25 7 (1+ %) 7 (1+ %)
co daje

0.6¢c+0.8¢

0 dla pOClSkU: Vy = m
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Korzystamy z odwréconej transformacji predkosci

v, +V vy v
Vx = V! Vy = w\’ Vz = w\’
1+ 25 7 (1+ %) 7 (1+ %)
co daje

0.6¢+0.8¢ _ 1l4c

Q dla pocisku: v = 1530060 /c2 = 148
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Korzystamy z odwréconej transformacji predkosci

Vy = V;—I-V v, = V}// V, = Vé
X = T Wl Y = T 7 v\ z = N
14 = 7(1+ ‘ZZ) 7(1+ ‘ﬁﬁ)
co daje
© dla pocisku: vx = 17§59 = 145 ~ 0.95¢,
o
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Korzystamy z odwréconej transformacji predkosci

v:iv;—FV v:iv}// Vy, = v
T A 7(1+ ‘2;4)’ ‘ 7(1+ ‘g;)’
co daje
© dla pocisku: vy, = % = % ~ 0.95c¢,
c+0.8¢

e dla Swiatta lasera: Vy = m
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Korzystamy z odwréconej transformacji predkosci

V:L‘—FV v:iv}// v:i‘é
T A 7(1+‘g§)’ ‘ 7(1+‘g§)’
co daje

© dla pocisku: vX:%:%zO.%C,

c+0.8¢ _ 1.

Lo o ct08c .
Q dla swiatta lasera: v = 17557 = 18
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Korzystamy z odwréconej transformacji predkosci

V:L‘—FV v:iv}// v:i‘é
T A 7(1+‘g§)’ ‘ 7(1+‘g§)’
co daje

© dla pocisku: vX:%:%zO.%C,

c+0.8¢ _ 1.

_ c+0.8¢c _ 18c _ .
1+0.8cc/c2 = 1.8 =

Q dla swiatta lasera: v, =
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Korzystamy z odwréconej transformacji predkosci

v:iv;—FV v:iv}// Vy, = v
T A 7(1+‘g§)’ ‘ 7(1+‘g§)’
co daje
© dla pocisku: vy, = % = % ~ 0.95c¢,
c+0.8¢ _ 1.8c

Q@ dla Swiatta lasera: v, = =c.

1+0.8c c/c?2 — 1.8
Zauwazmy, ze v, = v; = 0, bo w obu przypadkach v, = v; = 0.
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Szczegblng teorie wzglednosci wygodnie jest sformutowal w
czterowymiarowe] czasoprzestrzeni Minkowskiego.
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Szczegblng teorie wzglednosci wygodnie jest sformutowal w
czterowymiarowe] czasoprzestrzeni Minkowskiego.
Zdefiniujmy kontrawariantny (z indeksami pisanymi u géry)
czterowektor opisujacy potozenie punktu—zdarzenia w
czasoprzestrzeni

xt = (ct,x) = (xo,xl,xz,x3) .
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Szczegblng teorie wzglednosci wygodnie jest sformutowal w
czterowymiarowe] czasoprzestrzeni Minkowskiego.
Zdefiniujmy kontrawariantny (z indeksami pisanymi u géry)
czterowektor opisujacy potozenie punktu—zdarzenia w
czasoprzestrzeni

xt = (ct,x) = (xo,xl,xz,x3) .
Umowa. Wskazniki greckie przebiegaja wartosci:
W v, p,0,...=0,1,2 3
a wskazniki tacinskie wartosci:

ij kI, ..=1,2,3.
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Definiujemy kowariantny (z indeksami pisanymi na dole) tensor
metryczny

Buv =

oo o~
oo r o
|
o= oo
= o oo
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Definiujemy kowariantny (z indeksami pisanymi na dole) tensor
metryczny

Euv =

oo o~
oo r o
|
o= oo
= o oo

Definiujemy kowariantny czterowektor potozenia
Xy = X",

gdzie sumujemy po powtarzajacych sie indeksach greckich na
réznych poziomach.
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Umowa. Po powtarzajacych sie indeksach tacinskich sumujemy
rowniez, gdy s3 na tym samym poziomie.
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Umowa. Po powtarzajacych sie indeksach tacinskich sumujemy
rowniez, gdy s3 na tym samym poziomie.
Zauwazmy, ze tensor metryczny jest symetryczny

8uv = Bvu-
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Umowa. Po powtarzajacych sie indeksach tacinskich sumujemy
rowniez, gdy s3 na tym samym poziomie.
Zauwazmy, ze tensor metryczny jest symetryczny

8uv = Bvu-

Znajdzmy zwigzek pomiedzy sktadowymi kowariantnymi x,, i
kontrawariantnymi x* czterowektora potozenia.

v
X0 = 8ovX
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Umowa. Po powtarzajacych sie indeksach tacinskich sumujemy
rowniez, gdy s3 na tym samym poziomie.
Zauwazmy, ze tensor metryczny jest symetryczny

8uv = Bvu-

Znajdzmy zwigzek pomiedzy sktadowymi kowariantnymi x,, i
kontrawariantnymi x* czterowektora potozenia.

o .
X0 = govx” = gooX -+ &ojx
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Umowa. Po powtarzajacych sie indeksach tacinskich sumujemy
rowniez, gdy s3 na tym samym poziomie.
Zauwazmy, ze tensor metryczny jest symetryczny

8uv = Bvu-

Znajdzmy zwigzek pomiedzy sktadowymi kowariantnymi x,, i
kontrawariantnymi x* czterowektora potozenia.

X = gowx" = goox" + gojxj =1-x°+0-x
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Umowa. Po powtarzajacych sie indeksach tacinskich sumujemy
rowniez, gdy s3 na tym samym poziomie.
Zauwazmy, ze tensor metryczny jest symetryczny

8uv = Bvu-

Znajdzmy zwigzek pomiedzy sktadowymi kowariantnymi x,, i
kontrawariantnymi x* czterowektora potozenia.

X0 = goux' = goox0 + gojxj =1-x°40-x =x°,
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Umowa. Po powtarzajacych sie indeksach tacinskich sumujemy
rowniez, gdy s3 na tym samym poziomie.
Zauwazmy, ze tensor metryczny jest symetryczny

8uv = Bvu-
Znajdzmy zwigzek pomiedzy sktadowymi kowariantnymi x,, i
kontrawariantnymi x* czterowektora potozenia.

X0 = goux' = goox0 + gojxj =1-x°40-x =x°,

Xj
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Umowa. Po powtarzajacych sie indeksach tacinskich sumujemy
rowniez, gdy s3 na tym samym poziomie.
Zauwazmy, ze tensor metryczny jest symetryczny

8uv = Bvu-
Znajdzmy zwigzek pomiedzy sktadowymi kowariantnymi x,, i
kontrawariantnymi x* czterowektora potozenia.

X0 = goux' = goox0 + gojxj =1-x°40-x =x°,

Xi =
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Umowa. Po powtarzajacych sie indeksach tacinskich sumujemy
rowniez, gdy s3 na tym samym poziomie.
Zauwazmy, ze tensor metryczny jest symetryczny

8uv = Bvu-
Znajdzmy zwigzek pomiedzy sktadowymi kowariantnymi x,, i
kontrawariantnymi x* czterowektora potozenia.

X0 = goux' = goox0 + gojxj =1-x°40-x =x°,

v
8ivX

Xj
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Umowa. Po powtarzajacych sie indeksach tacinskich sumujemy
rowniez, gdy s3 na tym samym poziomie.
Zauwazmy, ze tensor metryczny jest symetryczny

8uv = Bvu-
Znajdzmy zwigzek pomiedzy sktadowymi kowariantnymi x,, i
kontrawariantnymi x* czterowektora potozenia.

X0 = goux' = goox0 + gojxj =1-x°40-x =x°,

o )
xi = givx" = giox + gjx!
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Umowa. Po powtarzajacych sie indeksach tacinskich sumujemy
rowniez, gdy s3 na tym samym poziomie.
Zauwazmy, ze tensor metryczny jest symetryczny

8uv = Bvu-
Znajdzmy zwigzek pomiedzy sktadowymi kowariantnymi x,, i
kontrawariantnymi x* czterowektora potozenia.

X0 = goux' = goox0 + gojxj =1-x°40-x =x°,

0 ' 0 ‘
givx" = giox" + gijx) =0-x" — §;;x!

Xj
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Umowa. Po powtarzajacych sie indeksach tacinskich sumujemy
rowniez, gdy s3 na tym samym poziomie.
Zauwazmy, ze tensor metryczny jest symetryczny

8uv = Bvu-

Znajdzmy zwigzek pomiedzy sktadowymi kowariantnymi x,, i
kontrawariantnymi x* czterowektora potozenia.

X _ v _ 0 N 0 Jj _ 0
0 = 8owX =goox +gojx =1-x +0-x=x",

givx’ = giox° + gijx) =0-x0 — §;x = —x',

Xj
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Umowa. Po powtarzajacych sie indeksach tacinskich sumujemy
rowniez, gdy s3 na tym samym poziomie.
Zauwazmy, ze tensor metryczny jest symetryczny

8uv = Bvu-

Znajdzmy zwigzek pomiedzy sktadowymi kowariantnymi x,, i
kontrawariantnymi x* czterowektora potozenia.

X _ v _ 0 N 0 Jj _ 0
0 = 8owX =goox +gojx =1-x +0-x=x",

0 | 0 . .
xi = giwx" =giox +gix =0-x" =X = —x,

a wiec

X, = (XO, —xt, —x2, —x3) = (ct,—X).

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 26/43



Definiujemy kontrawariantny tensor metryczny g"¥ poprzez relacje
gﬂpgpy = 657

przy czym delta Kroneckera zdefiniowana jest nastepujaco

54— 1, dla p=v
v 10, dla p#v
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Definiujemy kontrawariantny tensor metryczny g"¥ poprzez relacje
gﬂpgpy = 657

przy czym delta Kroneckera zdefiniowana jest nastepujaco

54— 1, dla p=v
v 10, dla p#v

Zadanie 1. Pokaza¢, ze gt = gy,
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Definiujemy iloczyn skalarny czterowektoréw

Xy = g,ul/X'LLyy-
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Definiujemy iloczyn skalarny czterowektoréw

Xy = g,ul/X'uyy-
Wykorzystujac zwiazek y,, = g,,,y” mozemy zapisac

x-y=x'guy”
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Definiujemy iloczyn skalarny czterowektoréw

Xy = g,ul/X'uyy-
Wykorzystujac zwiazek y,, = g,,,y” mozemy zapisac

x-y=xtguy” =x"y,.
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Definiujemy iloczyn skalarny czterowektoréw

Xy = gux"y”.
Wykorzystujac zwiazek y,, = g,,,y” mozemy zapisac
x-y=xtguy” =x"y,.
Skorzystajmy z symetrii tensora g,

x-y = guxt'y”
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Definiujemy iloczyn skalarny czterowektoréw
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Definiujemy iloczyn skalarny czterowektoréw

x-y=gux'y”.
Wykorzystujac zwiazek y,, = g,,,y” mozemy zapisac
x-y=xtguy” =x"y,.
Skorzystajmy z symetrii tensora g,
x-y = gux'y" =xy",

a zatem

x-y =xly, =x,y".
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Rozpiszmy sume

X" = xoy° + xiy'
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Rozpiszmy sume

X" = xoy° + xiy'

0

i skorzystajmy ze zwigzkéw: xg = x° i x; = —x', wtedy otrzymamy

i

Xyt = xoy0 —x'y
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Rozpiszmy sume
X" = xoy° + xiy'

0

i skorzystajmy ze zwigzkéw: xg = x° i x; = —x', wtedy otrzymamy

_,0.0 i _ 0.0 e
x ' =xy = x'y' =x"y’ =X-y.
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Rozpiszmy sume
X" = xoy° + xiy'

0§ x; = —x', wtedy otrzymamy

i skorzystajmy ze zwigzkéw: xg = x
Xuyu _ XOyO _Xiyi —_ XOyO _)—(}7

W takim razie iloczyn skalarny czterowektoréw w czasoprzestrzeni
Minkowskiego wyraza sie wzorem:

x-y=x0—%.y.
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Zdefiniujmy kwadrat normy czterowektora

2
HXH2 =Xx-Xx= (XO) — X2
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Zdefiniujmy kwadrat normy czterowektora
2
[x|I>=x-x = (XO) — x?

i interwat — kwadrat odlegtosci czasoprzestrzennej — pomiedzy
zdarzeniami x i y

Ix = yll> = (x—y) (x—y)
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Zdefiniujmy kwadrat normy czterowektora
2
[x|I>=x-x = (XO) — x?

i interwat — kwadrat odlegtosci czasoprzestrzennej — pomiedzy
zdarzeniami x i y

b=yl = (x=y) (x =) = (x° =) = (£ = 7P,
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Dokonajmy transformacji Lorentza czterowektora x do ukfadu
poruszajacego sie z predkoscia V = (V,0,0)
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Dokonajmy transformacji Lorentza czterowektora x do ukfadu
poruszajacego sie z predkoscia V = (V,0,0)

0
X" =
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Dokonajmy transformacji Lorentza czterowektora x do ukfadu
poruszajacego sie z predkoscia V = (V,0,0)

74
X0 = o =cy <t — 2x>
c
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Dokonajmy transformacji Lorentza czterowektora x do ukfadu
poruszajacego sie z predkoscia V = (V,0,0)

0 r_ _K _ 0 _ 1
X = ct—c7<t C2X>—7(X ﬂx),
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Dokonajmy transformacji Lorentza czterowektora x do ukfadu
poruszajacego sie z predkoscia V = (V,0,0)
0 r_ _ K _ 0 _ 1
X = ct—c7<t C2X>—7(X ﬂx),

1
X!
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Dokonajmy transformacji Lorentza czterowektora x do ukfadu
poruszajacego sie z predkoscia V = (V,0,0)

/0 r_ _K _ 0 _ 1
X ct—c7<t C2X>—7(X ﬂx),

1
X!
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Dokonajmy transformacji Lorentza czterowektora x do ukfadu
poruszajacego sie z predkoscia V = (V,0,0)

/0 r_ _K _ 0 _ 1
X ct' = cvy <t C2X> —’}/(X Bx ),
X' =~ (x - Vt)

1
X!
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Dokonajmy transformacji Lorentza czterowektora x do ukfadu
poruszajacego sie z predkoscia V = (V,0,0)

X = =yt x) = (- ).
X = (= Vi) =7 (= )

1
X!
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Dokonajmy transformacji Lorentza czterowektora x do ukfadu
poruszajacego sie z predkoscia V = (V,0,0)

ct' = cy <t— CV2X> zv(xo—ﬂx1>,

X' =~ (x - Vt) :7(X1—5X0),
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Dokonajmy transformacji Lorentza czterowektora x do ukfadu
poruszajacego sie z predkoscia V = (V,0,0)

X = =yt x) = (- ).

o e V) = (x— 0).
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Dokonajmy transformacji Lorentza czterowektora x do ukfadu
poruszajacego sie z predkoscia V = (V,0,0)

X = =yt x) = (- ).
v (x — Vt) Zv(xl—ﬁxo),
y

/
X = X

2
X/ = y, =
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Dokonajmy transformacji Lorentza czterowektora x do ukfadu
poruszajacego sie z predkoscia V = (V,0,0)

0 r_ _K _ 0 _ 1
X = ct—c7<t C2X>—7(X ﬂx),
Xt = X' =~ (x - Vt) zv(xl—ﬁxo),

72
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Dokonajmy transformacji Lorentza czterowektora x do ukfadu
poruszajacego sie z predkoscia V = (V,0,0)

X = =yt x) = (- ).
X = X/:’y(X—Vt)_'Y(X —ﬁx)

3
= y,:y:X27 X/ = = Z
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Dokonajmy transformacji Lorentza czterowektora x do ukfadu
poruszajacego sie z predkoscia V = (V,0,0)

X = =yt x) = (- ).
X = X/:’y(X—Vt)_'Y(X —ﬁx)

3
= y,:y:X27 X/ = = Z =
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Dokonajmy transformacji Lorentza czterowektora x do ukfadu
poruszajacego sie z predkoscia V = (V,0,0)

X = =yt x) = (- ).
X = X/:’y(X—Vt)_'Y(X —ﬁx)

3
X = y':y:x2, X7 = =z=

i obliczmy iloczyn skalarny czterowektoréw x’ i y’

/ /
X -y =
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Dokonajmy transformacji Lorentza czterowektora x do ukfadu
poruszajacego sie z predkoscia V = (V,0,0)

X = =yt x) = (- ).
X = X/:’y(X—Vt)_'Y(X —ﬁx)

3
X = y':y:x2, X7 = =z=

i obliczmy iloczyn skalarny czterowektoréw x’ i y’

100

0 /0
X'-y':x'y' — X'y =
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Dokonajmy transformacji Lorentza czterowektora x do ukfadu
poruszajacego sie z predkoscia V = (V,0,0)

X = =yt x) = (- ).
Y1 = x/:»y(x—Vt)—'y(x —ﬁx)

2 3
X _ y':y:XQ, VA - N

i obliczmy iloczyn skalarny czterowektoréw x’ i y’

0 /0 i i 0 /0 1 /1 2 /2 3.3
X'-y:x'y'—X“y”:x’y'—x'y'—X’y'—x'y'
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Dokonajmy transformacji Lorentza czterowektora x do ukfadu
poruszajacego sie z predkoscia V = (V,0,0)

X = =yt x) = (- ).
Y1 = x/:»y(x—Vt)—'y(x —ﬁx)

2 3
X _ y':y:XQ, VA - N

i obliczmy iloczyn skalarny czterowektoréw x’ i y’

0 /0 i i 0 /0 1 /1 2 /2 3.3
X'-y:x'y'—X“y”:x’y'—x'y'—X’y'—x'y'
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Dokonajmy transformacji Lorentza czterowektora x do ukfadu
poruszajacego sie z predkoscia V = (V,0,0)

0 r_ _K _ 0 _ 1
X = ct—c7<t C2X>—7(X ﬂx),
Xt = x’:'y(x—Vt)—v(x —BX)

X/2 _ y':y:XQ, X/3 _ S —

i obliczmy iloczyn skalarny czterowektoréw x’ i y’
v oy = X y/O . X/iy/i _ X/Oy/O _ X/]-yll _ X/2y/2 . X/3y/3
_ 72 KXO . ﬂxl) <y0 . ﬁyl) . (Xl . 5)(0) (yl . ﬁyo)} . X2y2
33 =
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Dokonajmy transformacji Lorentza czterowektora x do ukfadu
poruszajacego sie z predkoscia V = (V,0,0)

0 r_ _K _ 0 _ 1
X = ct—c7<t C2X>—7(X ﬂx),

Xt = x’:'y(x—Vt)—v(x —BX)

2 3
X/ = y,:y:X27 X/ = = Z =

i obliczmy iloczyn skalarny czterowektoréw x’ i y’

0 /0 i i 0 /0 1 /1 2 /2 3.3
X'-y':x'y'—X“y”:x’y'—x'y'—X’y'—x'y'

_ 72 KXO . ﬂxl) <y0 . ﬁyl) . (Xl . 5)(0) (yl . ﬁyo)} . X2y2
_ x3y3:'y2 {Xoyo (1_ﬁ2> —lel (1—ﬁz)+x°y1(—ﬁ+ﬂ)
+ <NYO(-B+ ﬂ)} — X%y = x3y3 =
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Dokonajmy transformacji Lorentza czterowektora x do ukfadu
poruszajacego sie z predkoscia V = (V,0,0)

0 r_ _K _ 0 _ 1
X = ct—c7<t C2X>—7(X ﬂx),

Xt = x’:'y(x—Vt)—v(x —BX)

2 3
X/ = y,:y:X27 X/ = = Z =

i obliczmy iloczyn skalarny czterowektoréw x’ i y’

0 /0 i i 0 /0 1 /1 2 /2 3.3
X'-y':x'y'—X“y”:x’y'—x'y'—X’y'—x'y'

_ 72 KXO . ﬂxl) <y0 . ﬁyl) . (Xl . 5)(0) (yl . ﬁyo)} . X2y2
_ X3y3 _ 72 {Xoyo (1 _ ﬁ2> . lel (1 o ﬂz) JrXoy1 (-3 +B)
+ xlyo(—ﬁ—i—ﬁ)} _Xzyz_X3y3:Xoyo_xlyl_xzyz_xsya
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Dokonajmy transformacji Lorentza czterowektora x do ukfadu
poruszajacego sie z predkoscia V = (V,0,0)

X = =yt x) = (- ).
X = X/:’y(X—Vt)_'Y(X —ﬁx)

2 3
X _ y':y:XQ, VA - S —

i obliczmy iloczyn skalarny czterowektoréw x’ i y’
Xy = X,oy,o B X,iy,i _ X,oy,o B x’ly’l _ X,zy,z _ X,3y,3
_ 72 KXO . ﬂxl) <y0 . ﬁyl) . (Xl . 5)(0) (yl . ﬁyo)} . X2y2
_ X3y3 _ 72 {Xoyo (1 . ﬁ2> . X1y1 (1 . ﬂz) JrXoy1 (=B + B)

+ X1yo (—ﬁ—i—ﬁ)} _Xzyz —x3y3 _ Xoyo _X1y1 _X2y2 _X3y3
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Dokonajmy transformacji Lorentza czterowektora x do ukfadu
poruszajacego sie z predkoscia V = (V,0,0)

X = =yt x) = (- ).
X = X/:’y(X—Vt)_'Y(X —ﬁx)

2 3
X _ y':y:XQ, VA - S —

i obliczmy iloczyn skalarny czterowektoréw x’ i y’
Xy = X,oy,o B X,iy,i _ X,oy,o B x’ly’l _ x’2y’2 _ x’3y’3
_ 72 KXO . ﬂxl) <y0 . ﬁyl) . (Xl . 5)(0) (yl . ﬁyo)} . X2y2
— 3= 00 (1= ) = xyt (1= 82) + X% (=B + 8)
+ X1yo (—ﬁ—i—ﬁ)} _Xzyz —x3y3 _ Xoyo _X1y1 _X2y2 _X3y3
= x-y
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Widzimy, ze transformacja polegajaca na pchnieciu do uktadu
poruszajacego sie nie zmienia iloczynu skalarnego czterowektoréw
w czasoprzestrzeni Minkowskiego.
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Widzimy, ze transformacja polegajaca na pchnieciu do uktadu
poruszajacego sie nie zmienia iloczynu skalarnego czterowektoréw
w czasoprzestrzeni Minkowskiego.

Poniewaz iloczyn skalarny tréjwektoréw X - y jest niezmienniczy
przy obrotach w tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej, to
iloczyn skalarny czterowektoréw:

x-y=x0-x.y

réwniez pozostanie niezmieniony.
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Widzimy, ze transformacja polegajaca na pchnieciu do uktadu
poruszajacego sie nie zmienia iloczynu skalarnego czterowektoréw
w czasoprzestrzeni Minkowskiego.

Poniewaz iloczyn skalarny tréjwektoréw X - y jest niezmienniczy
przy obrotach w tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej, to
iloczyn skalarny czterowektoréw:

x-y=x0-x.y

réwniez pozostanie niezmieniony.

Zdefiniujmy transformacje Lorentza jako najogdlniejsza
transformacje A, ktéra nie zmienia iloczynu skalarnego
czterowektoréw w czasoprzestrzeni Minkowskiego

x — x' = Ax, przy Xy =x-y.
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Widzimy, ze transformacja polegajaca na pchnieciu do uktadu
poruszajacego sie nie zmienia iloczynu skalarnego czterowektoréw
w czasoprzestrzeni Minkowskiego.

Poniewaz iloczyn skalarny tréjwektoréw X - y jest niezmienniczy
przy obrotach w tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej, to
iloczyn skalarny czterowektoréw:

x-y=x0-x.y

réwniez pozostanie niezmieniony.

Zdefiniujmy transformacje Lorentza jako najogdlniejsza
transformacje A, ktéra nie zmienia iloczynu skalarnego
czterowektoréw w czasoprzestrzeni Minkowskiego

x — x' = Ax, przy Xy =x-y.

Tak okreslone transformacje obejmuja zaréwno pchniecia jak i
obroty w tréjwymiarowe] przestrzeni euklidesowej.
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Dla sktadowych kontrawariantnych mamy

x'"H = A XY
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Dla sktadowych kontrawariantnych mamy

X =N XV
Uwaga. Uwzgledniajac translacje czasoprzestrzenne
X" = N XY+ at

otrzymalibySmy tzw. transformacje Poincare’go.
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Dla sktadowych kontrawariantnych mamy

X =N XV
Uwaga. Uwzgledniajac translacje czasoprzestrzenne
X" = N XY+ at

otrzymalibySmy tzw. transformacje Poincare’go.
Dokonajmy transformacji Lorentza i obliczmy, dla dowolnych x, y,

Xy = gw,x"uy”' = gw,/\“pxpl\yaya =x-y =gux"y’ &
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Dla sktadowych kontrawariantnych mamy

X =N XV
Uwaga. Uwzgledniajac translacje czasoprzestrzenne
X" = N XY+ at

otrzymalibySmy tzw. transformacje Poincare’go.
Dokonajmy transformacji Lorentza i obliczmy, dla dowolnych x, y,

Xy = gw,x"uy”' = gw,/\“pxpl\yaya =x-y =gux"y’ &

g,uu/\up/\yg = 8po
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Przeksztatémy warunek g, A" N, = gp»

guN' N 877 = g8’ = NN =06 = ALANT =47,

=
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Przeksztatémy warunek g, A" N, = gp»

guN' N 877 = g8’ = NN =06 = ALANT =47,

co mozemy zapisaé w formie macierzowej

/\T/\:/|
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Przeksztatémy warunek g, A" N, = gp»

v _oT __ oT VT __ ST T AvT _ ST
guN' )N 587" = gpog = NN =0, = N, N7 =67,
co mozemy zapisaé w formie macierzowej

/\T/\:/|

Widzimy, ze transformacja Lorentza w czasoprzestrzeni
Minkowskiego jest analogiem obrotu.
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Przeksztatémy warunek g, A" N, = gp»

guN' N 877 = g8’ = NN =06 = ALANT =47,

co mozemy zapisaé w formie macierzowej

/\T/\:/|

Widzimy, ze transformacja Lorentza w czasoprzestrzeni
Minkowskiego jest analogiem obrotu.

Obliczmy obustronnie wyznacznik

det (\TA) =det (/) = [det(N]P=1 = det(A)=+1
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Przeksztatémy warunek g, A" N, = gp»

guN' N 877 = g8’ = NN =06 = ALANT =47,

co mozemy zapisaé w formie macierzowej

/\T/\:/|

Widzimy, ze transformacja Lorentza w czasoprzestrzeni
Minkowskiego jest analogiem obrotu.

Obliczmy obustronnie wyznacznik

det (\TA) =det (/) = [det(N]P=1 = det(A)=+1
det(A\) =1 = transformacje wtasciwe,

det(A\)=—-1 = transformacje niewfasciwe.
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Transformacje wtasciwe tworza podgrupe, a transformacje
niewfasciwe nie tworza podgrupy wszystkich transformacji
Lorentza.
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Transformacje wtasciwe tworza podgrupe, a transformacje
niewfasciwe nie tworza podgrupy wszystkich transformacji
Lorentza.

Jedli /\00 >0 = transformacja nie zmienia znaku sktadowe;j
czasowej czterowektora i nazywamy ja ortochroniczna.
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Transformacje wtasciwe tworza podgrupe, a transformacje
niewfasciwe nie tworza podgrupy wszystkich transformacji
Lorentza.

Jedli /\00 >0 = transformacja nie zmienia znaku sktadowe;j
czasowej czterowektora i nazywamy ja ortochroniczna.
Transformacje wtasciwe i ortochroniczne nazywamy szczeg6lnymi
transformacjami Lorentza. Tworza one podgrupe.
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Transformacje wtasciwe tworza podgrupe, a transformacje
niewfasciwe nie tworza podgrupy wszystkich transformacji
Lorentza.

Jedli /\00 >0 = transformacja nie zmienia znaku sktadowe;j
czasowej czterowektora i nazywamy ja ortochroniczna.
Transformacje wtasciwe i ortochroniczne nazywamy szczeg6lnymi
transformacjami Lorentza. Tworza one podgrupe.

Od kazdej teorii fizycznej wymagamy, aby byfa niezmiennicza
wzgledem szczegdlnych transformacji Lorentza.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 35/43



Transformacje wtasciwe tworza podgrupe, a transformacje
niewfasciwe nie tworza podgrupy wszystkich transformacji
Lorentza.

Jedli /\00 >0 = transformacja nie zmienia znaku sktadowe;j
czasowej czterowektora i nazywamy ja ortochroniczna.
Transformacje wtasciwe i ortochroniczne nazywamy szczeg6lnymi
transformacjami Lorentza. Tworza one podgrupe.

Od kazdej teorii fizycznej wymagamy, aby byfa niezmiennicza
wzgledem szczegdlnych transformacji Lorentza.

Nazywamy ja wtedy relatywistycznie niezmiennicza, a doktadniej
relatywistycznie wspotzmiennicza.
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Jak transformujg sie sktadowe kowariantne czterowektora?
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Jak transformujg sie sktadowe kowariantne czterowektora?
Skorzystajmy ze zwigzkéw:

XM= N XY i xt = g'x,,

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 36/43



Jak transformujg sie sktadowe kowariantne czterowektora?
Skorzystajmy ze zwigzkéw:

XM= N XY i xt = g'x,,
ktére w potaczeniu daja

vl v
gh'x'y, = N\, g"’x,.
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Jak transformujg sie sktadowe kowariantne czterowektora?
Skorzystajmy ze zwigzkéw:

XM= N XY i xt = ghx,,
ktére w potaczeniu daja
g"'x', = N g"’x,.
Mnozac obie strony tego réwnania przez g, otrzymamy:

v, _ vp
8ou8" X'y = gouN', 87" %y,
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Jak transformujg sie sktadowe kowariantne czterowektora?
Skorzystajmy ze zwigzkéw:

XM= N XY i xt = ghx,,
ktére w potaczeniu daja
g"'x', = N g"’x,.
Mnozac obie strony tego réwnania przez g, otrzymamy:
gcruglwxlu = gop/\'uygypxpa
ale

T

vo?

gcr,uglw =g, gau/wy =Now =N
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wiec nasze réwnanie przyjmuje postac

v, _ AT v
6O'XV7/\ Vagp XP’

gdzie skorzystaliSmy z symetrii tensora metrycznego.
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wiec nasze réwnanie przyjmuje postac

v, _ AT v
5O'X v — A Vogp XP’
gdzie skorzystaliSmy z symetrii tensora metrycznego.
Po wysumowaniu po v i podniesieniu pierwszego indeksu w

macierzy AT dostaniemy zwiazek

! TP
X =N",%,,
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wiec nasze réwnanie przyjmuje postac

v, _ AT v
6O'XV7/\ Vagp XP’

gdzie skorzystaliSmy z symetrii tensora metrycznego.
Po wysumowaniu po v i podniesieniu pierwszego indeksu w
macierzy AT dostaniemy zwiazek

! TP
X =N",%,,
ktéry ostatecznie mozemy zapisaé w formie

r_ TP
Xy = x,\ "
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Poréwnajmy prawa transformacyjne dla sktadowych kontra- i
kowariantnych czterowektora potozenia.

v
XM= N XY X', = xNT

W

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 38/43



Poréwnajmy prawa transformacyjne dla sktadowych kontra- i
kowariantnych czterowektora potozenia.

TR AV r_ TV
X" =N\ XY, Xy =xN"" .

Przypomnijmy, ze dla tranformacji Lorentza macierze A i AT
reprezentuja transformacje wzajemnie odwrotne.
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Z definicji transformacji Lorentza od razu wynika niezmienniczo$¢
interwatu czasoprzestrzennego

= yl2 = (=) (x =) = (x* =) — (% )

i normy czterowektora ||x||? = x - x = (XO)2 - x2.
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Z definicji transformacji Lorentza od razu wynika niezmienniczo$¢
interwatu czasoprzestrzennego

= yl2 = (=) (x =) = (x* =) — (% )

i normy czterowektora ||x||? = x - x = (XO)2 - x2.
Kwadrat normy czterowektora (lub interwat) moze by¢
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Z definicji transformacji Lorentza od razu wynika niezmienniczo$¢
interwatu czasoprzestrzennego

2
— —\ 2
Ix=yIP=(x=y)-(x=y) = (L= y°) = (£~
i normy czterowektora ||x||? = x - x = (XO)2 - x2.

Kwadrat normy czterowektora (lub interwat) moze by¢

o |[x|?>0 = czterowektor jest czasopodobny,
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Z definicji transformacji Lorentza od razu wynika niezmienniczo$¢
interwatu czasoprzestrzennego

= yl2 = (=) (x =) = (x* =) — (% )

i normy czterowektora ||x||? = x - x = (XO)2 - x2.
Kwadrat normy czterowektora (lub interwat) moze by¢
o |[x|?>0 = czterowektor jest czasopodobny,

o |x|><0 = czterowektor jest przestrzennopodobny,

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 39/43



Z definicji transformacji Lorentza od razu wynika niezmienniczo$¢
interwatu czasoprzestrzennego

= yl2 = (=) (x =) = (x* =) — (% )

i normy czterowektora ||x||? = x - x = (XO)2 - x2.
Kwadrat normy czterowektora (lub interwat) moze by¢
o |[x|?>0 = czterowektor jest czasopodobny,
o |x|><0 = czterowektor jest przestrzennopodobny,

o |x|?=c??-x2=0 = czterowektor jest zerowy — lezy
na tzw. stozku Swietlnym.
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Z definicji transformacji Lorentza od razu wynika niezmienniczo$¢
interwatu czasoprzestrzennego

= yl2 = (=) (x =) = (x* =) — (% )

i normy czterowektora ||x||? = x - x = (XO)2 - x2.
Kwadrat normy czterowektora (lub interwat) moze by¢
o |[x|?>0 = czterowektor jest czasopodobny,
o |x|><0 = czterowektor jest przestrzennopodobny,

o |x|?=c??-x2=0 = czterowektor jest zerowy — lezy
na tzw. stozku Swietlnym.

Zauwazmy, ze pojecia te sg relatywistycznie niezmiennicze.
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Pomifmy wspétrzedng x> = réwnanie
c’t? = (xl)2 + (X2)2 opisuje powierzchnie stozka.

20 =ct

absolutna| przysztosé

72 obszar

obojetny

absolutnal przesztosé
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Pomifmy wspétrzedng x> = réwnanie
c’t? = (xl)2 + (X2)2 opisuje powierzchnie stozka.

20 =ct

Czasoprzestrzen rozktada
sie na roztaczne obszary.

absolutna| przysztosé

72 obszar

obojetny

absolutnal przesztosé
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Pomifmy wspétrzedng x> = réwnanie
c’t? = (xl)2 + (X2)2 opisuje powierzchnie stozka.

20 =ct

Czasoprzestrzen rozktada
sie na roztaczne obszary.
Przysztosciowy  stozek
Swietlny:

absolutna| przysztosé

72 obszar

obojetny

absolutnal przesztosé
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Pomifmy wspétrzedng x> = réwnanie
c’t? = (xl)2 + (X2)2 opisuje powierzchnie stozka.

20 =ct

absolutna| przyszlose Czasoprzestrzen rozkfada
sie na roztaczne obszary.
Przysztosciowy  stozek
Swietlny:  Z poczatku
.2 obszar  Ukfadu wysyfamy  btysk
obojetny Swiatta w chwili t = 0.
Dla t > 0 czofo fali
tworzy w pfaszczyznie
x1x? okrag (sfere w R3)

absolutnal przeszlosé 0 promieniu r = ct.
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20 = ct

absolutnal przysztosé

5 o
72 obszar

obojetny

absolutnal przesztosé
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20 = ct

absolutnal przysztosé

Przesztosciowy  stozek
Swietlny:

5 o
72 obszar

obojetny

absolutnal przesztosé
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20 = ct

absolutnal przysztosé

Przesztosciowy  stozek
Swietlny: Btysk wystany
2 obszar  Z punktu (ct, X) w chwli
obojetny t < 0 przejdzie przez
poczatek uktadu w chwili

t=0.

absolutnal przesztosé
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20 = ct

absolutnal przysztosé

5 o
72 obszar

obojetny

absolutnal przesztosé
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20 = ct

absolutnal przysztosé

Absolutna przysztos¢:

5 o
72 obszar

obojetny

absolutnal przesztosé
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20 = ct

absolutnal przysztosé

Absolutna przysztos¢:
t>0ic22 > (x4
2 2
22 obszar (X2) + (X3) .

obojetny

absolutnal przesztosé
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20 = ct

absolutnal przysztosé

Absolutna przysztos¢:
t>0ic22 > (x4
2 2
22 obszar (X2) + (X3) .

obojetny Absolutna przesztos¢:

absolutnal przesztosé
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20 = ct

absolutnal przysztosé

Absolutna przysztos¢:
t>0i0c22 > (x1) +
2 2
72 obszar (X2) + (X3) .
obojetny Absolutna przesztos¢:
t<0ic2> (x1)° +
(®)% + ()2

absolutnal przesztosé
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20 = ct

absolutnal przysztosé
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72 obszar
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20 = ct

Obszar obojetny:

absolutnal przysztosé

5 o
72 obszar

obojetny

absolutnal przesztosé
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20 = ct

Obszar obojetny:
< () + () +
(3.

absolutnal przysztosé

5 o
72 obszar

obojetny

absolutnal przesztosé
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20 = ct

Obszar obojetny:

22 < (X)) + (x2)° +

(*)*.

Zbiér punktéw przyczy-
42 obszar  NOWO  niezwigzanych z

obojetny poczatkiem ukfadu, gdyz

oddziatywanie nie moze

rozchodzi¢ sie z predko-

$cig wieksza od predkosci
absolutnal przesztoé¢ Swiatta w proézni c.

absolutnal przysztosé
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