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Uktad N punktédw materialnych z k wiezami holonomicznymi ma
n = 3N — k stopni swobody. Mozemy go opisa¢ n réwnaniami
Lagrange'a ll-go rodzaju, ktére sa réwnaniami rézniczkowymi
drugiego rzedu.
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Uktad N punktédw materialnych z k wiezami holonomicznymi ma
n = 3N — k stopni swobody. Mozemy go opisa¢ n réwnaniami
Lagrange'a ll-go rodzaju, ktére sa réwnaniami rézniczkowymi
drugiego rzedu.

Pokazemy, ze n réwnan rézniczkowych drugiego rzedu mozna
przeksztatci¢ w 2n réwnan pierwszego rzedu. Na ogdt udaje sie to
zrobié przez wprowadzenie pedéw uogdlnionych:

oL
pl_aqi7

i=1,...,n,
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Uktad N punktédw materialnych z k wiezami holonomicznymi ma
n = 3N — k stopni swobody. Mozemy go opisa¢ n réwnaniami
Lagrange'a ll-go rodzaju, ktére sa réwnaniami rézniczkowymi
drugiego rzedu.

Pokazemy, ze n réwnan rézniczkowych drugiego rzedu mozna
przeksztatci¢ w 2n réwnan pierwszego rzedu. Na ogdt udaje sie to
zrobié przez wprowadzenie pedéw uogdlnionych:

oL
pl_aqi7

i=1,...,n,

jako nowych wspétrzednych.
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|
Przestrzen fazowa

Przypomnijmy, ze pedy uogélnione odpowiadaja zwyktym pedom
mechanicznym, np.

mx lub  mr?y,

tylko wéwczas, gdy potencjat nie zalezy od predkosci.
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Przestrzen fazowa

Przypomnijmy, ze pedy uogélnione odpowiadaja zwyktym pedom
mechanicznym, np.
mx lub  mr?y,

tylko wéwczas, gdy potencjat nie zalezy od predkosci.
Zmienne

qi, Pi; I':]-w-'vn

rozpinaja 2n wymiarowa przestrzen, zwana przestrzenig fazowa.
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‘ Transformacja Legendr

Transformacja Legendre'a opisuje przejscie od zmiennych x i y w
funkgji f(x, y) do nowych zmiennych u = % i y w nowej funkgji

g(u,y).
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‘ Transformacja Legendr

Transformacja Legendre'a opisuje przejscie od zmiennych x i y w

funkgji f(x, y) do nowych zmiennych u =

g(u,y).

= ﬁ i y w nowej funkgji

Rozwazmy rézniczke zupetna funkeji f(x,y)

df =

gdzie

of of
adx + a—dy = udx + vdy,
Ox’ e
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‘ Transformacja Legendr

Transformacja Legendre'a opisuje przejscie od zmiennych x i y w
funkgji f(x, y) do nowych zmiennych u = ﬁ

g(u,y).
Rozwazmy rézniczke zupetna funkeji f(x,y)

i y w nowej funkgji

df = gdx + gdy = udx + vdy,
Ox oy
gdzie
_of _of
u= —,
Ox 8y

Zauwazmy, ze zalezno$¢ funkcji f od zmiennych x i y sprawia, ze
w jej rézniczce zupetnej wystepuja wyrazy proporcjonalne do
przyrostéw dx i dy.
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‘ Transformacja Legendr

Zdefiniujmy funkcje g

g=ux—f,
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‘ Transformacja Legendr

Zdefiniujmy funkcje g
g=ux—f,
ktérej rézniczka zupetna wyraza sie wzorem

dg = wudx+ xdu—df = udx + xdu — udx — vdy
= xdu — vdy.
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Zdefiniujmy funkcje g
g=ux—f,
ktérej rézniczka zupetna wyraza sie wzorem

dg = wudx+ xdu—df = udx + xdu — udx — vdy
= xdu — vdy.

Zatem g jest funkcja zmiennych uiy, g = g(u,y).
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‘ Transformacja Legendr

Zdefiniujmy funkcje g
g=ux—f,
ktérej rézniczka zupetna wyraza sie wzorem

dg = wudx+ xdu—df = udx + xdu — udx — vdy
= xdu — vdy.

Zatem g jest funkcja zmiennych v iy, g = g(u,y). Dlatego

dg=—dv+ =dy & x=—=—=, v=——.
u u
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‘ Transformacja Legendr

Zdefiniujmy funkcje g
g=ux—f,
ktérej rézniczka zupetna wyraza sie wzorem

dg = wudx+ xdu—df = udx + xdu — udx — vdy
= xdu — vdy.
Zatem g jest funkcja zmiennych v iy, g = g(u,y). Dlatego

:%du+a£dy & Xzaé, =€

d
g ou Oy ou

Funkcje g(u, y) nazywamy transformata Legendre'a funkcji f(x, y).
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~ Transformata Legendre’

Zdefiniujmy funkcje Hamiltona H jako transformate Legendre'a
funkcji Lagrange'a L(q, q,t)

n
H = Z dl'pll - L(q7 é], t), gdZie pi = BE ,
i=1 qi

a n jest liczba stopni swobody.
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~ Transformata Legendre’

Zdefiniujmy funkcje Hamiltona H jako transformate Legendre'a
funkcji Lagrange'a L(q, q,t)

n
H = Z dl'pll - L(q7 é], t), gdZie pi = BE ,
i=1 qi

a n jest liczba stopni swobody.
Obliczmy rézniczke zupetna funkcji H

n oL oL oL
dH = > <C'Iidpi + pidgi — - —dg; — .ddi) — o-dt
et 9qi dq; ot
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~ Transformata Legendre’

Zdefiniujmy funkcje Hamiltona H jako transformate Legendre'a
funkcji Lagrange'a L(q, q,t)

N : . oL
H=> gpi—L(q,4,t), gdzie pi=—-—,
i=1 94
a n jest liczba stopni swobody.
Obliczmy rézniczke zupetna funkcji H

n

oL oL oL
jidpi + pidqg; — - —dq; — ——-dq; | — 5dt
;(q pi+ piddi — 5 -dgi — 5 q) oy

dH
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~ Transformata Legendre’

Zdefiniujmy funkcje Hamiltona H jako transformate Legendre'a
funkcji Lagrange'a L(q, q,t)

o : . oL
HEZq’p’_L(q7q7 t)7 gdZIQ p’ = a_"
i=1 qi

a n jest liczba stopni swobody.
Obliczmy rézniczke zupetna funkcji H

n

oL oL oL
dH =Y <C'Iidpi + pidgi — o —dgj — .ddi) — pdt
et 9qi dq; ot
/. d oL oL
; (q:dP: — dt@c'];dq'> - adt
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~ Transformata Legendre’

Zdefiniujmy funkcje Hamiltona H jako transformate Legendre'a
funkcji Lagrange'a L(q, q,t)

n
H= Z C.IiPi - L(qv CI]? t)7 gdZie Pi= 7>
i=1 94
a n jest liczba stopni swobody.
Obliczmy rézniczke zupetna funkcji H

n oL oL oL
dH =) <C'Iidpi + pidgi — 5 —dgi — .ddi) — oydt
et dq; 0q; ot
u d oL oL u oL
= lidpi — —+—-dgi | — -dt= iidpi — pidqi) — +-dt,
;:1 (qdp dtaq,-dq> 54t ;Zl(q pi — Pidq;) 574t

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 6/72



~ Transformata Legendre’

Zdefiniujmy funkcje Hamiltona H jako transformate Legendre'a
funkcji Lagrange'a L(q, q,t)

N : . oL
H=> gpi—L(q,4,t), gdzie pi=—-—,
i=1 94
a n jest liczba stopni swobody.
Obliczmy rézniczke zupetna funkcji H

n

oL oL oL
jidpi + pidqg; — - —dq; — ——-dq; | — 5dt
;(q pi+ piddi — 5 -dgi — 5 q) oy

dH

n

d oL oL n oL
idpi — —+—dqi | — 5 dt= iidpi — pidqi) — +-dt,
;(qdp dtaq,-dq> 57t ;(q pi — pidg;) — 5-dt

gdzie skorzystaliémy z réownan Lagrange'a Il rodzaju
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~ Transformata Legendre’

Zdefiniujmy funkcje Hamiltona H jako transformate Legendre'a
funkcji Lagrange'a L(q, q,t)

N : . oL
H=> gpi—L(q,4,t), gdzie pi=—-—,
i=1 94
a n jest liczba stopni swobody.
Obliczmy rézniczke zupetna funkcji H

n

oL oL oL
jidpi + pidqg; — - —dq; — ——-dq; | — 5dt
;(q pi+ piddi — 5 -dgi — 5 q) oy

dH

n

d oL oL n oL
idpi — —+—dqi | — 5 dt= iidpi — pidqi) — +-dt,
;(qdp dtaq,-dq> 57t ;(q pi — pidg;) — 5-dt

gdzie skorzystalismy z rownan Lagrange'a Il rodzaju i z definicji
pedu uogdlnionego.
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|
Réwnania Hamiltona

Wzér

atF . oL
dH = (didp; — pidg;) — 574t
i=1

pokazuje, ze funkcja Hamiltona jest funkcja 2n + 1 zmiennych
gi; pis t,
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Réwnania Hamiltona

Wzér
atF . oL
dH = (didp; — pidg;) — 574t
i—1

pokazuje, ze funkcja Hamiltona jest funkcja 2n + 1 zmiennych
qgi, pi, t, a zatem jej rézniczka zupetna ma postaé:

" /OH oH OH
dH(q, p, t) = Z ((9q-dqi + Zﬂp-dpi) + Edf-

i=1
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Réwnania Hamiltona

Wzér

o . oL
dH = (didp; — pidq;) — 574t
i=1 t
pokazuje, ze funkcja Hamiltona jest funkcja 2n + 1 zmiennych
qgi, pi, t, a zatem jej rézniczka zupetna ma postaé:

" /OH OH OH
dH(q,p,t) => (dq,- - dPi) + ——dt.
= \9qi opi ot

Dla wiezéw holonomicznych wszystkie zmienne s3 niezalezne, wiec

mozemy poréwnaé wspbdtczynniki przy niezaleznych przyrostach
dqj, dp; i dt,
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|
Réwnania Hamiltona

Wzér

atF . oL
dH = (didp; — pidg;) — 574t
i=1

pokazuje, ze funkcja Hamiltona jest funkcja 2n + 1 zmiennych
qgi, pi, t, a zatem jej rézniczka zupetna ma postaé:

" /OH oH OH
dH(q, p, t) = Z ((9q-dqi + Zﬂp-dpi) + Edf-

i=1

Dla wiezéw holonomicznych wszystkie zmienne s3 niezalezne, wiec
mozemy poréwnaé wspbdtczynniki przy niezaleznych przyrostach
dg;, dp; i dt, co daje

.'_8H . OH . . aj__%
gi = i=1,...n i o = ot

- 3 p - )
opi ' dq;
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Réwnania Hamiltona

Uktad 2n réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu

C_OH o oH
ql_apiﬂ pl_ anJ - 2

nazywamy réwnaniami Hamiltona, albo inaczej réwnaniami
kanonicznymi.
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Réwnania Hamiltona

Uktad 2n réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu

C_OH o oH
ql_apiﬂ pl_ aql7 - 2

nazywamy réwnaniami Hamiltona, albo inaczej réwnaniami
kanonicznymi.
Funkcja Hamiltona dana jest wzorem

H(q.p.t Z gipi — L(q. g, t),
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|
Réwnania Hamiltona

Uktad 2n réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu

C_OH o oH
ql_apiﬂ pl_ aql7 - 2

nazywamy réwnaniami Hamiltona, albo inaczej réwnaniami
kanonicznymi.
Funkcja Hamiltona dana jest wzorem

H(q.p.t Z gipi — L(q. g, t),

przy czym predkosci uogdlnione g; eliminujemy korzystajac z
uktadu réwnan definiujacego pedy kanonicznie sprzezone

oL(q,q,t)

pi = aq , i:1,...,n = qi:qi(qap7t)'
i
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|
Réwnania Hamiltona

Jawne zaleznosci od czasu funkgcji Lagrange'a i funkcji Hamiltona
wigzg sie wzorem

OH _ oL
ot ot
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Réwnania Hamiltona

Jawne zaleznosci od czasu funkgcji Lagrange'a i funkcji Hamiltona
wigzg sie wzorem

oH 0L

ot ot
Zauwazmy, ze w réwnaniach kanonicznych

. oH . oH . 1 "
i = ) i = ) =4 ...
= op P 9q;

wspotrzedne uogdlnione g; i odpowiadajace im pedy p;,
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ot ot
Zauwazmy, ze w réwnaniach kanonicznych

. oH . oH . 1 "
i = ) i = ) =4 ...
= op P 9q;

wspotrzedne uogdlnione g; i odpowiadajace im pedy p;, z
wyjatkiem réznicy znaku,
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Réwnania Hamiltona

Jawne zaleznosci od czasu funkgcji Lagrange'a i funkcji Hamiltona
wigzg sie wzorem

oH 0L

ot ot
Zauwazmy, ze w réwnaniach kanonicznych

. oH . oH . 1 "
i = ) i = ) =4 ...
= op P 9q;

wspotrzedne uogdlnione g; i odpowiadajace im pedy p;, z
wyjatkiem réznicy znaku, petnig symetryczne role.
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Réwnania Hamiltona

Jawne zaleznosci od czasu funkgcji Lagrange'a i funkcji Hamiltona
wigzg sie wzorem

oH 0L

ot ot
Zauwazmy, ze w réwnaniach kanonicznych

. oH . oH . 1 "
i = ) i = ) =4 ...
= op P 9q;

wspotrzedne uogdlnione g; i odpowiadajace im pedy p;, z
wyjatkiem réznicy znaku, petnig symetryczne role.
WHtasnie to uzasadnia nazwe ped kanonicznie sprzezony.
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Réwnania Hamiltona

Réwnania kanoniczne s3 spetnione dla wiezédw holonomicznych.
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Réwnania Hamiltona

Réwnania kanoniczne s3 spetnione dla wiezédw holonomicznych.
Ich jednoznaczne rozwigzanie wymaga podania 2n warunkow
poczatkowych na wspétrzedne i pedy kanonicznie sprzezone

gdio = q;(O), pio = pi(O), i=1,...,n.
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Réwnania kanoniczne s3 spetnione dla wiezédw holonomicznych.
Ich jednoznaczne rozwigzanie wymaga podania 2n warunkow
poczatkowych na wspétrzedne i pedy kanonicznie sprzezone

gdio = q;(O), pio = pi(O), i=1,...,n.

Réwnania Hamiltona, ktére tworza uktad 2n réwnan rézniczkowych
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|
Réwnania Hamiltona

Réwnania kanoniczne s3 spetnione dla wiezédw holonomicznych.
Ich jednoznaczne rozwigzanie wymaga podania 2n warunkow
poczatkowych na wspétrzedne i pedy kanonicznie sprzezone

gdio = q;(O), pio = pi(O), i=1,...,n.

Réwnania Hamiltona, ktére tworza uktad 2n réwnan rézniczkowych
pierwszego rzedu, sg réwnowazne réwnaniom Lagrange'a ll-go
rodzaju, ktére tworza uktad n réwnan rézniczkowych drugiego
rzedu, tylko jesli potrafimy wyeliminowa¢ predkosci uogélnione z
funkcji Hamiltona

H = Z qui - L(q7 qa t)
i=1
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Réwnania Hamiltona

korzystajac z réwnan

aL(q,q,t
b — (9,9,1)

! dd; ., = 4i=4i(g,p,t), i=1...,n
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Réwnania Hamiltona

korzystajac z réwnan

aL(q,q,t
b — (9,9,1)

! dd; ., = 4i=4i(g,p,t), i=1...,n

Paul Dirac po raz pierwszy wskazat, ze rozwigzanie powyzszego
uktadu réwnan nie zawsze jest mozliwe.
P.A.M. Dirac, Canadian Journal of Mathematics 2 (1950) 129.
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Réwnania Hamiltona

korzystajac z réwnan

pi = W, = §Gi=4i(q,p,t), i=1....n
Paul Dirac po raz pierwszy wskazat, ze rozwigzanie powyzszego
uktadu réwnan nie zawsze jest mozliwe.

P.A.M. Dirac, Canadian Journal of Mathematics 2 (1950) 129.
Przyktad 1. Rozwazmy uktad fizyczny o dwdch stopniach swobody
opisywany funkcja Lagrange'a

m

L= > (41 + 42)* — V(q1, q2).
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Réwnania Hamiltona

Znajdzmy pedy kanonicznie sprzezone do wspétrzednych g1 i g

pr =45 =32 |2 (6 + §)° — V(gL g)| = m (i + d2)
p2:%2:a%‘2 (g1 + @) — V(g1, ¢2)| = m(G1 + qG2)
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Réwnania Hamiltona

Znajdzmy pedy kanonicznie sprzezone do wspétrzednych g1 i g

pr =45 =32 |2 (6 + §)° — V(gL g)| = m (i + d2)
p2:%2:a%‘2 (g1 + @) — V(g1, ¢2)| = m(G1 + qG2)

Widzimy, ze oba pedy sa réwne, p; = po, a wiec z powyzszego
uktadu réwnan nie da sie jednoznacznie wyznaczy¢ predkosci

uogdlnionych g1 i qo.
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‘ Funkcja Hamiltona

Znajdzmy funkcje Hamiltona dla czastki swobodnej poruszajacej
sie w przestrzeni tréjwymiarowej.
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‘ Funkcja Hamiltona

Znajdzmy funkcje Hamiltona dla czastki swobodnej poruszajacej
sie w przestrzeni tréjwymiarowej.
Funkcja Lagrange'a dana jest wzorem

1 -
| = T_*VTI_Q
2 o
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‘ Funkcja Hamiltona

Znajdzmy funkcje Hamiltona dla czastki swobodnej poruszajacej

sie w przestrzeni tréjwymiarowej.
Funkcja Lagrange'a dana jest wzorem

L=T= Em?2,
2

a ped kanonicznie sprzezony do wektora potozenia r wyraza sie

wzorem

Ty

Il

Il

3

I

~!

Il

3.\‘01
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Funkcja Hamiltona
Znajdzmy funkcje Hamiltona dla czastki swobodnej poruszajacej

sie w przestrzeni tréjwymiarowej.
Funkcja Lagrange'a dana jest wzorem

L=T= Em?2,
2

a ped kanonicznie sprzezony do wektora potozenia r wyraza sie

wzorem

_P
.
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‘ Funkcja Hamiltona

Znajdzmy teraz funkcje Hamiltona dla czastki natadowane;
poruszajacej sie w polu elektromagnetycznym.
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‘ Funkcja Hamiltona

Znajdzmy teraz funkcje Hamiltona dla czastki natadowane;
poruszajacej sie w polu elektromagnetycznym.
Funkcja Lagrange'a takiej czastki dana jest wzorem

L:T—V:%m?Q—q(¢—ﬁ-?>,

gdzie skorzystaliSmy ze wzoru na potencjat uogdlniony sity
Lorentza (patrz Wykfad 4).
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‘ Funkcja Hamiltona

Znajdzmy teraz funkcje Hamiltona dla czastki natadowane;
poruszajacej sie w polu elektromagnetycznym.
Funkcja Lagrange'a takiej czastki dana jest wzorem

1 -5 i
L=T-V=_mr —q(<p—A-r),
gdzie skorzystaliSmy ze wzoru na potencjat uogdlniony sity
Lorentza (patrz Wykfad 4). Przypomnijmy, ze ¢ = ¢ (1, t) jest
potencjatem skalarnym, a A = A(F, t) — potencjatem wektorowym
pola elektromagnetycznego.
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‘ Funkcja Hamiltona

Znajdzmy teraz funkcje Hamiltona dla czastki natadowane;
poruszajacej sie w polu elektromagnetycznym.
Funkcja Lagrange'a takiej czastki dana jest wzorem

1 -5 i
L=T-V=_mr —q(<p—A-r),
gdzie skorzystaliSmy ze wzoru na potencjat uogdlniony sity
Lorentza (patrz Wykfad 4). Przypomnijmy, ze ¢ = ¢ (r t) jest
potencjatem skalarnym, a A=A (7, t) — potencjatem wektorowym
pola elektromagnetycznego.
Ped kanonicznie sprzezony wyraza sie wzorem
oL . . 1 =
7] r+qgA = r=—(p—gqgA
p=_z=mr +q F=— (p q ) :
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‘ Funkcja Hamiltona

a funkcja Hamiltona jest réwna
L. X X A1 oo T L
H =7 —L:r~<mr—|—qA)—§mr +qp—qA-Tr

1 1 [1/. 17
= mr +qg0—2m[m (p—qA)} + qep.
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‘ Funkcja Hamiltona

a funkcja Hamiltona jest réwna
L. 5 5 A 1 T
H =7 —L:r~<mr—|—qA) — omF +qp—qA-Tr
1 1/, ]2
= 5mr +qp=-m [m (p— qA)} + qep.

Poréwnujac funkcje Hamiltona czastki swobodnej i czastki w polu
elektromagnetycznym

H:25r2n i Hz%(ﬁ—qﬁ)Z—kq@
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‘ Funkcja Hamiltona

a funkcja Hamiltona jest réwna
L. X X A1 oo T L
H =7 —L:r~<mr—|—qA)—§mr +qp—qA-Tr

1 1 [1/. 17
= mr +qg0—2m[m (p—qA)} + qep.

Poréwnujac funkcje Hamiltona czastki swobodnej i czastki w polu
elektromagnetycznym

D)

A 1

H=_— H= A

m 1 >m (P q ) +qp
widzimy, ze uwzglednienie oddziatywania z zewnetrznym polem
polega na zamianie

p—p—qA

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 15/72



‘ Funkcja i réwnania Ha

oraz dodaniu wyrazu g reprezentujacego energie oddziatywania
fadunku g z polem elektrycznym.
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fadunku g z polem elektrycznym.

Jest to tak zwana reguta minimalnego sprzezenia czastki
natadowanej z zewnetrznym polem elektromagnetycznym.

Jako przyktad zastosowania tej reguty oraz réwnan Hamiltona
rozwazmy ruch czastki natadowanej w statym jednorodnym polu
magnetycznym o indukgji B.
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‘ Funkcja i réwnania Ham

oraz dodaniu wyrazu g reprezentujacego energie oddziatywania
fadunku g z polem elektrycznym.

Jest to tak zwana reguta minimalnego sprzezenia czastki
natadowanej z zewnetrznym polem elektromagnetycznym.

Jako przyktad zastosowania tej reguty oraz réwnan Hamiltona
rozwazmy ruch czastki natadowanej w statym jednorodnym polu
magnetycznym o indukgji B.

Przyktad 2. Wybierzmy osie uktadu wspétrzednych tak aby

B = (0,0, B), gdzie B = const. tadunek elektryczny czastki g
przyjmujemy za dany, a natezenie pola elektrycznego E=o.
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‘ Czastka w statym polu

Natezenie pola elektrycznego i indukcja magnetyczna wiaza sie z
potencjatami wzorami

E(rit)= Vet~ 20D 5y

T V x A(F,t).
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‘ Czastka w statym polu

Natezenie pola elektrycznego i indukcja magnetyczna wiaza sie z
potencjatami wzorami

) ) DAY 4 L
Ern= Vet~ 200 By =9 A,

Pole magnetyczne jest statyczne i jednorodne wiec
B=V xA(P,
a pole elektryczne E =0, skad

- - OA(F - .
E:—Vgo(r,t)—ai_):—Vgo(r,t):O s p(nt)=e(t).
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‘ Czastka w statym polu

Natezenie pola elektrycznego i indukcja magnetyczna wiaza sie z
potencjatami wzorami

) ) DAY 4 L
Ern= Vet~ 200 By =9 A,

Pole magnetyczne jest statyczne i jednorodne wiec
B=V xA(P,
a pole elektryczne E =0, skad

- - OA(F - .
E:—Vgo(r,t)—ai_):—Vgo(r,t):O s p(nt)=e(t).

Przyjmijmy dla prostoty ¢ = 0.
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‘ Czastka w statym polu

Réwnanie
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‘ Czastka w statym polu

Réwnanie

— -

B=(0,0B)=V x A

mozemy rozpisa¢ w sktadowych

0A; _ 9Ay _ g
M

dy 0z —
9Ac _ 0A; _
oz ox —
0Ay _ 0Ac _
ox dy
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‘ Czastka w statym polu

Réwnanie

- —

B=(0,0,B)=V x A
mozemy rozpisa¢ w sktadowych

Zauwazmy, ze funkcja:
0A; 8Ay -0,

Jdy -

DA« dAZ 0 A= (07XB7 0)

aaAz ox

Ty~ 85}\; = B. jest rozwigzaniem tego uktadu

réwnan.
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Jdy -
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‘ Czastka w statym polu

Réwnanie

- —

B = (0,0,B) =V x A
mozemy rozpisa¢ w sktadowych

Zauwazmy, ze funkcja:
0A; 8Ay -0,

Jdy -

DA« dAZ 0 A= (07XB7 0)

aaAz ox

Ty~ 85}\; = B. jest rozwigzaniem tego uktadu

réwnan.
Innym rozwigzaniem jest funkcja

Istnienie wiecej niz jednego rozwigzania wiaze si¢ z
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‘ Czastka w statym polu

niezmienniczo$cig cechowania elektrodynamiki,
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‘ Czastka w statym polu

niezmienniczo$cia cechowania elektrodynamiki, ktéra polega na
tym, ze potencjaty mozemy przecechowac nie zmieniajac wektoréw
EiB.
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‘ Czastka w statym polu

niezmienniczo$cia cechowania elektrodynamiki, ktéra polega na
tym, ze potencjaty mozemy przecechowac nie zmieniajac wektoréw
E i B. W szczegdlnosci, rozwazmy transformacje cechowania

A = A —ArvAP,
przy ktoérej wektor indukcji przeksztatci sie nastepujaco

B = VxA

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 19/72



‘ Czastka w statym polu

niezmienniczo$cia cechowania elektrodynamiki, ktéra polega na
tym, ze potencjaty mozemy przecechowac nie zmieniajac wektoréw
E i B. W szczegdlnosci, rozwazmy transformacje cechowania

A = A —ArvAP,
przy ktoérej wektor indukcji przeksztatci sie nastepujaco

B = ﬁxﬁz%xﬁ—i—ﬁx(ﬁ)\)
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‘ Czastka w statym polu

niezmienniczo$cia cechowania elektrodynamiki, ktéra polega na
tym, ze potencjaty mozemy przecechowac nie zmieniajac wektoréw
E i B. W szczegdlnosci, rozwazmy transformacje cechowania

A A AL,

przy ktoérej wektor indukcji przeksztatci sie nastepujaco

B = UxA=9x At x (V) = B+ epns (),
o J
B
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‘ Czastka w statym polu

niezmienniczo$cia cechowania elektrodynamiki, ktéra polega na
tym, ze potencjaty mozemy przecechowac nie zmieniajac wektoréw
E i B. W szczegdlnosci, rozwazmy transformacje cechowania

A A AL,

przy ktoérej wektor indukcji przeksztatci sie nastepujaco

. Y e e oL . 9 /o
/— e e A. P Jp—
B = VxA-VfA—i—VX(V)\)—B—i-e,euka)(j(V)\)k
B
R )
= B+ e,EUkain <8Xk>
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‘ Czastka w statym polu

niezmienniczo$cia cechowania elektrodynamiki, ktéra polega na
tym, ze potencjaty mozemy przecechowac nie zmieniajac wektoréw
E i B. W szczegdlnosci, rozwazmy transformacje cechowania

A A AL,

przy ktoérej wektor indukcji przeksztatci sie nastepujaco

S e e row (e &
B = VxA =VxA+Vx(VA) = B+&eps— (V)
5
, o [0\ . 92\
= B AI ko \ 3 =B AII
+ Giciik 0x; <8xk> + Giciik Ox;Oxy
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‘ Czastka w statym polu

niezmienniczo$cia cechowania elektrodynamiki, ktéra polega na
tym, ze potencjaty mozemy przecechowac nie zmieniajac wektoréw
E i B. W szczegdlnosci, rozwazmy transformacje cechowania

—

A — Kzﬁ—l—ﬁ)x(?),

przy ktoérej wektor indukcji przeksztatci sie nastepujaco

B = ﬁxﬁz§xﬁ+§x(ﬁ)\):§+e,euk (V)\)
H:_/ XJ k
B
- o [0\ - 92\ -
= B AI ik =B AI i = B,
+€€Jk8xj <8xk> + Jk@xjaxk
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‘ Czastka w statym polu

niezmienniczo$cia cechowania elektrodynamiki, ktéra polega na
tym, ze potencjaty mozemy przecechowac nie zmieniajac wektoréw
E i B. W szczegdlnosci, rozwazmy transformacje cechowania

—

A — Kzﬁ—l—ﬁ)x(?),

przy ktoérej wektor indukcji przeksztatci sie nastepujaco

. Y e e oL . 9 /o
/ —_— e e A. .
B = VxA _va+V>< (V) = B+ ey (V),
B
; 9 [ O\ ; 2N
= B+ éigjk— =B+ éejjk7——5— =5,
+€€Jk8xj <8xk> + gjké?xjaxk

gdzie drugi wyraz po lewej stronie ostatniej réwnosci znika,
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‘ Czastka w statym polu

gdyz jest zwezeniem tensora antysymetrycznego ¢jj z tensorem

S 92\
ymetrycznym DxOx,
J
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‘ Czastka w statym polu

gdyz jest zwezeniem tensora antysymetrycznego ¢jj z tensorem
2\

symetrycznym T 0 Rzeczywiscie
[ 1 (o) Ll 9?\
Ciike——m— = =Cijkm—m—+ Cikj=—F—
ik Ox;O0xi ok OxiOxic 2 ik Ox0x;
1 X 1 9

O AT AR
2 ik X0y 2 ik Ox;Oxy ’
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‘ Czastka w statym polu

gdyz jest zwezeniem tensora antysymetrycznego ¢jj z tensorem
2\

symetrycznym T 0 Rzeczywiscie
P?\ 1 9 Ll 9?\
Ciike——m— = =Cijkm—m—+ Cikj=—F—
ik Ox;O0xi 2"k oxiOxx 2 o Ox0x;
18X 1 &

T2 e 20
2 ik Ox;0x 2 ik Ox;Oxic ’

gdzie w drugim wyrazie po prawej stronie pierwszej réwnosci
dokonaliémy zamiany wskaznikéw sumacyjnych j < k,
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‘ Czastka w statym polu

gdyz jest zwezeniem tensora antysymetrycznego ¢jj z tensorem
2\

symetrycznym T 0 Rzeczywiscie
P?\ 1 9 Ll 9?\
Ciike——m— = =Cijkm—m—+ Cikj=—F—
ik Ox;O0xi 2"k oxiOxx 2 o Ox0x;
18X 1 &

O AT AR
2 ik X0y 2 ik Ox;Oxy ’

gdzie w drugim wyrazie po prawej stronie pierwszej réwnosci
dokonaliémy zamiany wskaznikéw sumacyjnych j < k, a w
ostatniej réwnosci skorzystalismy z antysymetrii tensora € i
przestawilismy pochodne, co jest mozliwe, jesli A(7) jest funkcja
klasy C2.
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‘ Czastka w statym polu

Wybierzmy pierwsze rozwigzanie

—

A= (0,xB,0)
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‘ Czastka w statym polu

Wybierzmy pierwsze rozwigzanie

—

A= (0,xB,0)

i zmodyfikujmy odpowiednio funkcje Hamiltona czastki swobodnej

Hzgizztn(piﬂ%rpﬁ)
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‘ Czastka w statym polu

Wybierzmy pierwsze rozwigzanie

A= (0,xB,0)

i zmodyfikujmy odpowiednio funkcje Hamiltona czastki swobodnej

=2
P 1 2 2 2
H = —= ——
o = o (P4 R+ P2)
podstawiajac 5 — 5 — gA = (p«, py — 9B, p)

_ Lo 1 2
H—%(Px"‘Pz)“‘%(Py_qXB) .
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‘ Czastka w statym polu

Wstawmy funkcje Hamiltona

Lo o 1 2
H = —(px+pz) + — (py — gxB)
do réwnan Hamiltona

. OH . OH

P = , P = — , dzie q;,=x,y,z.
qi ap; Pi a; g qi y
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‘ Czastka w statym polu

Wstawmy funkcje Hamiltona

— 1 2 2 1 2
H—ﬂ(px+pz)+ﬂ(py—q><3)

do réwnan Hamiltona

) OH ) OH dzie X,V,Z
i = ) P = — ) Z P =X Y,4.
9= 5 p 94, g q y
g OH _ Px

COpy  m’
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‘ Czastka w statym polu

Wstawmy funkcje Hamiltona

1 2 2 1 2
H = %<PX+P2) +ﬂ(Py_qXB)
do réwnan Hamiltona
. OoH . OH dui
P = P = — zie g =X,V,Z.
qi 8Pi7 Pi aqia g ai Y
OH  px : oH 1
oo T m P T o =y axB) (=B,
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‘ Czastka w statym polu

Wstawmy funkcje Hamiltona

— 1 2 2 1 2
H—ﬂ(px+pz)+ﬂ(py—q><3)

do réwnan Hamiltona

) oOH ) OH dzie X, V,Z

i = ) P = — ) Z i = XY, <.
9= o p 94, g q y

. OH  px . OH 1

— = — X = - = —— - B - B )
o T m P i —(py = axB)(=4B)
OH 1

y — = = — gxB
y ap, m(Py gxB),
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‘ Czastka w statym polu

Wstawmy funkcje Hamiltona

— 1 2 2 1 2
H—ﬂ(px+pz)+ﬂ(py—q><3)

do réwnan Hamiltona

) oOH ) OH dzie X, V,Z

i = ) P = — ) Z i = XY, <.
9= o p 94, g q y

. OH  px . OH 1

e = — x — — = - - B - B 9
o T m P i —(py = axB)(=4B)
OH 1 oH

y ap, m(Py gxB), Py oy
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‘ Czastka w statym polu

Wstawmy funkcje Hamiltona

1
~— (py — axB)”

He oo (4 a) + 5

2m

do réwnan Hamiltona

) OH ) OH dzie X,V,Z
i = ) P = — ) Z i = XY, <.
4= p 94, g q y
. OH  px . OH 1
o T m P i —(py = axB)(=4B)
OH 1 oH
y ap, m(Py qxB), Py oy
5 OH _ Pz
Op, m’
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‘ Czastka w statym polu

Wstawmy funkcje Hamiltona

H= = (P2 +p2) + L (b, — xB)?

2m 2m

do réwnan Hamiltona

) OH ) OH dzie X,V,Z

i = ) P = — ) Z P =X Y,4.
9= 5 p 94, g q y

. OH  px . OH 1

o T m P i —(py = axB)(=4B)

OH 1 OH
y ap, m(Py qxB), Py oy
- Op, m’ Pe="%, =%
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‘ Czastka w statym polu

Uporzadkujmy ten uktad réwnan

X : B
X:%) Px:qﬁ(Py_qBX)a
y:%(py_qBX)7 ljyzoa
Z:%a pZZO
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‘ Czastka w statym polu

Uporzadkujmy ten uktad réwnan

X : B
X:%) Px:qﬁ(Py_qBX)a
y:%(py_qBX)7 ljyzoa
Z:%a pZZO

i wprowadzmy oznaczenie

B
w= e czestos$é cyklotronowa.
m
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‘ Czastka w statym polu

Uporzadkujmy ten uktad réwnan

X : B
X:%) Px:qﬁ(Py_qBX)a
y:%(py_qBX)7 ljyzoa
Z:%a pZZO

i wprowadzmy oznaczenie

B
w= e czestos$é cyklotronowa.
m

px = mx, Px = <")(py — mwx),
py = m(y + wx), py =0 = p, = const,
pz = mz, p; =0 = p, = const.
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‘ Czastka w statym polu

Ostatnia para réwnan daje

z(t) = Pz _ const = z(t) = &t—{—zo,
m m
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‘ Czastka w statym polu

Ostatnia para réwnan daje

z(t) = Pz _ const = z(t) = &t—{—zo,
m m

a wiec w kierunku osi Oz czastka porusza sie ruchem jednostajnym
prostoliniowym.
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‘ Czastka w statym polu

Ostatnia para réwnan daje

z(t) = Pz _ const = z(t) = &t—{—zo,
m m
a wiec w kierunku osi Oz czastka porusza sie ruchem jednostajnym
prostoliniowym.

Wstawiajac px = mx do réwnania na px otrzymamy

2

mX + mw°x = wp, = X4 w?x =

wp
=Y — const.
m
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‘ Czastka w statym polu

Ostatnia para réwnan daje

z(t) = Pz _ const = z(t) = &t—{—zo,
m m

a wiec w kierunku osi Oz czastka porusza sie ruchem jednostajnym
prostoliniowym.

Wstawiajac px = mx do réwnania na px otrzymamy

2

mX + mw°x = wp, = X4 w?x =

wp
=Y — const.
m

Rozwigzanie ogdlne x(t) takiego niejednorodnego réwnania
rézniczkowego jest suma

x(t) = xo(t) + x1(t),

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 24/72



‘ Czastka w statym polu

gdzie xp(t) jest rozwigzaniem ogdlnym réwnania jednorodnego

Xo 4+ w?xp = 0,

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 25/72



‘ Czastka w statym polu

gdzie xp(t) jest rozwigzaniem ogdlnym réwnania jednorodnego
. 2
Xo +wxg =0,
a xi(t) jest rozwigzaniem szczegdlnym réwnania niejednorodnego

. w
X1 + w2x1 = ﬂ
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‘ Czastka w statym polu

gdzie xp(t) jest rozwigzaniem ogdlnym réwnania jednorodnego
. 2.
Xo +wxg =0,
a xi(t) jest rozwigzaniem szczegdlnym réwnania niejednorodnego
. w
X1 + w2x1 = ﬂ
Rozwigzanie ogblne réwnania jednorodnego ma postac
xo(t) = Asin(wt + 9),

gdzie A i § sa statymi dowolnymi.
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‘ Czastka w statym polu

gdzie xp(t) jest rozwigzaniem ogdlnym réwnania jednorodnego
. 2.
Xo +wxg =0,
a xi(t) jest rozwigzaniem szczegdlnym réwnania niejednorodnego
. w
X1 + w2x1 = ﬂ
Rozwigzanie ogblne réwnania jednorodnego ma postac
xo(t) = Asin(wt + 9),
gdzie A i § sg statymi dowolnymi. W celu sprawdzenia obliczmy

x0(t) = wAcos(wt + ) = Xo(t) = —wAsin(wt + ) = —w?xo(t).
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‘ Czastka w statym polu

Poszukajmy szczegblnego rozwigzania réwnania niejednorodnego

w formie statej x1(t) = C.
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‘ Czastka w statym polu

Poszukajmy szczegblnego rozwigzania réwnania niejednorodnego

. wp
X1 + w2x1 =2,

w formie statej x1(t) = C. Wstawiajac tg postaé do réwnania
otrzymamy

w
L= o - B

m mw’

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 26/72



‘ Czastka w statym polu

Poszukajmy szczegblnego rozwigzania réwnania niejednorodnego

. wp
X1 + w2x1 =2,

w formie statej x1(t) = C. Wstawiajac tg postaé do réwnania
otrzymamy

w
L= o =B
m mw

W takim razie ogdlne rozwigzanie naszego réwnania ma postaé

: Py
=A —.
x(t) sin(wt +9) + .
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‘ Czastka w statym polu

Wstawmy znalezione rozwigzanie x(t) do réwnania na y

y:&_wx)
m
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‘ Czastka w statym polu

Wstawmy znalezione rozwigzanie x(t) do réwnania na y

y:&_wx)
m

wéwczas dostaniemy réwnanie

y = Pr _w Asin(wt +0) + Pri- —Awsin(wt + 9),
m mw
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‘ Czastka w statym polu

Wstawmy znalezione rozwigzanie x(t) do réwnania na y

y:&_wx)
m

wéwczas dostaniemy réwnanie

y:&—w Asin(wt+5)+&
mw

= —Awsin(wt + ¢),
m

skad po obustronnym scatkowaniu otrzymamy

y(t) = Acos(wt +9) + G,
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‘ Czastka w statym polu

Wstawmy znalezione rozwigzanie x(t) do réwnania na y

y == —wX,
m

wéwczas dostaniemy réwnanie

y:&—w Asin(wt+5)+&
mw

= —Awsin(wt + ¢),
m

skad po obustronnym scatkowaniu otrzymamy
y(t) = Acos(wt +9) + G,

gdzie dowolnga stata addytywng oznaczyliSmy C;.
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‘ Czastka w statym polu

Podsumujmy wyniki
_ _ py .
= ———=A
x(t) x(t) oy sin(wt + 0),
y(t) y(t) — G = Acos(wt + 9).
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‘ Czastka w statym polu

Podsumujmy wyniki

x(t) = x(t) - % = Asin(wt + 6),

y(t) = y(t)— G = Acos(wt + 9).
Podniesmy kazde z réwnan do kwadratu i dodajmy stronami

%%+ y% = A2 = r? = const.
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‘ Czastka w statym polu

Podsumujmy wyniki
Py

x(t) = x(t) - oy
y(t) = y(t)— G = Acos(wt + 9).

= Asin(wt + 9),

Podniesmy kazde z réwnan do kwadratu i dodajmy stronami
+y = A2 = r? = const.
Otrzymalidémy réwnanie okregu.

x(t) = rsin(wt + 6)
y(t) = rcos(wt + 9)
z(t) =22t +z — ruch jednostajny prostoliniowy.

} ruch jednostajny po okregu,
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|
Réwnania Hamiltona

Podany sposéb konstrukgji funkcji Hamiltona jest zmudny.
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|
Réwnania Hamiltona

Podany sposéb konstrukgji funkcji Hamiltona jest zmudny.

Jesli wiezy sg skleronomiczne, nie wykonujemy transformacji do
uktadu poruszajacego sie, a sity s3 zachowawcze, to funkcja
Hamiltona wyraza sie wzorem

no. "oooL "o oT
H =Y api—-L=) dGi-—(T-V)=) dim—-T+V
i—1 = 9qi = 9qi

= 2T-T+V=T+V=E,
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|
Réwnania Hamiltona

Podany sposéb konstrukgji funkcji Hamiltona jest zmudny.

Jesli wiezy sg skleronomiczne, nie wykonujemy transformacji do
uktadu poruszajacego sie, a sity s3 zachowawcze, to funkcja
Hamiltona wyraza sie wzorem

no. "oooL "o oT
H =Y api—-L=) dGi-—(T-V)=) dim—-T+V
i—1 = 9qi = 9qi
— XT-T+V=T+V-=E

a wiec jest réwna catkowitej energii ukfadu.
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|
Réwnania Hamiltona

Podany sposéb konstrukgji funkcji Hamiltona jest zmudny.

Jesli wiezy sg skleronomiczne, nie wykonujemy transformacji do
uktadu poruszajacego sie, a sity s3 zachowawcze, to funkcja
Hamiltona wyraza sie wzorem

u .. 0L . 0T
H =Y api—-L=) dGi-—(T-V)=) dim—-T+V
P = 04 = 0ai
= 2T-T+V=T+V=E,
a wiec jest réwna catkowitej energii ukfadu.
Przyktad 3. Czastka tréjatomowa wykonuje drgania liniowe. Dwa
skrajne atomy maja mase mj, a masa atomu centralnego jest

rowna my. Oddziatywanie pomiedzy atomami zalezy od ich
wzajemne] odlegtosci.
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Czastka tréjatomowa

Reprezentujemy je przez sprezyny.
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Czastka tréjatomowa

Reprezentujemy je przez sprezyny.

Funkcja Hamiltona w tym przypadku jest suma energii kinetycznej
i potencjalnej

_ _ 1 2 2 P> K » K 2
H—T+V—2T71(P1+P3)+%+5(X2—X1) +5 (e —x)”.
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Czastka tréjatomowa

Reprezentujemy je przez sprezyny.

Funkcja Hamiltona w tym przypadku jest suma energii kinetycznej
i potencjalnej
K K
Y. 5(2—X1)2+5(X3—X2)2-

1
H=T+V=5 (p2 + )+—+
Posta¢ energii potencjalnej wynika z prawa Hooke'a

v 1
F =—Kx, ale Fo_4V &V =ZKx2
dx 2
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Czastka tréjatomowa

_ 1 2, 2 p3 K 2 K 2
H= g (PR R3) + 52+ 5 (e =) + 5 (6 —x)
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Czastka tréjatomowa

_ 1 2, 2 p3 K 2 K 2
H= g (PR R3) + 52+ 5 (e =) + 5 (6 —x)

prowadzi do nastepujacych réwnanh ruchu

. _OH p . oH
X1 Opy  my’ p1 Ot (x2 —x1) - (—1),

O OH  p . oH

Al P p2 0% (x2 —x1) (x3 = x2) - (—1),
OH  ps _ oH

B Ty p3 % (x3 —x2)

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 31/72



Czastka tréjatomowa

_ 1 2, 2 p3 K 2 K 2
H= g (PR R3) + 52+ 5 (e =) + 5 (6 —x)

prowadzi do nastepujacych réwnanh ruchu

. _OH p . oH
X1 Opy  my’ p1 Ot (x2 —x1) - (—1),

O OH  p . oH

Al P p2 0% (x2 —x1) (x3 = x2) - (—1),
OH  ps _ oH

B Ty p3 % (x3 —x2)

Taki ukfad 6 réwnan pierwszego rzedu wcale nie jest prostszy niz
uktad 3 réwnan drugiego rzedu.
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Czastka tréjatomowa

Eliminujac pedy dostaniemy uktad réwnan drugiego rzedu

m1>'%1 = K(X2 — X]_),
MmoXo = K(X1 — 2x0 + X3),
m1>'€3 = —K(X3 — X2).
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MmoXo = K(X1 — 2x0 + X3),
m1>'€3 = —K(X3 — X2).
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Czastka tréjatomowa

Eliminujac pedy dostaniemy uktad réwnan drugiego rzedu

m1>'%1 = K(X2 — X]_),
MmoXo = K(X1 — 2x0 + X3),
m1>'€3 = —K(X3 — X2).

Poszukujemy rozwigzan w postaci drgan wtasnych, przy ktérych
wszystkie punkty drgaja z t3 sama czestoscig. Podstawmy

xj = Ce™t = x = Ciwe™' = X=-Cuw?e“, j=12,3
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Czastka tréjatomowa

Eliminujac pedy dostaniemy uktad réwnan drugiego rzedu

m1>'%1 = K(X2 — X]_),
MmoXo = K(X1 — 2x0 + X3)7
m1>'€3 = —K(X3 — X2).

Poszukujemy rozwigzan w postaci drgan wtasnych, przy ktérych
wszystkie punkty drgaja z t3 sama czestoscig. Podstawmy

xj = Ce™t = x = Ciwe™' = X=-Cuw?e“, j=12,3

—my Gw?et = K(C — Cp)elt,
—m2C2w elwt — K(Cl -2G + C3) "‘Jt
—m ng e’“’t = —K(C3 — Cz)e’wt.
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Czastka tréjatomowa

Pomnézmy obie strony kazdego z réwnan przez e «t |
y y g p

uporzadkujmy.
(—m1w2 + K) G — KG =0,
—KC + (—m2w2 + 2K) G — KG =0,
—KG + (—m1w2 + K) G =0.
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Czastka tréjatomowa

Pomnézmy obie strony kazdego z réwnan przez e «t |
y y g p

uporzadkujmy.
(—m1w2 + K) G — KG =0,
—KCl + (—m2w2 + 2K> C2 — KC3 = 07
—KG + (—m1w2 + K) G =0.

Jest to jednorodny uktad réwnah liniowych na wspétczynniki C;
j=123.
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Czastka tréjatomowa

Pomnézmy obie strony kazdego z réwnan przez e «t |
y y g p

uporzadkujmy.
(—m1w2 + K) G — KG =0,
—KCl + (—m2w2 + 2K> C2 — KC3 = 07
—KG + (—m1w2 + K) G =0.
Jest to jednorodny uktad réwnah liniowych na wspétczynniki C;,

Jj =1,2,3. Jezeli wszystkie 3 réwnania sg niezalezne, to istnieje
tylko jedno rozwigzanie

G=G=G=0.
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Czastka tréjatomowa

Pomnézmy obie strony kazdego z réwnan przez e «t |
y y g p

uporzadkujmy.

(—m1w2 + K) G — KG =0,
—KCl + (—m2w2 + 2K> C2 — KC3 = 07
—KG + (—m1w2 + K) G =0.
Jest to jednorodny uktad réwnah liniowych na wspétczynniki C;,

Jj =1,2,3. Jezeli wszystkie 3 réwnania sg niezalezne, to istnieje
tylko jedno rozwigzanie

G=G=G=0.

Takie zerowe rozwigzanie jest nieinteresujace fizycznie.
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Czastka tréjatomowa

Niezerowe rozwigzania mogg istnie¢ tylko jesli réwnania uktadu sa
zalezne,
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Czastka tréjatomowa

Niezerowe rozwigzania mogg istnie¢ tylko jesli réwnania uktadu sa
zalezne, a to ma miegjsce, gdy wyznacznik uktadu sie zeruje.
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Czastka tréjatomowa

Niezerowe rozwigzania mogg istnie¢ tylko jesli réwnania uktadu sa
zalezne, a to ma miegjsce, gdy wyznacznik uktadu sie zeruje.

—m1w2+K -K 0
—-K —mow? + 2K —-K
0 -K —muw?® + K
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Czastka tréjatomowa

Réwnanie
(—m1w2 + K) w? {m1m2w2 —(2m1 + my) K} =0

ma 3 rozwiazania
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Czastka tréjatomowa

Réwnanie
(—m1w2 + K) w? {m1m2w2 —(2m1 + my) K} =0

ma 3 rozwiazania

, K K
W= — = Wy = —,
m m
, 2K K K 2K 2m;\ K
we=— 4 — w3=y—+—=4/1+—) —
mo mp mq mo mo my
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Czastka tréjatomowa

Réwnanie

(—m1w2 + K) w? {m1m2w2 —(2m1 + my) K} =0

ma 3 rozwiazania

, K K
W= — = Wy = —,
my my

, 2K K \/K 2K \/( 2m1)K

wt=—+4+ — w3 =y/—+—= 1+—) —

my m 1 my my my

Zauwazmy, ze w3 > wy.
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Czastka tréjatomowa

Jezeli w = wy = 0, to nasz uktad sprowadza sie do

KC]_—KC2:O = C1:C2
—KCG +2KG — KGs =0 = tozsamosé
—KG+KG=0 = G=G
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Czastka tréjatomowa

Jezeli w = wy = 0, to nasz uktad sprowadza sie do

KC]_—KC2:O = C1:C2
—KCG +2KG — KGs =0 = tozsamosé
—KG+KG=0 = G=G

awiecw=0iC =CG=_C = brak drgan.
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Czastka tréjatomowa

Jezeli w = wy = 0, to nasz uktad sprowadza sie do

KC]_—KC2:O = C1:C2
—KCG +2KG — KGs =0 = tozsamosé
—KG+KG=0 = G=G

awiecw=0iC =CG=_C = brak drgan.

Jezeli w = wy (mniejsza czestosé) = w? = mil
0-Gi—KG =0 = G=0
—KC, + (—m2m£1+2K) G — KGC =0 -~ G=-G
—-KG4+0-GG=0 = G=0
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Czastka tréjatomowa

Jezeli w = wy = 0, to nasz uktad sprowadza sie do

KC]_—KC2:O = C1:C2
—KCG +2KG — KGs =0 = tozsamosé
—KG+KG=0 = G=G

awiecw=0iC =CG=_C = brak drgan.

Jezeli w = wy (mniejsza czestodé) = w? =K

my
0-Gi—KG =0 = G=0
—KC, + (—m2m£1+2K) G — KGC =0 -~ G=-G
—-KG4+0-GG=0 = G=0

Skrajne atomy drgaja w przeciwne strony z taka samg amplituda, a
atom $rodkowy spoczywa.
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Czastka tréjatomowa

Jezeli w = w3 (wigksza czgstodé) = w?= % + m%
(—K—2%K+K> Ci— KG =0 = G=-2mG
—KGy + (—2K - mp 2K) G — KGs
= —K( +2KCG — KG3=0 = G=@G

—KG + (—K = 22K+ K) G =0 = G=-2mG
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Czastka tréjatomowa

ST . ‘£z 2 _ 2K K
Jezeli w = w3 (wigksza czgstos¢) = w® ="+ -

(-K-2mK+K)G - KG=0 = G=-2mG
—KG + (—2K = 2K +2K) G — KGs
= —K( +2KCG — KG3=0 = G=@G

—KC2+(—K—2%K+K) G =0 = G =-2mG

a wiec atomy skrajne drgaja w t3 sama strone z taka sama
amplituda,
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Czastka tréjatomowa

ST . ‘£z 2 _ 2K K
Jezeli w = w3 (wigksza czgstos¢) = w® ="+ -

(-K-2mK+K)G - KG=0 = G=-2mG
—KG + (—2K = 2K +2K) G — KGs
= —K( +2KCG — KG3=0 = G=@G

—KC2+(—K—2%K+K) G =0 = G =-2mG

a wiec atomy skrajne drgaja w t3 sama strone z taka sama
amplituda, a atom Srodkowy drga w przeciwng strone.
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‘ Funkcja Hamiltona

Fakt, ze dla wiezéw skleronomicznych i uktadéw zachowawczych
funkcja Hamiltona wyraza sie wzorem:

H=T+V,

pozwala zapamigtaé znaki w réwnaniach kanonicznych
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‘ Funkcja Hamiltona

Fakt, ze dla wiezéw skleronomicznych i uktadéw zachowawczych
funkcja Hamiltona wyraza sie wzorem:

H=T+V,

pozwala zapamigtaé znaki w réwnaniach kanonicznych

. OH . oH . 1
i = i = — I = oo n.
qi 8'0’_1 Pi 36/," ’
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‘ Funkcja Hamiltona

Fakt, ze dla wiezéw skleronomicznych i uktadéw zachowawczych
funkcja Hamiltona wyraza sie wzorem:

H=T+V,

pozwala zapamigtaé znaki w réwnaniach kanonicznych

. OH . oH . 1
i — j — — I = oo n.
qi 8'0’_1 Pi 36/," ’

Wystarczy pamietaé, ze zmiana pedu w czasie jest réwna sile, a sita
jest réwna gradientowi energii potencjalnej z przeciwnym znakiem:

ov

) = F; Fi=—
p & aq,-.
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‘ Funkcja Hamiltona

Zastanéwmy sie kiedy funkcja Hamiltona H jest statg ruchu?

dH

H= t — =0.
cons & T 0
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‘ Funkcja Hamiltona

Zastanéwmy sie kiedy funkcja Hamiltona H jest statg ruchu?

H = const & ﬁ =0.
dt
Obliczmy
dH 3j . OH . OH

i ;<8q;q’+8mpi)+at
B i(@H@H_@H@H) OH oH oL
o« 0q; Op; op; 0q; ot ot Ot

i=1

0,

gdzie w drugiej réwnosci skorzystaliSmy z réwnan kanonicznych.
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‘ Funkcja Hamiltona

Zastanéwmy sie kiedy funkcja Hamiltona H jest statg ruchu?

dH

H= t — =0.
cons & T 0

Obliczmy

d#- z":<3”-.+5H-.)+3H
dt — & \og " " op™) " on
OH OH 8H8H) oH oH  aL

B Z<8q;8p;_8pi8q; Tt T T o

i=1

0,

gdzie w drugiej réwnosci skorzystaliSmy z réwnan kanonicznych.
Widzimy, ze funkcja Hamiltona jest wielkoscia zachowang jesli H i
L nie zaleza jawnie od czasu.
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‘ Funkcja Hamiltona

Fakt, ze H jest zachowane nie musi oznaczaé, ze H = E.
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‘ Funkcja Hamiltona

Fakt, ze H jest zachowane nie musi oznaczaé, ze H = E.
Przyktad 4. Koralik $lizgajacy sie po drucie, ktéry obraca sie w
ptaszczyznie xOy ze stata predkoscia katowa w.
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‘ Funkcja Hamiltona

Fakt, ze H jest zachowane nie musi oznaczaé, ze H = E.
Przyktad 4. Koralik $lizgajacy sie po drucie, ktéry obraca sie w
ptaszczyznie xOy ze stata predkoscia katowa w.
Funkcja Lagrange'a:
1

L:Tzim(r'2+r2w2>:E.
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‘ Funkcja Hamiltona

Fakt, ze H jest zachowane nie musi oznaczaé, ze H = E.
Przyktad 4. Koralik $lizgajacy sie po drucie, ktéry obraca sie w
ptaszczyznie xOy ze stata predkoscia katowa w.
Funkcja Lagrange'a:
L= Tzlm(r'2+r2w2) = E.
2

Warunek wiezéw (reonomicznych):

p=wt, jesli ¢(0)=0. »
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‘ Funkcja Hamiltona

Fakt, ze H jest zachowane nie musi oznaczaé, ze H = E.
Przyktad 4. Koralik $lizgajacy sie po drucie, ktéry obraca sie w
ptaszczyznie xOy ze stata predkoscia katowa w.
Funkcja Lagrange'a:
L= Tzlm(r'2+r2w2) = E.
2

Warunek wiezéw (reonomicznych):
p=wt, jesli ¢(0)=0. »

Uktad ma jeden stopien swobody,
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‘ Funkcja Hamiltona

Fakt, ze H jest zachowane nie musi oznaczaé, ze H = E.
Przyktad 4. Koralik $lizgajacy sie po drucie, ktéry obraca sie w
ptaszczyznie xOy ze stata predkoscia katowa w.

Funkcja Lagrange'a:

L:T:%m(r'2+r2w2):E.

Warunek wiezéw (reonomicznych):
p=wt, jesli ¢(0)=0. »

Uktad ma jeden stopien swobody, wiec funkcja Hamiltona jest
réwna

oL
H=r¢p, — L, gdzie p,=—=mr = P Pr
or m
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‘ Funkcja Hamiltona

Wstawmy wyrazenie na p, do H

2 2 2
P 1 p 1 o p 1 55
H_n;—immrz—imrw_2,;'—§mrw;£E,
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‘ Funkcja Hamiltona

Wstawmy wyrazenie na p, do H

2 2 2
P 1 p 1 o p 2,2
W =2 2™ g ™ 7 E
mimo, ze
OH oL

E_—a:Q czyli H =const, to H#E.
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‘ Funkcja Hamiltona

Wstawmy wyrazenie na p, do H

2 2 2
P 1 p 1 o p 1 55
H_nr"_imma_imrw_ﬁ—imrw ¢E7
mimo, ze
oH oL
E:—a:Q czyli H =const, to H#E.

Moze sie réwniez zdarzyé, ze funkcja Hamiltona nie bedzie
wielko$cig zachowana, ale bedzie réwna catkowitej energii,
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‘ Funkcja Hamiltona

Wstawmy wyrazenie na p, do H

2 2 2
P 1 p 1 o p 1 55
H_nr"_imma_imrw_ﬁ—imrw ¢E7
mimo, ze
oH oL
E:—a:Q czyli H =const, to H#E.

Moze sie réwniez zdarzyé, ze funkcja Hamiltona nie bedzie
wielkoscig zachowanga, ale bedzie réwna catkowitej energii, tzn.

dH
E#O lecz H=E.
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‘ Funkcja Hamiltona

Przyktad 5. Elektron porusza sie prostopadle do oktadek
kondensatora ptaskiego, ktérego napiecie rosnie liniowo w czasie
zgodnie z wzorem U = \t, gdzie A jest znanym wspotczynnikiem.
Odlegto$¢ oktadek wynosi d.

++++ | ++++
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‘ Funkcja Hamiltona

Przyktad 5. Elektron porusza sie prostopadle do oktadek
kondensatora ptaskiego, ktérego napiecie rosnie liniowo w czasie
zgodnie z wzorem U = \t, gdzie A jest znanym wspotczynnikiem.
Odlegto$¢ oktadek wynosi d.

Napiecie U miedzy oktadkami wigze + o+ + | 4+
sie z natezeniem pola elektrycznego £
wzorem d

U=&d =)\t = Sz%t.
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‘ Funkcja Hamiltona

Przyktad 5. Elektron porusza sie prostopadle do oktadek
kondensatora ptaskiego, ktérego napiecie rosnie liniowo w czasie
zgodnie z wzorem U = \t, gdzie A jest znanym wspotczynnikiem.
Odlegto$¢ oktadek wynosi d.

Napiecie U miedzy oktadkami wigze + o+ + | 4+
sie z natezeniem pola elektrycznego £
wzorem d

U=&d =)\t = Sz%t.

Energia potencjalna elektronu w odlegtosci x od katody wynosi

V=Fx=—-efx=-— eg tx = —Axt,
—

const = A
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‘ Funkcja Hamiltona

wiec funkcja Hamiltona jest réwna

2
p dH OH
H=E=T+V ="— — Axt —_— = .
+ 2m = dt ot
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‘ Funkcja Hamiltona

wiec funkcja Hamiltona jest réwna

2
_E_ _P df _oH
H=E=T+V=2—A¢ = T =270

Znajdzmy réwnanie ruchu

w=_P b= _ A
dp m
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‘ Funkcja Hamiltona

wiec funkcja Hamiltona jest réwna

2
p dH OH
H=E=T+V="——-Axt = —=—
+ 2m x dt ot

Znajdzmy réwnanie ruchu

. OH p . ) oH
X = == = p=mx, p=——— =
Ox

= = At
op m ’

. . A
mx =At = x= —t.
m

Catkujac obustronnie ostatnie otrzymamy

A
x=—t>+ Gy, gdzie (; = const.
2m
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‘ Funkcja Hamiltona

Catkujac obustronnie po raz drugi otrzymamy

A
x(t) = 6—mt3 + Gt + G, gdzie G, = const.
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‘ Funkcja Hamiltona

Catkujac obustronnie po raz drugi otrzymamy

A
x(t) = 6—mt3 + Gt + G, gdzie G, = const.

Przyjmijmy warunki poczatkowe x(0) = x(0) = 0, wdwczas

x(0)=0 = G=0, x(0)=0 = G =0,
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‘ Funkcja Hamiltona

Catkujac obustronnie po raz drugi otrzymamy

A
x(t) = 6—mt3 + Gt + G, gdzie G, = const.

Przyjmijmy warunki poczatkowe x(0) = x(0) = 0, wdwczas
x(0)=0 = G=0, %x(0)=0 = G =0,

a wiec ostatecznie rozwigzanie ma postaé
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‘ Funkcja Hamiltona

Catkujac obustronnie po raz drugi otrzymamy

A
x(t) = 6—mt3 + Gt + G, gdzie G, = const.

Przyjmijmy warunki poczatkowe x(0) = x(0) = 0, wdwczas
x(0)=0 = G=0, %x(0)=0 = G =0,

a wiec ostatecznie rozwigzanie ma postaé

A 3 2 Ao
t) = —t = = =m_—t —t
X8 = m P=me=Momt 25
a funkcja Hamiltona ma postaé
2 2.4
p At A 4 AT,
H=—-Axt=——-A—t"=
2m T 8m  Tem'  24m
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Rozwazmy funkcje rézniczkowalna f(q, p, t) zmiennych qg;(t), pi(t)
i t . Taka funkcje bedziemy nazywac obserwabla.
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Rozwazmy funkcje rézniczkowalna f(q, p, t) zmiennych qg;(t), pi(t)
i t . Taka funkcje bedziemy nazywac obserwabla.
Obliczmy

df "/ Of . of ) of
JE— + .
ot

i —Z <5q;qi+8p,~pi

i=1
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Rozwazmy funkcje rézniczkowalna f(q, p, t) zmiennych qg;(t), pi(t)
i t . Taka funkcje bedziemy nazywac obserwabla.
Obliczmy

C“f_z":<3f-.+3f-.)+3f
dt ~ = \aq " " ap"”) "ot

Skorzystajmy z réwnan kanonicznych

df of OoH 0f OH of

dt ; (8(7:' opi i 8q,‘> N ot
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Dla dwéch obserwabli (g, p, t) i g(q, p, t) definiujemy nawiasy
Poissona

" /Of 0g  Of 8g>
f = B '
[ 7g]CIap Z (aql 8P1 8[3, 8ql

i=1
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Dla dwéch obserwabli (g, p, t) i g(q, p, t) definiujemy nawiasy
Poissona

" /Of 0g  Of 8g>
f = B '
[ 7g]CIap Z (aql 8P1 8[3, 8ql

i=1

Indeksy g, p na ogdt bedziemy pomijac.
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Dla dwéch obserwabli (g, p, t) i g(q, p, t) definiujemy nawiasy
Poissona

"./O0f 0g Of Og
[f’g]""’zz(a . Op;  Op; D >
) qi Opi Pi 0qi
Indeksy g, p na ogdt bedziemy pomijac.
Przy uzyciu nawiaséw Poissona mozemy zapisaé
df of
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Dla dwéch obserwabli (g, p, t) i g(q, p, t) definiujemy nawiasy
Poissona

"./O0f 0g Of Og
[f,g]q,,,zz( A )
) dq; Op; Opi Oq;
Indeksy g, p na ogdt bedziemy pomijac.
Przy uzyciu nawiaséw Poissona mozemy zapisaé
df of
— =[f,H]+ —.
dt U ot
Widzimy, ze jedli f nie zalezy jawnie od czasu i [f, H] =0, to f jest
wielkosciag zachowana.
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Obliczmy
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Obliczmy

0 5

gdyz zmienne p; i g; s3 niezalezne.
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Obliczmy

0 5

gdyz zmienne p; i g; s3 niezalezne.
Podobnie

9q; Op;  9p; Iq;
— —~

5 0

1 8q,- of 3(3[,' of u of of
nfl = =2 05 = 55
[q ] JE_: ( > Z Japj 8Pi

j=1
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Przy uzyciu zwigzkdéw

of of
- i iy fl=
0q; il op;

[pi, f] =
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Przy uzyciu zwigzkdéw

of of
i is fl=
0q; il op;

[pi, f]=—

réwnania kanonicze mozemy zapisa¢é jako

OH

’: = ,‘,H,
q Opi [gi, H]
H
pi=-g0 = ikl i=Ll..on
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Przy uzyciu zwigzkdéw

of of
i7f = - i i?f =
[pi, f] o | [gi, f] o

réwnania kanonicze mozemy zapisa¢é jako

OH
.,‘ = = f7H7
q Opi [gi, H]
H
P'i:_?)qi - [pi7H]7 i=1...,n

Ta postac rownan kanonicznych jest w petni symetryczna.
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Przy uzyciu zwigzkéw

of of
i i fl=
0q; il op;

[pi, f]=—

réwnania kanonicze mozemy zapisa¢é jako

OH

’: = ,‘,H,
q Opi [gi, H]
H
pi=-g0 = ikl i=Ll..on

Ta postac rownan kanonicznych jest w petni symetryczna.
Jednak trzeba pamietaé o przeciwnym znaku obu wyrazéw pod
suma w definicji nawiaséw Poissona.
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|
Wtasnosci nawiaséw Po

Dla dowolnych obserwabli f, g, h oraz c1, ¢p, ¢ niezaleznych od q i
p zachodza nastepujace wiasnosci.

i) Liniowos¢ ze wzgledu na pierwszy argument
[le + g, h] = Cl[fv h] + C2[g7 h]
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|
Wtasnosci nawiaséw Po

Dla dowolnych obserwabli f, g, h oraz c1, ¢p, ¢ niezaleznych od q i
p zachodza nastepujace wiasnosci.

i) Liniowos¢ ze wzgledu na pierwszy argument
[le + g, h] = Cl[fv h] + C2[g7 h]
Dowéd: [af + g, h] =
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|
Wtasnosci nawiaséw Po

Dla dowolnych obserwabli f, g, h oraz c1, ¢p, ¢ niezaleznych od q i
p zachodza nastepujace wiasnosci.

i) Liniowos¢ ze wzgledu na pierwszy argument
[le + g, h] = Cl[fv h] + C2[g7 h]
Dowéd: [af + g, h] =

i(a(cf+c)ah )8h)
g\ T8 op " opi dqi)

i=1
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|
Wtasnosci nawiaséw Poi

Dla dowolnych obserwabli f, g, h oraz c1, ¢p, ¢ niezaleznych od q i
p zachodza nastepujace wiasnosci.

i) Liniowos¢ ze wzgledu na pierwszy argument
[le + g, h] = Cl[fv h] + C2[g7 h]
Dowéd: [cif + g, h] =

0 Oh 0 Oh
F on _ f _
aqi (Cl + C2g) 8/3, 8P, (Cl + C2g) aq’>

“ of Oh 0g Oh of Oh og 8h>

; (Claqiapi e 9q; Opi “ op; 0q;i @ Opi Oq;

NE
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|
Wtasnosci nawiaséw Poi

Dla dowolnych obserwabli f, g, h oraz c1, ¢p, ¢ niezaleznych od q i
p zachodza nastepujace wiasnosci.

i) Liniowos¢ ze wzgledu na pierwszy argument
[le + g, h] = Cl[fv h] + C2[g7 h]
Dowéd: [cif + g, h] =

n

) Oh 0 ) 8h) B
dpi  Op; oqi)
h, . 080h _ Of Oh 8g8h>
20q;0p  “opog  “Zop; oq;

> (a4
> (o

of
i=1 ‘0ai

Z(@ of 8h> Z(ag oh  Og 8h)_
~\0q;0p; ~ 9pida;) " Z 2 \0qi0pi  Opida;)
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|
Wtasnosci nawiaséw Poi

Dla dowolnych obserwabli f, g, h oraz c1, ¢p, ¢ niezaleznych od q i
p zachodza nastepujace wiasnosci.

i) Liniowos¢ ze wzgledu na pierwszy argument
[le + g, h] = Cl[fv h] + C2[g7 h]
Dowéd: [cif + g, h] =

" ( ) Oh 0 ) 8h) B
pt dpi  Op; oqi)
Z( Of Oh  0g b Of 0h 8g8h>
= *9q; 8p, 20q;0p  “opog  “Zop; oq;

Z(@f oh  Of 8h> Z(ag oh  Og 8h)_
~\0q;0p; ~ 9pida;) " Z 2 \0qi0pi  Opida;)

ai[f, h] + e|g, h].
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|
Wtasnosci nawiaséw P

ii) Antysymetria
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|
Wtasnosci nawiaséw P

ii) Antysymetria

Dowéd:

" /Of 0g  Of 8g>
f, == ( — =
7. el ; 0q; Op;  Op; 0q;
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|
Wtasnosci nawiaséw P

ii) Antysymetria

Dowdd:
" og  Of 8g>
f =
[F. €l P ( i Opi Op; 0g;
. /0g Of Og 8f>
= —[g,f].
Z((?q, dpi  Opi Oq; & 7]

i=1
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|
Wtasnosci nawiaséw P

ii) Antysymetria

Dowéd:
6 = 2 (G omoa) -
2 (Gt om o) = 0
ii) [c, f] = 0.
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|
Wtasnosci nawiaséw P

ii) Antysymetria

Dowéd:
" og  Of 8g>
f =
[F. €l P ( i Opi Op; 0g;
. /0g Of Og 8f>
= —|[g,f].
2(8@ dpi Opi 0a; S
i) [c,f] = 0.
Dowad:
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|
Wtasnosci nawiaséw P

v) [fg, h] = flg, h] +[f, hlg
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|
Wtasnosci nawiaséw P

v) [fg, h] = flg, h] +[f, hlg
Dowiéd:

" ro(fg) Oh  O(fg) 8h>:

fg, h] = -
g, ] §<8q; opi  Opi Oqi

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 51/72



|
Wtasnosci nawiaséw Po

v) [fg, h] = flg, h] +[f, hlg
Dowiéd:

" r0(fg) Oh  O(fz) 8h>

fg, h] = -
g, ] §<8q; opi  Opi Oqi

of 0Oh 0g 0h  Of Oh fﬁg 8h> B

;(Mgap;Jr 9qi0pi  Opi®0q; ' Opi Oq;
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|
Wtasnosci nawiaséw Po

v) [fg, h] = flg, h] +[f, hlg
Dowiéd:

" r0(fg) Oh  O(fz) 8h>_

fg, h] = - =
g, ] §<8q; opi  Opi Oqi

$2(0 0 (2600 O 0h 05 o) _
P 3qig<9pi 0q; Opi 6PigaQI opi 0qi)
of Oh of 8h)

g =

. /0g Oh Og 8h) n <
f ( - + -
,; 0q; Op;  Op; 0q; ; 0qi Op;  Op; 0q;
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|
Wtasnosci nawiaséw Po

v) [fg, h] = flg, h] +[f, hlg
Dowiéd:

" r0(fg) Oh  O(fz) 8h>_

fg, h] = - =
g, ] §<8q; opi  Opi Oqi

$2(0 0 (2600 O 0h 05 o) _
P 3qig<9pi 0q; Opi 6PigaQI opi 0qi)
of Oh of 8h)

g =

. /0g Oh Og 8h) n <
f ( - + -
,; 0q; Op;  Op; 0q; ; 0qi Op;  Op; 0q;

flg, h] + [f, hlg.
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|
Wtasnosci nawiaséw Po

v) [fg, h] = flg, h] +[f, hlg
Dowiéd:

" r0(fg) Oh  O(fz) 8h>_

fg, h] = - =
g, ] §<8q; opi  Opi Oqi

$2(0 0 (2600 O 0h 05 o) _
P 3qig<9pi 0q; Opi 6PigaQI opi 0qi)
of Oh of 8h)

g =

. /0g Oh Og 8h) n <
f ( - + -
,; 0q; Op;  Op; 0q; ; 0qi Op;  Op; 0q;

flg, h] + [f, hlg.

v) Tozsamos$¢ Jacobiego:

[7;[g, hll + [g, [h, 1] + [h, [f, g]] = 0.
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|
Wtasnosci nawiaséw P

Dowéd:

n

B of dlg,h  Of Olg, hl
[f, g, ] = Z <3Qi ap; op; 9gq; )

i=1
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Wtasnosci nawiaséw P

Dowéd:

- of dlg,h]  Of dlg, h
[ﬂ[&ﬂ]zZ(aq_ [;’p‘], e ])

9p;  9q;
i=1
n

n n
Z afaz dg oh g Oh afaz og oh  Og Oh
9q; Op; 9q; Op;j

9p; Oqj 9p; 0q;
i=1 Jj=1

9q; Op; 9p;j 0gq;
j=1
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Wtasnosci nawiaséw P

Dowéd:

- . of dlg,n  of dlg, h
[f, g, ] = Z <3Qi ap; op; 9gq; )

i=1

n n n
Z af 8 Z g dh  Bg Oh aof 8 og dh  dg Oh
9q; Op; 9q; Op;  Op; Oq; 9p; 0q; 9q; Op; 9p;j 0gq;
i=1 Jj=1 Jj=1
n
72 of 8%g 0Oh N of og 0°h of 8%g Oh  Of dg 0%h
9q; 0q;0p; Op;  Oq; Oq; Op;Op;  Oq; Op;jOp; Oq;  Oq; Op; Oq;Op;

ij=1
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Wtasnosci nawiaséw P

Dowéd:

of dlg, h] of Olg, h]

[f, g, ] = Z <3Qi ap; op; 9gq; )

i=1

n n n
Z af 8 Z g dh  Bg Oh aof 8 og dh  dg Oh
9q; Op; 9q; Op;  Op; Oq; 9p; 0q; 9q; Op; 9p;j 0gq;
i=1 Jj=1 Jj=1
n
72 of 8%g 0Oh N of og 0°h of 8%g Oh  Of dg 0%h
9q; 0q;0p; Op;  Oq; Oq; Op;Op;  Oq; Op;jOp; Oq;  Oq; Op; Oq;Op;

i,j=1
of 8%g Oh  Of dg 9%h N of
Op; 0q;0q; Op;  Op; Oq; Op;Oq;  Op; Op;Oq; 9q;
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|
Wtasnosci nawiaséw P

[, lg, hll + g, [hs AT + (1, [ 2]]
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Wtasnosci nawiaséw P

[, lg, hll + g, [hs AT + (1, [ 2]]

3 Z(af 8%g Oh  Of dg O*h of 08%g Oh  Of dg 0%h

) 9q;0p; Opj 87&7,'87@ 9p;Opi g 9p;jop; 9q;  Oq; Opj Oq;0p;

ij=1
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Wtasnosci nawiaséw P

&l
n
Z(af 8%g oh . of dg 0°h
9q; 0q;0p; Op;  Oq; Oq; Op;Op;  Oq; Op;Op; Oq;
8%g oh N of dg 0°h )

of 08%g Oh  Of dg 0%h

[f, g, hll + [g, [h, 11 + [1. [F
9q; Opj Oq;0p;

ij=1
of 0°g Oh  of dg %h of
9p; 9qj Op;Oq;  Op; Op;dq; Oq;  Op; Opj 9q;0q;

e 9q;0q; Op;

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 53/72



Wtasnosci nawiaséw P

&l
n
Z(af 8%g oh . of dg 0°h
9q; 0q;0p; Op;  Oq; Oq; Op;Op;  Oq; Op;Op; Oq;
8%g oh N of dg 0°h )

of 08%g Oh  Of dg 0%h

[f, g, hll + [g, [h, 11 + [1. [F
9q; Opj Oq;0p;

ij=1
of 0°g Oh  of dg %h of
9p; 9qj Op;Oq;  Op; Op;dq; Oq;  Op; Opj 9q;0q;

e 9q;0q; Op;
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Wtasnosci nawiaséw P

[f,lg, hll + g, [h, 1] + [h, [f
8%g oh

n

>

ij=1

of
9q; 9q;Op; Op;j

of 8%g 0Oh

e 9q;0q; Op;

n
Z <8g 8%h  of

9q; 9q;Op; Opj
i.j=1
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gll

of og 9%h
9q; 9q; Op;Op;  Oq; Op;Op; Og;

of og 0°h

9p; 9qj Op;Oq;

8%g Oh  Of dg O*h

af
9q; Opj Oq;0p;

of og 9%h
9p; 9pj 9q;0q;

)

8

of 8%g Oh
9p; Op;0q; 9q;

of dg Oh

og 9%h
9q; 9pj 0q;0p;

dg oh 8
9q; qj Op;Op;  Oq; Op;Op; Oq;




Wtasnosci nawiaséw P

[f,lg, bl + [g, [h, f1 + [, [F. g]]
n
3 Z(af 8%g oh  Of dg 0°h of 0°g 0Oh  of dg %h
9q; 0q;0p; Op;  Oq; Oq; Op;Op;  Oq; Op;jOp; Oq;  Oq; Op; Oq;Op;
ij=1
of 0°g Oh  of dg %h of 0°g Oh  Of dg 9*h )
9p; 9qj0q; Op;  Op; Oq; Op;Oq;  Op; Op;jOq; Oq;  Op; Op; Oq;Oq;
n
. Z <8g 8h  of N dg 0h O*f dg ©*h Oof  og oh 8°f
9q; 0qjOp; Op;  Oq; Oq; Op;Op;  Oq; Op;Op; Oq;  Oq; Opj Oq;Op;
ij=1
dg ©*h Oof  og oh 8°f dg 9*h Of Og oh 8°f )
Op; 9q; Op;0q;  Op; Op;Oq; Oq;  Op; Op; 9q;0q;

o 9q;0q; Op;
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Wtasnosci nawiaséw P

[f,lg, bl + [g, [h, f1 + [, [F. g]]
n
3 Z(af 8%g oh  Of dg 0°h of 0°g 0Oh  of dg %h
9q; 0q;0p; Op;  Oq; Oq; Op;Op;  Oq; Op;jOp; Oq;  Oq; Op; Oq;Op;
ij=1
of 0°g Oh  of dg %h of 0°g Oh  Of dg 9*h )
9p; 9qj0q; Op;  Op; Oq; Op;Oq;  Op; Op;jOq; Oq;  Op; Op; Oq;Oq;
n
. Z <8g 8h  of N dg 0h O*f dg ©*h Oof  og oh 8°f
9q; 0qjOp; Op;  Oq; Oq; Op;Op;  Oq; Op;Op; Oq;  Oq; Opj Oq;Op;
ij=1
dg ©*h Oof  og oh 8°f dg 9*h Of Og oh 8°f )
9p; 0qj0q; Op;  Op; Oq; Op;Oq;  Op; Op;jOq; Oq;  Op; Op; 0q;0q;
+

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 53/72



Wtasnosci nawiaséw P

[, lg, hll + g, [hs AT + (1, [ 2]]

n
3 Z of 0%°g Oh . of dg 0°h of 0°g 0Oh  of dg %h
9q; 0q;Op; Op;  9q; Oq; OpjOp;  Oq; Op;jOp; Oq;  Oq; Op; Aq;Op;

ij=1

of 8%g oh  of dg 0°h N of 8%g Oh N of og 9%h )
9p; 9qj0q; Op;  Op; Oq; Op;Oq;  Op; Op;jOq; Oq;  Op; Op; Oq;Oq;

dg O°h Of og Oh Of

n
Z <8g 8%h  of N dg oh 8
9q; 0qjOp; Op;  Oq; Oq; Op;Op;  Oq; Op;Op; Oq;  Oq; Opj Oq;Op;

+

ij=1

dg 9%*h of

dg Oh O*f dg 9*h Of Og oh 8°f )
Op; Op;jOq; Oq;  Op; Op; 0q;Oq;

o 9q;0q; Op;  Op; 3717,‘ 9p;0q;

oh of 0°g oh 9%*f Og dh Of 0%g

(Oh  O*f og g
* Z
aq; 0q;0p; Op; aq; dqj Op;jop; aq; Op;Op; 9q; 9q; Opj 9q;9p;

,Jj=1
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Wtasnosci nawiaséw P

[, lg, hll + g, [hs AT + (1, [ 2]]

Z(af 8%g Oh  Of dg O*h of 08%g Oh  Of dg 0%h

37‘7/‘ 9q;0p; 37131‘ 37&7/‘67&7] 9p;Op; a aiqf Op;Op; 9q;  Oq; Op; 9q;0p;
ij=1

of 8%g oh  of dg 0°h N of 8%g Oh N of og 9%h )
9p; 9qj0q; Op;  Op; Oq; Op;Oq;  Op; Op;jOq; Oq;  Op; Op; Oq;Oq;

e A R _ %8
9q; 0qjOp; Op;  Oq; Oq; Op;Op;  Oq; Op;Op; Oq;  Oq; Opj Oq;Op;

+

n
Z(@g 8%h Of 0g Oh O*f dg O°h Of og Oh Of

ij=1

o 9q;0q; Op;  Op; Oqj Op;Oq; ap; 9p;0q; 37(;!] ap; BTU 9q;0q;

" Oh  O*f Og oh of g oh 9%*f Og dh Of 0%g
* Z
aq; 0q;0p; Op; aq; dqj Op;jop; aq; Op;Op; 9q; 9q; Opj 9q;9p;

,Jj=1

dg ©*h Oof  og oh 8°f dg O°h Of Oog Oh 82f)

oh  9*f og oh of 9%g oh 8%f og Oh of g >

Op;j 0qj0q; Opj Op;j 9qj 9p;jOq; Op;j Opj0q; Oq; Op; Opj 9q;0q;
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Wtasnosci nawiaséw P

[, lg, hll + g, [hs AT + (1, [ 2]]

of 8%g Oh  Of dg O*h of 08%g Oh  Of dg 0%h

- Z <3qf 9q;0p; Opj 37&7/‘67% 9p;Opi g 9p;jop; 9q;  Oq; Opj Oq;0p;
ij=1

_ 7 + 2 a0l
9p; 9qj0q; Op;  Op; Oq; Op;Oq;  Op; Op;jOq; Oq;  Op; Op; Oq;Oq;

of 08%g Oh  Of dg 0%h of 8%g Oh  Of Og 82h)

e A R _ %8
9q; 0qjOp; Op;  Oq; Oq; Op;Op;  Oq; Op;Op; Oq;  Oq; Opj Oq;Op;

n
Z(ag 8%h Of 0g Oh O*f dg O°h Of og Oh Of

i.j=1

Op; 0qj0q; Op;  Op; 9q; Op;Oq; ap; 9p;0q; 37‘7] 37713771' 9q;0q;

oh  0%fF Og oh of g dh  0°f Og oh Of z)w;_;
" 8 8 2
9q; 9q;0p; Opj dq; 9q; Op;Op; aq; Op;Op; 9q; 9q; Opj 9q;9p;

dg ©*h Oof  og oh 8°f dg O°h Of Oog Oh 82f>

J=1
oh 9%*f Og oh of 0°g oh 9%*f Og oh of g
Op; 9qj0q; Op; Op; 9q; Op;Oq; Op; Opj9q; Oq; Op; Opj 0q;0q;

Odszukujemy wyrazy rézniace sie zamiana wskaznikéw i < j i kolejnoscia rézniczkowania w pochodnych

mieszanych.
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Wtasnosci nawiaséw P

[f,[g, hll + [g. [h, fIl + [h. [F. g]]
of 8%g oh  of og 03h

Z ( of 9%g Oh  Of dg 0O%h
9q; 0q;Op; Op;  Oq; Oq; Op;Op;  Oq; Op;jOp; Oq;  Oq; Op; Oq;0p;
ij=1

Op; 0q;0q; Op;  Op; Oq; Op;Oq;  Op; Op;jOq; Oq;  Op; Op; 0q;0q;

of 8%g ©oh  of og 03h of 9%g Oh  Of Og Bzh)

o
dg oh O%*f dg 0*h Of O9g dh O*f

N Z og 0%h of
9q; 0q;Op; Op;  Oq; Oq; Op;Op; 9q; Op;Op; Oq; 9q; Op; 0q;0p;

ij=1
2 2 2 2
95 _°h of 0g on Pf 95 &h of  og oh O
Op; 0q;0q; Opj Op; 0q; Opj0q;  Op; Op;Oq; Oq;  Op; Op; 0q;0q;
8h O*fF Og Oh Of 0°g oh O*f Og oh of 8%°g
a3
 99; 9q;9p; Ip;j dgj dq; Ip;jIp; 9q; Op;jOp; 9qj 9q; Opj 9q;0p;
i,j=1
oh  0°f 0g Oh Of 0% dh O%fF O9g  Oh Of 0%g
on e | o0
9p; 9q;dq; dp;  Op; Bq; Ap;0q; Op; Op;j0q; Iq; dp; Op; 9q;9q;
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Wtasnosci nawiaséw P

[f,[g, hll + [g. [h, fIl + [h. [F. g]]
9%2g oh  Of dg O*h

Z ( of 9%g 0Oh . of dg 0°h of
9q; 0q;Op; Op;  Oq; Oq; Op;Op;  Oq; Op;jOp; Oq;  Oq; Op; Oq;0p;
ij=1

Op; 0q;0q; Op;  Op; Oq; Op;Oq;  Op; Op;jOq; Oq;  Op; Op; 0q;0q;

of 8%g ©oh  of og 03h of 9%g Oh  Of Og Bzh)

n
N Z og 0%h of . dg oh O%*f dg 0*h Of O9g dh O*f
9q; 0q;Op; Op;  Oq; Oq; Op;Op; 9q; Op;Op; Oq; 9q; Op; 0q;0p;
ij=1
dg 0*h Of 9g dh O*f . dg 0%h of . dg oh O%*f
Op; 0q;0q; Opj Op; 0q; Opj0q;  Op; Op;Oq; Oq;  Op; Op; 0q;0q;
8h O*fF Og Oh Of 0°g oh O*f Og oh of 8%°g
)
 99; 9q;9p; Ip;j dgj dq; Ip;jIp; 9q; Op;jOp; 9qj 9q; Opj 9q;0p;
i,j=1
oh  0°f 0g Oh Of 0% dh O%fF O9g  Oh Of 0%g
on e | o0
9p; 9q;dq; dp;  Op; Bq; Ap;0q; Op; Op;j0q; Iq; dp; Op; 9q;9q;

Wyrazy w kolorze rézowym kasuja sie.
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Wtasnosci nawiaséw P

dajac

[f, g, Ml + g, [h, Il + [h.[F. 2]l
- 8%g Oh  Of dg O*h

of og 0°h of

> (-

ij=1
of

aq; 37%‘ Op;Op; g Op;Op; Oq;

8%g Oh  Of dg O*h

ap; 9q;0q; Opj

9p; 9qj Op;Oq;

9q; 9pj 0q;Op;

of 8%g 0Oh

of og 8°h
9p; 9pjOq; Oq;

ap; dp; 9q;0q;

)

n
N Z dg 0°h of Og Oh B dg 8%h of  9g oh 9*f
9q; 0q;Op; Op;  Oq; Oq; Op;jOp;  Oq; Op;jOp; Oq;  Oq; Op; Oq;Op;
ij=1
dg 8°h of  dg oh 9 dg 0°h of Og Oh O
Op; 0qj0q; Op;  Op; Oq; Op;Oq;  Op; Op;jOq; Oq;  Op; Op; Oq;0q;
oh 8°f og  oh of d°g oh 8%f og oh of 9%g
+ § . I
dqj 9q;0p; Op; 9q; 9q; Op;Op; dqj 9p;jOp; Oq; 9q; Opj 9q;0p;
ij=1
dh 8°f og Oh 9*f og  Oh Of 0°g

Op; OpjOq; Oq; 9p; Opj 4/[/“/7(]3)

Opj 9q;0q; Op;
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Wtasnosci nawiaséw P

dajac

[f,lg, hll + [g, [, FIT + [, [F 2]

of og 0°h of 8%g oh  Of og 0°h

- Z ( 9q; dqj Op;Op; s Op;jOp; Oq;  Oq; Opj Oq;Op;
ij=1

of 9%g oh  Of og 0°h of d%g 8h+6f g 62h)

7 + 2L el
9p; 9qj0q; Op;  Op; Oq; OpjOq;  Op; Op;jOq; Dq;  Ip; Op; Oq;0q;

—_— — + [ — R —
9q; 0q;Op; Op;  Oq; Oq; Op;jOp;  Oq; Op;jOp; Oq;  Oq; Op; Oq;Op;

n
Z(Bg 8%h Of Bg dh O*f dg O*h Of  0g Oh O*f

ij=1

dg 8°h of  dg oh 9 dg 0°h of Og Oh O
Op; 0qj0q; Op;  Op; Oq; Op;Oq;  Op; Op;jOq; Oq;  Op; Op; Oq;0q;

oh 9%f 0g  Oh Of 0°g oh 9%fF Og oh of O%g
+ 5 — —

aq; 9q;0p; Op; dq; 0qj Op;Op; dqj OpjOp; 9q; dq; Op; 9q;0p;
j=1

t
Opj 9q;0q; Op; Op; OpjOq; Oq; 9p; Opj 0q;0q;

oh 0% Bg Oh O*F og Oh Of 0%g )

Znéw odszukujemy wyrazy réznigce sie zamiang wskaznikéw i < j i kolejnoscia rézniczkowania w pochodnych

mieszanych.
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Wtasnosci nawiaséw P

[f,[g, W] + [g, [, FI + (1. [F, 2]]

9q; 0q; Op;Op;  Oq; Op;Op; Oq;  Oq; Opj Oq;0p;

n
Z( of dg 0°h of 8%g oh  of ag 03h

ij=1

_ 7 + 2 ar %8
Op; 0q;0q; Op;  Op; Oq; Op;Oq;  Op; Op;jOq; Oq;  Op; Op; 0q;0q;

of 9% Oh  of dg 8%h of 9% Oh  Of og 62h)

n
. Z dg O*h Of 9g dh O*F Og 0°h of  og Oh O°f
9q; 0q;Op; Op;  Oq; Oq; Op;Op; Oq; Op;Op; Jq; 9q; Op; 0q;0p;
ij=1
dg 0*h Of Og dh O*f N og 0%h of . dg oh O%f
Op; 0q;0q; Op;  Op; Oq; OpjOq;  Op; Op;jOq; Oq;  Op; Opj 0q;0q;
- 8h B*f B8g  Oh Of oh  8%*f Og Oh of 0°g
3
 9q; 0q;Op; Op; 9q; 9q; Op;Op; 0q; 9p;Op; Oq; 9q; Op; 9q;0p;
ij=1
8h O%*fF dg oh 0°*fF o0g Oh of 0°g
}
dp; 8q;0q; Op; dp; Opjdq; q;  Op; Opj Oq;Oq;
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Wtasnosci nawiaséw P

[f,[g, W] + [g, [, FI + (1. [F, 2]]

9q; 0q; Op;Op;  Oq; Op;Op; Oq;  Oq; Opj Oq;0p;

n
Z( of dg 0°h of 8%g oh  of ag 03h

ij=1

_ 7 + 2 ar %8
Op; 0q;0q; Op;  Op; Oq; Op;Oq;  Op; Op;jOq; Oq;  Op; Op; 0q;0q;

of 9% Oh  of dg 8%h of 9% Oh  Of og 62h)

n
. Z dg O*h Of 9g dh O*F Og 0°h of  og Oh O°f
9q; 0q;Op; Op;  Oq; Oq; Op;Op; Oq; Op;Op; Jq; 9q; Op; 0q;0p;
ij=1
dg 0*h Of Og dh O*f N og 0%h of . dg oh O%f
Op; 0q;0q; Op;  Op; Oq; OpjOq;  Op; Op;jOq; Oq;  Op; Opj 0q;0q;
- 8h B*f B8g  Oh Of oh  8%*f Og Oh of 0°g
3
 9q; 0q;Op; Op; 9q; 9q; Op;Op; 0q; 9p;Op; Oq; 9q; Op; 9q;0p;
ij=1
8h O%*fF dg oh 0°*fF o0g Oh of 0°g
}
dp; 8q;0q; Op; dp; Opjdq; q;  Op; Opj Oq;Oq;

Wyrazy w kolorze rézowym kasuja sig, itd.
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Wtasnosci nawiaséw P

[f, g, bl + [g, [h, 1] + [1,[F. gl
n
Z of 9%z Oh  of dg 0%h
9q; Op;Op; 9q;  Oq; Op; Oq;Op;

of 0%°g Oh  of dg 0%h of 0%g Oh  Of Og 62h)

_ 7 + 2 I %8
Op; 0q;0q; Op;  Op; Oq; Op;Oq;  Op; OpjOq; Oq;  Op; Op; 0q;0q;

n

Z (ag 9%h  of . dg oh O%f og dh O*f

9q; 0q;Op; Op;  Oq; Oq; Op;Op; 9q; Op; 0q;0p;

ij=1
og 0%h of  og Oh O°f +(’9g 9%h of og Oh Bzf)

+ 25
Op; 0q;0q; Op;  Op; Oq; Op;Oq;  Op; OpjOq; Oq;  Op; Op; 0q;0q;

oh  0°f Og Oh Of 0% doh 9%F og dh of 0°g
+ o
9q; 9q;0p; Ip;  Oq; Oq; Op;Op; 9q; OpjOp; Iq; dq; Op; 9q;Op;

1

oh O%*fF B8g oh 0°*fF o0g  Oh of 0°g
}
Op; 0q;jOq; Op; dpj Op;j0q; Og; ap; Op; 9q;0q;
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nawiasow P

Wtasnosci

[f, g, hll + [g, [h, 1] + [1.[F. gl

n
Z of dg 0%h
9q; Op; 0q;0p;
ij=1
of 8%g Oh  Of dg 0°h of 8%g Oh
Op; 0q;0q; Op;  Op; Oq; Op;Oq;  Op; Op;Oq; Og;
n
N Z dg 0°h Of og Oh O3 dg oh O%*f
9q; 0q;Op; Op;  Oq; Oq; Op;Op; 9q; Op; 0q;0p;
ij=1
dg 0*h Of o9g dh *f 0g 0°h of
Op; 0q;0q; Op;  Op; Oq; Op;Oq; Op; Op;0q; Jq;
oh O*f Og oh O%*f Og oh of %g
+ D
9q; 0q;0p; Ipj dq; dOp;dp; Iq; 0q; 9p; 0q;0p;

1
9% f

dh 9°f Og dh og

dh of g
dp; 0q;0q; Op;  Op; Opjdq; q;  Ap; dpj Oq;Iq;

of dg 8°h
Op; Op; 0q;0q;

dg oh O*f
9Op; Opj 0q;0q;
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Wtasnosci nawiaséw P

[f,lg, Ml + [g, [h, f] + [h. [F. g]]

Z( of 09%g oh  of og O%h of 8% Oh  Of og a?h)

9p; 9q;0q; Op; 9pj 0q; Op;dq;  Op; Op;Oq; Oq;  Op; Op; 0q;0q;
ij=1

e A i
9q; 0q;0p; Op;  Oq; Oq; Op;Op;  Dq; Op; 0q;Op;

n
Z(ag 8%h of og dh O*f og oh O*f

ij=1
og 0°h of  og Oh O°f dg Oh 82f>

9p; 9q;0q; Op;  Op; Oq; Op;dq;  Op; Op; 0q;0q;
dh  9%*f Og oh  9*f g dh of 0°g
+ § e S S
9q; 9q;0p; Op; dq; OpjOp; 9q; 9q; Op; 9q;0p;

oh  9%*f Og oh  9°fF g Bh Of 82g>
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Wtasnosci nawiaséw P

[f, [g, W] + g, [, f11 + (1. [F, 2]]

n
Z of og 0°h . of 9%g 0Oh N of dg 0°h
Op; 9q; OpjOq;  Op; OpjOq; Oq;  Op; Op; 0q;0q;

ij=1

o8 a2 an
9q; 0q;Op; Op;  Oq; Oq; OpjOp;  Oq; Opj 9q;Op;

n
Z(Bg 9’°h  of og Oh O dg oh O*f

ij=1
dg O*h Of 9g dh O*f dg Oh Bzf)

Op; 0q;0q; Op;  Op; Oq; Op;Oq;  Op; Opj Dq;0q;

(oh  9%*f og dh  8%f og dh of 9%
+ § e

 9q; 9q;0p; Op;j dq; Op;jOp; 0q; 9q; Opj Oq;0p;

8h  BO*f Og . 8h O*f og )

9p; 9q;9q; Op;j dp; Opj0q; Oq;
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Wtasnosci nawiaséw P

[f; g, hll + [g, [h, ] + [1, [F. gl
n
of 0%z Oh  Of dg 0%h
_ E L2 ‘g R or o8
Op; OpjOq; Oq;  Op; Op; 0q;0q;
ij=1
n
. Z +Bg 8h  0°f dg oh O*f
9q; 9q; OpjOp;  Oq; Op; 9q;0p;

ij=1

37.0; 9q;0q; Op;  Op; Oq; Op;Oq; 3713, 3713/ 9q;0q;

oh  9%f Og oh 0°f Og Oh of 0%g
+ § - s
dq; 9q;0p; Op;

dq; Op;jOp; dq;  Oq; Op; 9q;0p;

dg 0*h Of 0g dh O*f dg Oh Bzf)

dh 9%f Bg  oh 8*f g

g
dp; 9q;0q; Op; Ip; Opj0q; 9q; >
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Wtasnosci nawiaséw P

[f, [g, W] + g, [, f1 + 1. [F, 2]]

n
of dg 0°h
- S (WX
9p; 9p; 0q;0q;

ij=1

n
. Z +Bg 8h  0°f dg oh O*f
9q; 9q; OpjOp;  Oq; Op; 9q;0p;

og 0°h of  og Oh O°f dg Oh Bzf)

9p; 9q;0q; Op;  Op; Oq; Op;Oq;  Op; Opj 9q;0q;

dh  9%f og 8h  8%f og
+ -
dq; 9q;0p; Op; adq; Op;jOp; Oq;

8h  &%*f Og 8h  8%fF og )

g
dp; 9q;0q; Op; Ip; Opj0q; 9q; >
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Wtasnosci nawiaséw P

[f; g, Ml + [g, [hs F1 + [ [F

n
Z( dg Oh O*f

9q; 0q; Op;Op;
ij=1

dq; 0qj0p; Op; Oq;

gll

dg dh O*f

9q; 9Opj Oq;0p;

9p;op; 0q;

dg dh & . dg Oh
Op; Oqj OpjOq;  Op; Op; 0q;0q;

dh 9*f g dh 9%f

ag
dp; 9p;oq; (/q“)

Apj Dq;0q; Ip;

a klasyczna i relatywistyczna
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Wtasnosci nawiaséw P

[, [g, h] + (g [h, FIl + [h. 7, gl

n
Z( dg Oh O*f dg dh O*f dg Oh O*f . dg dh O*f )

9q; Oq; Op;Op;  Oq; Op; Oq;Op;  Op; Oqj Op;Oq;

9p; Opj 0q;0q;

ij=1

oh  0°f g Oh O*F og dh 9*f og oh 9% g
+ — e — — 4
z : dq; 9q;0p; dp;

9q; Op;Op; 9q; Op; 9q;0q; Op; Op; Op;jOq; 9q;
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Wtasnosci nawiaséw P

[, [g, h] + (g [h, FIl + [h. 7, gl

n
3 Z( dg Oh O*f dg dh O*f dg Oh O*f . dg dh O*f )

9q; Oq; Op;Op;  Oq; Op; Oq;Op;  Op; Oq; Op;jOq;  Op; Op; Oq;0q;

ij=1

Z Oh  0°f g Oh B*F g  Oh 0°f g  oh 9*f og)
+ _—— —
dq; 9q;0p; dp;  q; Op;dp; Iq;

9p; 9q;0q; Op;j dp; Op;dq; 9q;

Z dg oh O*f dg oh O*f . dg oh O*f
9q; Op; 0q;0p; Op; 0q; Op;0q;  Op; Op; 0q;0q;

ij=1
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Wtasnosci nawiaséw P

[, [g, h] + (g [h, FIl + [h. 7, gl

n
3 Z( dg Oh O*f dg dh O*f dg Oh O*f . dg dh O*f )

9q; Oq; Op;Op;  Oq; Op; Oq;Op;  Op; Oq; Op;jOq;  Op; Op; Oq;0q;

ij=1

Z Oh  0°f g Oh B*F g  Oh 0°f g  oh 9*f og)
+ _—— —
dq; 9q;0p; dp;  q; Op;dp; Iq;

9p; 9q;0q; Op;j dp; Op;dq; 9q;

Z dg oh O*f dg oh O*f . dg oh O*f
9q; Op; 0q;0p; Op; 0q; Op;0q;  Op; Op; 0q;0q;

ij=1
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Wtasnosci nawiaséw P

[, [g, h] + (g [h, FIl + [h. 7, gl

n
3 Z( dg Oh O*f dg dh O*f dg Oh O*f . dg dh O*f )

9q; Oq; Op;Op;  Oq; Op; Oq;Op;  Op; Oq; Op;jOq;  Op; Op; Oq;0q;

ij=1

Op; Op;0q; Oq;

Z Oh  0°f g Oh B*F g  Oh 0°f g  oh 9*f og)
+ _—— —
dq; 9q;0p; Op;  Oq; Op;Op; Oq; dp; 9q;0q; Op;

1

n
Z dg oh O*f dg oh O*f . dg oh O*f
9q; Op; 0q;0p; Op; 0q; Op;0q;  Op; Op; 0q;0q;

ij=1

8h  9%f og oh  0°f 0g Oh 0*f Og
+ g - - = _ = - =, - =
dq; 9q;9p; Op; 9p; 9q;0q; Op;  Op; Op;Oq; Oq;
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Wtasnosci nawiaséw P

[, [g, h] + (g [h, FIl + [h. 7, gl

9q; Oq; Op;Op;  Oq; Op; Oq;Op;  Op; Oq; Op;jOq;  Op; Op; Oq;0q;

n
3 Z( dg Oh O*f dg dh O*f dg Oh O*f . dg dh O*f )

ij=1
Z Oh  0°f g Oh B*F g  Oh 0°f g  oh 9*f og)
+ _———— — 4
dq; 9q;0p; dp;  q; Op;dp; Iq; dp; 9q;9q; Ip; dp; Op;j9q; Iq;
ij=1
n
Z dg oh O*f dg oh O*f . dg oh O*f
9q; Op; 0q;0p; Op; 0q; Op;0q;  Op; Op; 0q;0q;
ij=1

8h  9%f og oh  0°f 0g Oh 0*f Og
+ g - - = _ = - =, - =
dq; 9q;9p; Op; 9p; 9q;0q; Op;  Op; Op;Oq; Oq;
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Wtasnosci nawiaséw P

[, [g, h] + (g [h, FIl + [h. 7, gl

9q; Oq; Op;Op;  Oq; Op; Oq;Op;  Op; Oq; Op;jOq;  Op; Op; Oq;0q;

n
Z( dg Oh O*f dg dh O*f dg Oh O*f . dg dh O*f )

ij=1

n

oh  0°f g Oh O*F og 8h O%*fF g oh 0*F og
+ g —_——— ——— — \ —
dq; 9q;0p; Op;  Oq; Op;Op; Oq; Op; Bqj0q; Op;

dp; Op;dq; 9q;

j=1
n

Z dg oh O*f dg oh O%*f . dg oh O*f

9q; Op; 0q;0p; Op; 0q; Op;0q;  Op; Op; 0q;0q;
ij=1

oh  9%*f Og oh  0°f 0g Oh 0*f Og
+ § —_—— - —
dq; 9q;9p; Op; 9p; 9q;0q; Op;  Op; Op;Oq; Oq;

n n
Z dg oh O*f dg oh O*f oh 9%fF 8g  oh O F og
= _—— = + — — + E e —
9p; 9q; Op;0q; 9p; Op; 0q;0q; 9q; 9q;0p; Op; dp; 9q;0q; Op;

ij=1 ij=1
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Wtasnosci nawiaséw P

[, [g, h] + (g [h, FIl + [h. 7, gl

9q; Oq; Op;Op;  Oq; Op; Oq;Op;  Op; Oq; Op;jOq;  Op; Op; Oq;0q;

n
3 Z( dg Oh O*f dg dh O*f dg Oh O*f . dg dh O*f )

ij=1

n

oh  0°f g Oh O*F og 8h O%*fF g oh 0*F og
+ g —_——— ——— — \ —
dq; 9q;0p; Op;  Oq; Op;Op; Oq; Op; Bqj0q; Op;

dp; Op;dq; 9q;

j=1
n

Z dg oh O*f dg oh O%*f . dg oh O*f

9q; Op; 0q;0p; Op; 0q; Op;0q;  Op; Op; 0q;0q;
ij=1

oh  9%*f Og oh  0°f 0g Oh 0*f Og
+ § —_—— - —
dq; 9q;9p; Op; 9p; 9q;0q; Op;  Op; Op;Oq; Oq;

n n
Z dg oh O*f dg oh O*f oh 9%fF 8g  oh O F og
= _—— = + — — + E e —
9p; 9q; Op;0q; 9p; Op; 0q;0q; 9q; 9q;0p; Op; dp; 9q;0q; Op;

ij=1 ij=1
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Wtasnosci nawiaséw P

[f,lg: h] + [g: [h, Al + (1. |7 e

9q; Oq; Op;Op;  Oq; Op; Oq;Op;  Op; Oq; Op;jOq;  Op; Op; Oq;0q;

n
3 Z( dg Oh O*f dg dh O*f dg Oh O*f . dg dh O*f )

ij=1
Z oh  9°f 0g Oh O*f Og 8h O%*fF g oh 0*F og
+ —— | —
dq; 9q;0p; Op;  Oq; Op;Op; Oq; dp; 9q;9q; Ip; dp; Op;j9q; Iq;
ij=1
" o 2 2 2
Z dg Oh O°f dg Oh 6f+8gc?h o°f
9q; Op; 0q;0p; Op; 0q; Op;0q;  Op; Op; 0q;0q;
ij=1
oh 9*f Og oh 0°f og Oh O*F Og
+ § —_—— = — —
dq; 9q;9p; Op; 9p; 9q;0q; Op;  Op; Op;Oq; Oq;
ij=1
n n
dg oh O*f dg oh O*f oh 9%fF 8g  oh O F og
= g - = +§ —_——
9p; 9q; Op;0q; 9p; Op; 0q;0q; 9q; 9q;0p; Op; dp; 9q;0q; Op;
ij=1 i,j=1
n o o n ) o )
og Oh O°f oh 0°f Og
= E +——— = + g I =
Op; Op; 9q;0q; 9p; 9q;0q; Op;
ij=1 ij=1
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Wtasnosci nawiaséw P

[f,lg: h] + [g: [h, Al + (1. |7 e

9q; Oq; Op;Op;  Oq; Op; Oq;Op;  Op; Oq; Op;jOq;  Op; Op; Oq;0q;

n
3 Z( dg Oh O*f dg dh O*f dg Oh O*f . dg dh O*f )

ij=1
Z oh  9°f 0g Oh O*f Og 8h O%*fF g oh 0*F og
+ —_————— : —
dq; 9q;0p; Op;  Oq; Op;Op; Oq; dp; 9q;9q; Ip; dp; Op;j9q; Iq;
ij=1
t 4 2 2 2
Z og Oh O*f g oh 9%  0g oh O%f
9q; Op; 0q;0p; Op; 0q; Op;0q;  Op; Op; 0q;0q;
ij=1
oh 9*f Og oh 0°f og Oh O*F Og
+ § —_—— —
dq; 9q;9p; Op; 9p; 9q;0q; Op;  Op; Op;Oq; Oq;
ij=1
n n R
dg oh O*f dg oh O*f oh 9%fF 8g  oh O F og
= g —— +—=— +§ —_——— ———— —
9p; 9q; Op;0q; 9p; Op; 0q;0q; 9q; 9q;0p; Op; dp; 9q;0q; Op;
ij=1 ij=1
Zn og Oh O*f Z oh 9%*f Og
= +—— + - — =0.
Op; Op; 9q;0q; 9p; 9q;0q; Op;
ij=1 ij=1
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|
Wtasnosci nawiaséw P

vi) Nawiasy fundamentalne:

[gi, pj] = 03, [gi, q;] = [pi, pj] = 0.
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Wtasnosci nawiaséw P

vi) Nawiasy fundamentalne:

[gi, pj] = 03, [gi, q;] = [pi, pj] = 0.

Dowéd:
[ 0q; 9p; Oq; Op; &
Pl = T s 53— 5 | = didi = 90y
La:. 1] — (5% Opx  Opk Oqx ; Kk /
ik 5]“ 0 0
[gi, qj]
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Wtasnosci nawiaséw P

vi) Nawiasy fundamentalne:

[gi, pj] = 03, [gi, q;] = [pi, pj] = 0.

Dowéd:
[ 0q; 9p; Oq; Op; &
Pl = T s 53— 5 | = didi = 90y
La:. 1] — (5% Opx  Opk Oqx ; Kk /
ik 5]“ 0 0
lgiq] =
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Wtasnosci nawiaséw P

vi) Nawiasy fundamentalne:

[gi, pj] = 03, [gi, q;] = [pi, pj] = 0.
Dowdd:
dqi dp; g Op; .
P R I
L. Z (5% Opx  Opk Oqxk kz_:l K ’
—~ =
S Op 0 0
o _ N~ 9% 99 dai 0
laa] = ; <3qk Opk  Opk Oq
=l N

Sik 0 0 Ojk
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Wtasnosci nawiaséw P

vi) Nawiasy fundamentalne:

lgi,pi] =05, lai,q] = [pi, ] = 0.
Dowéd:
"\ ( 9q; Op; Oq; Op; .
D 94 OB _ 94 OB )\ _NT 55k = o
La:. 1] kz_:l (5% Opk  Opk Oqx kz_:l KK /
—— =
P 0 0
"~ ( 0g; 9q; Oq; Og;
gl = A A~ An An 0.
L. 4] ; <3qk Opk  Opk Oq
=1 N

Sik 0 0 Ojk
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Wtasnosci nawiaséw P

vi) Nawiasy fundamentalne:

l9i, pj] = 0j, [9i, ;] = [P, pj] = 0.
Dowéd:
"\ ( 9q; Op; Oq; Op; .
. 94i Opi _ 941 OPi )\ _ N 6.5, = 6
La:. 1] kz_:l (5% Opk  Opk Oqx kz_:l KK /
NGNS =
S O 0 0
"~ ( 0g; 9q; Oq; Og;
hai] = A A T A AL 0.
L. 4] ; <3qk Opk  Opk Oq
=LA S
Sik 0 0 Ojk
[pi; pj]
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Wtasnosci nawiaséw P

vi) Nawiasy fundamentalne:

lgi,pi] =05, lai,q] = [pi, ] = 0.
Dowéd:
dqi dp; g Op; .

i\ P L= — | = =6
L. Z (5% Opk  Opk Oqxk kz:; Kk /
ik 5]“ 0 0

"~ ( 0g; 9q; Oq; Og;
haql = 7 A | =0
L. 4] ; <3qk Opk  Opk Oq
=1 M\ ~—
o 0 0 4
[p/apj] =
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Wtasnosci nawiaséw Po

vi) Nawiasy fundamentalne:

lgi,pi] =05, lai,q] = [pi, ] = 0.
Dowéd:
"~ ( dq;i 9p;  Dq; Op; -
] = 94 OB _ 94 OB )\ _NT 55k = o
L9 z_: (6% Opk  Opk Oqx kz_:l KK /
=1 \ — =
Si O 0 0
"~ ( 0g; 9q; Oq; Og;
i\ q; = — = —— —= | = 0.
L. 4] ; <3qk Opk  Opk Oq
B A NG
Sik 0 0 Ojk
popl = S 2P 0n  Opi Op
nH —\ 99k Opx Opk Ok
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Wtasnosci nawiaséw Po

vi) Nawiasy fundamentalne:

lgi,pi] =05, lai,q] = [pi, ] = 0.
Dowéd:
"\ ( 9q; Op; Oq; Op; .
] = 9ai Op; _ 991 OPj |\ _ N5 5. = 5
L9 z_: (6% Opk  Opk Oqx kz_:l KK /
=1 N\~ — =
A 0o o0
"~ ( 0g; 9q; Oq; Og;
haql = 7 A | =0
L. 4] ; <3qk Opk  Opk Oq
=1 N
o 0 0 4
"~ ( Op; 9p; Opi Op;
ol = OPi OPj _ OPi OPi | _
[pi. pi] —~ <3qk Opk  Opk Oqx
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|
Wtasnosci nawiaséw P

Korzystajac z udowodnionych wtasnosci nawiaséw Poissona mozna
udowodni¢ kolejne wtasnosci.

i') Liniowos¢ ze wzgledu na drugi argument
[fa ag+ C2h] = Cl[f7g] + C2[f7 h]
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udowodni¢ kolejne wtasnosci.

i') Liniowos¢ ze wzgledu na drugi argument
[fv ag+ C2h] = Cl[f7g] + C2[f7 h]
Dowéd:
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Wtasnosci nawiaséw Po

Korzystajac z udowodnionych wtasnosci nawiaséw Poissona mozna
udowodni¢ kolejne wtasnosci.

i') Liniowos¢ ze wzgledu na drugi argument
[f,cig + h] = c[f, g] + &[f, h]
Dowéd: Skorzystajmy najpierw z antysymetrii, a nastepnie z
liniowosci ze wzgledu na pierwszy argument

[f,cig + ©h] = —[ag + oh, f] = —ci[g, f] — c[h, f]
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Wtasnosci nawiaséw Po

Korzystajac z udowodnionych wtasnosci nawiaséw Poissona mozna
udowodni¢ kolejne wtasnosci.

i') Liniowos¢ ze wzgledu na drugi argument
[f,cig + h] = c[f, g] + &[f, h]
Dowéd: Skorzystajmy najpierw z antysymetrii, a nastepnie z
liniowosci ze wzgledu na pierwszy argument

[f,c1g + @hl = —[cg + ah, f] = —alg, f] — co[h, f]
Korzystajac ponownie z antysymetrii dostaniemy

[f,cg + oh] = —clg, f] — ofh, fl = alf,g] + clf, h].
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Wtasnosci nawiaséw P

iii') [f,c] = 0.
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Wtasnosci nawiaséw P

i") [f,c]=0.
Dowéd:
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i") [f,c]=0.
Dowéd: Skorzystajmy najpierw z antysymetrii, a nastepnie z
wiasnosci (iii)

[f,c] = —[c,f]= 0.
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Wtasnosci nawiaséw P

i") [f,c]=0.
Dowéd: Skorzystajmy najpierw z antysymetrii, a nastepnie z
wiasnosci (iii)

[f,c] = —[c,f]= 0.

V') [f,gh] = glf, h] +[f,g]h
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V') [f,gh] = glf, h] +[f,g]h
Dowdd:
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Wtasnosci nawiaséw P

i") [f,c]=0.
Dowéd: Skorzystajmy najpierw z antysymetrii, a nastepnie z
wiasnosci (iii)

[f,c] = —[c,f]= 0.

V') [f, gh] = glf, h] + [f, g]h
Dowéd: Skorzystajmy najpierw z antysymetrii, nastepnie z wtasnosci
(iv) i na koniec ponownie z antysymetrii

[f’gh] = 7[gh’ f] = 7g[hv f] - [ga f]h = g[fv h] + [fvg]h
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‘ Oscylator Harmoniczny

Przyktad 6. Ciato o masie m $lizga sie bez tarcia po podtozu pod
wptywem sprezyny przyczepionej do Sciany. Sprezyna spetnia prawo
Hooke'a F = —Kx, gdzie wspdtczynnik sprezystosci K jest zadany.

S
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wptywem sprezyny przyczepionej do Sciany. Sprezyna spetnia prawo
Hooke'a F = —Kx, gdzie wspdtczynnik sprezystosci K jest zadany.

S

Funkcja Hamiltona jest réwna catkowitej energii

2

p Lo
H=F 4k

2m+2 X5
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‘ Oscylator Harmoniczny

Przyktad 6. Ciato o masie m $lizga sie bez tarcia po podtozu pod
wptywem sprezyny przyczepionej do Sciany. Sprezyna spetnia prawo
Hooke'a F = —Kx, gdzie wspdtczynnik sprezystosci K jest zadany.

S

Funkcja Hamiltona jest réwna catkowitej energii

2

p Lo
H=F 4k

2m+2 X5

a réwnania ruchu maja postac

x=[xH i p=[p H.
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‘ Oscylator Harmoniczny

Obliczmy

. p> 1 1 1
x=[x,H] = [x,2 + 2Kx2] =5 [x,pZ] + EK [X,X2]

21 (p [X p]+[>< P] p)

gdzie skorzystali$my kolejno z wtasnosci (i'), (iv') i (vi).
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‘ Oscylator Harmoniczny

Obliczmy
2
. p 1 1 1
x=[x,H] = [x, 5m + 2sz] =5 [X,Pz] + EK [x,xz]
1 p
=5 ( [X p] + [x, p]p) (X[X,X]+ X,X]X)— P
0 0
gdzie skorzystali$my kolejno z wtasnosci (i'), (iv') i (vi). Podobnie
2
i p 1 1 5
P:[P,H]:{P,m+2KX]=2[ ] EK[I%X]
=i(p[p pl+[p P]P) ( [pX]+[PX] ) —Kx.
2m b ) b )
0 0 (71)
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‘ Oscylator Harmoniczny

Zauwazmy, ze réwnania

X:B = p=mx, p=—Kx
m
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‘ Oscylator Harmoniczny

Zauwazmy, ze réwnania

X:B = p=mx, p=—Kx
m

sprowadzaja sie do réwnania

mx = —KXx,
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‘ Oscylator Harmoniczny

Zauwazmy, ze réwnania

X:B = p=mx, p=—Kx
m

sprowadzaja sie do réwnania
mx = —Kx

)

ktére mogliSmy napisaé od razu na podstawie |l zasady dynamiki
Newtona.
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‘ Oscylator Harmoniczny

Zauwazmy, ze réwnania

X:B = p=mx, p=—Kx
m

sprowadzaja sie do réwnania

mx = —KXx,
ktére mogliSmy napisaé od razu na podstawie |l zasady dynamiki
Newtona.

Jednak w rozpatrywanym przyktadzie nie wykorzystaliSmy definicji
nawiasow Poissona lecz tylko ich wtasnosci.
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‘ Oscylator Harmoniczny

Zauwazmy, ze réwnania

p

m

X = = p=mx, p=—Kx

sprowadzaja sie do réwnania

mx = —KXx,

ktére mogliSmy napisaé od razu na podstawie |l zasady dynamiki
Newtona.

Jednak w rozpatrywanym przyktadzie nie wykorzystaliSmy definicji
nawiasow Poissona lecz tylko ich wtasnosci.

Ponadto nie wykonaliSmy ani jednego rézniczkowania.
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Znaczenie nawiasow P
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Znaczenie nawiaséw Po

Zauwazmy, ze je$li zachodzi réwnanie:

df of
— = [f,H + .
dt [f; Hat
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Znaczenie nawiasow P

Zauwazmy, ze je$li zachodzi réwnanie:

df of
— = [f,H + .
dt [f; Hat

i s3 spetnione wiasnosci (i)—(vi), to otrzymamy takie same réwnania
ruchu nawet jesli wielkosci g;, p; i nawiasy s3 zupetnie inne.
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|
Znaczenie nawiasow P

Zauwazmy, ze je$li zachodzi réwnanie:

df of
— = [f,H + .
dt [f; Hat

i s3 spetnione wiasnosci (i)—(vi), to otrzymamy takie same réwnania
ruchu nawet jesli wielkosci g;, p; i nawiasy s3 zupetnie inne.

Ta cecha pozwala bezposrednio przenies¢ formalizm hamiltonowski
wyrazony w jezyku nawiaséw Poissona do innych dziatéw fizyki

teoretycznej.
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|
Znaczenie nawiaséw Po

Na przyktad w mechanice kwantowej zmienne dynamiczne (obserwable)
reprzentujemy przez liniowe operatory hermitowskie, dla ktérych
definiujemy komutator

[A, B] = AB — BA,

ktéry spetnia wiasnosci (i)—(v).
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[A, B] = AB — BA,
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Na zmienne potozeniowe i pedy narzucamy reguty kwantyzacji

[gi, pj] = ihdyj, [gi, q;] = [pi, Pj] =0,

gdzie I = % jest zredukowang stata Plancka.
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Na przyktad w mechanice kwantowej zmienne dynamiczne (obserwable)
reprzentujemy przez liniowe operatory hermitowskie, dla ktérych
definiujemy komutator

[A, B] = AB — BA,

ktéry spetnia wiasnosci (i)—(v).
Na zmienne potozeniowe i pedy narzucamy reguty kwantyzacji

[gi, pj] = ihdyj, [gi, q;] = [pi, Pj] =0,

gdzie I = % jest zredukowang stata Plancka.
Widzimy bezposredni zwigzek regut kwantyzacji z nawiasami
fundamentalnymi, ktére stanowia wtasno$¢ (vi).
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Polega on na podstawieniu

1
[ ’ ] - 71 [ ’ ]
N—— 1 N——
nawiasy Poissona komutator

we wiasnosci (vi).
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Polega on na podstawieniu

1
[ ’ ] - 71 [ ’ ]
N—— 1 N——
nawiasy Poissona komutator

we wiasnosci (vi). Jezeli to podstawienie zrobimy w réwnaniu ruchu

df of
= [f.H+ =
dt [, ]+8t
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we wiasnosci (vi). Jezeli to podstawienie zrobimy w réwnaniu ruchu

df of

T H+ 2

dt ot
to otrzymamy kwantowomechaniczne réwnanie ruchu dla zmienne;j
dynamicznej reprezentowanej przez operator A

dA 0A
2 — (A H] + inl
Ihdt (A, ]+Ih8t
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Polega on na podstawieniu

1
[ ’ ] - 71 [ ’ ]
N—— 1 N——
nawiasy Poissona komutator

we wiasnosci (vi). Jezeli to podstawienie zrobimy w réwnaniu ruchu

df of
= [f.H+ =
dt [, ]+8t

to otrzymamy kwantowomechaniczne réwnanie ruchu dla zmienne;j
dynamicznej reprezentowanej przez operator A

dA 0A
2 — (A H] + inl
Ihdt (A, ]+Ih8t

Jest to analog réwnania Schrodingera w obrazie Heisenberga.
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