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Zaczniemy od ogdlnych uwag nt. rachunku wariacyjnego, ktory jest
bardzo przydatnym narzedziem mogacym postuzyé do

rozwigzywania wielu probleméw praktycznych, nie tylko z zakresu
fizyki.
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Zaczniemy od ogdlnych uwag nt. rachunku wariacyjnego, ktory jest
bardzo przydatnym narzedziem mogacym postuzyé do
rozwigzywania wielu probleméw praktycznych, nie tylko z zakresu
fizyki.

Dana jest funkcja F (y(x),y’(x),x) i dwa punkty Pi(x1,y1) i
Pa(x2, y2) takie, ze y1 = y(x1) i y2 = y(x2).
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Zaczniemy od ogdlnych uwag nt. rachunku wariacyjnego, ktory jest
bardzo przydatnym narzedziem mogacym postuzyé do
rozwigzywania wielu probleméw praktycznych, nie tylko z zakresu
fizyki.

Dana jest funkcja F (y(x),y’(x),x) i dwa punkty Pi(x1,y1) i
Pa(x2, y2) takie, ze y1 = y(x1) i y2 = y(x2).

Uwaga. W trakcie tego wykfadu, zgodnie z tradycja, bedziemy
uzywac symbolu y’(x) dla oznaczenia pochodnej funkcji y(x) po
zmiennej x mimo, ze wczesniej symbolem “prim” oznaczaliSmy
wspotrzedne po transformacji.
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Elementy rachunku

Méwimy, ze catka

X2

| = /F (y(x),y'(x), x) dx

X1
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Méwimy, ze catka

| = /F (y(x),y'(x), x) dx

ma minimum
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Méwimy, ze catka

| = /F (y(x),y'(x), x) dx

ma minimum lub maksimum
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Méwimy, ze catka
)
| = /F (y(x),y'(x), x) dx
X1

ma minimum lub maksimum dla pewnej rézniczkowalnej krzywe;j
y(x) o poczatku w punkcie P; i koncu w punkcie Py, jesli dla
kazdej innej, bliskiej, rézniczkowalnej krzywej y(x) o tych samych
koncach
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Méwimy, ze catka
)
| = /F (y(x),y'(x), x) dx
X1

ma minimum lub maksimum dla pewnej rézniczkowalnej krzywe;j
y(x) o poczatku w punkcie P; i koncu w punkcie Py, jesli dla
kazdej innej, bliskiej, rézniczkowalnej krzywej y(x) o tych samych
koncach osigga odpowiednio wartos¢ wieksza
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Méwimy, ze catka
)
| = /F (y(x),y'(x), x) dx
X1

ma minimum lub maksimum dla pewnej rézniczkowalnej krzywe;j
y(x) o poczatku w punkcie P; i koncu w punkcie Py, jesli dla
kazdej innej, bliskiej, rézniczkowalnej krzywej y(x) o tych samych
koncach osigga odpowiednio wartos¢ wiekszg lub mniejsza.
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Innymi stowy, rozpatrujemy wszystkie rézniczkowalne krzywe
pomiedzy punktami P; i P> i wybieramy te, ktéra ekstremalizuje
zdefiniowana wyzej catke.

y A

Y2

Y1
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Innymi stowy, rozpatrujemy wszystkie rézniczkowalne krzywe
pomiedzy punktami P; i P> i wybieramy te, ktéra ekstremalizuje

zdefiniowana wyzej catke.
y A

Y2

Y1

P

Poszukiwana krzywa y(x) eks-
tremalizuje catke /.

y(z)
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Po raz pierwszy tego typu problem sformutowat Johann Bernoulli
w 1696 r.
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Po raz pierwszy tego typu problem sformutowat Johann Bernoulli
w 1696 r.

Przyktad 1: Brachistochrona Bernoulliego. Poszukujemy krzywej
rozpietej pomiedzy zadanymi punktami Py i P2, po ktérej punkt
materialny o masie m zsunie sie w jednorodnym polu

grawitacyjnym bez tarcia w najkrétszym czasie.
P1(07 0)

T

g

vy Ps(x2, )
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Po raz pierwszy tego typu problem sformutowat Johann Bernoulli
w 1696 r.

Przyktad 1: Brachistochrona Bernoulliego. Poszukujemy krzywej
rozpietej pomiedzy zadanymi punktami Py i P2, po ktérej punkt
materialny o masie m zsunie sie w jednorodnym polu
grawitacyjnym bez tarcia w najkrétszym czasie.

P1(07 0) _
T
Na nieskonczenie kroétkiej dro-
g  dze ds predko$¢ v jest w przy-
blizeniu stata, wiec
ds
Yy Py(2,92)
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Catkowity czas ruchu punktu materialnego pomiedzy punktami P;
i Py jest rowny catce

J d 24
/dt: @ = T:/—s,

v v
0 Py
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Catkowity czas ruchu punktu materialnego pomiedzy punktami P;
i Py jest rowny catce

J d 24
/dt: @ = T:/—s,

v v
0 Py

gdzie

2
ds = \/(dx)? + (dy)? = /1 + <3§> dx = /1+ y? dx.

Skorzystajmy z zasady zachowania energii w polu grawitacyjnym

1

Emv2:mgy = v =/2gy,
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gdzie uwzgledniliémy fakt, ze 0§ Oy uktadu kartezjanskiego jest
skierowana w doét.
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gdzie uwzgledniliémy fakt, ze 0§ Oy uktadu kartezjanskiego jest
skierowana w doét.
Musimy zatem zminimalizowa¢ catke:

X2 ) X2 )
T:/,/Hy dx= 1 /,/Hy dx.
2gy V28 y
X1 X1
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gdzie uwzgledniliémy fakt, ze 0§ Oy uktadu kartezjanskiego jest
skierowana w doét.
Musimy zatem zminimalizowa¢ catke:

X2 ) X2 )
T:/,/Hy dx= 1 /,/Hy dx.
2gy V28 y
X1 X1

Zauwazmy, ze funkcja F ma w tym przypadku postaé

14y
Fy,y') = yy ,

gdyz staty czynnik wystepujacy przed catka nie wptywa na to, dla
jakiej funkcji bedzie mie¢ ona ekstremum.
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Przyktad 2: Minimalna powierzchnia obrotowa. Poszukujemy
krzywej rozpietej pomiedzy zadanymi punktami Py i P>, ktéra w
wyniku obrotu o kat petny wzgledem osi Ox utworzy bryte o
najmniejszej powierzchni.

ye
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Przyktad 2: Minimalna powierzchnia obrotowa. Poszukujemy
krzywej rozpietej pomiedzy zadanymi punktami Py i P>, ktéra w
wyniku obrotu o kat petny wzgledem osi Ox utworzy bryte o
najmniejszej powierzchni.

ye
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Przyktad 2: Minimalna powierzchnia obrotowa. Poszukujemy
krzywej rozpietej pomiedzy zadanymi punktami Py i P>, ktéra w
wyniku obrotu o kat petny wzgledem osi Ox utworzy bryte o
najmniejszej powierzchni.

Promien y nieskonczenie cien-
kiego paska o szerokosci ds jest
w przyblizeniu staty, wiec jego
powierzchnia

ye

dS = 2y ds,
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Przyktad 2: Minimalna powierzchnia obrotowa. Poszukujemy
krzywej rozpietej pomiedzy zadanymi punktami Py i P>, ktéra w
wyniku obrotu o kat petny wzgledem osi Ox utworzy bryte o
najmniejszej powierzchni.

Promien y nieskonczenie cien-
kiego paska o szerokosci ds jest
w przyblizeniu staty, wiec jego
powierzchnia

ye

dS = 2y ds,

gdzie tak jak poprzednio

ds = \/(dx)? + (dy)? = /1 + y'2 dx.
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Catkowita powierzchnia bryty obrotowej wyraza sie wzorem

P> X
5:/27ryds:27r/y\/l+y/2dx.
P X1
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Catkowita powierzchnia bryty obrotowej wyraza sie wzorem

P X2
5:/27ryds:27r/y\/l+y/2dx.
Py X1
Funkcja F ma w tym przypadku postaé

Fly.,y)=y\J1+y?2

gdyz czynnik 27 wystepujacy przed catka nie wptywa na to, dla
jakiej funkcji bedzie mie¢ ona ekstremum.
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Leonhard Euler (1707-1783) sprowadzit problem wariacyjny do
réwnan rézniczkowych.
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Leonhard Euler (1707-1783) sprowadzit problem wariacyjny do
réwnan rézniczkowych.

Zapiszmy wszystkie krzywe y(x) o koricach w punktach Pi(xi, y1)
i Pa(x2,y2) lezace w sasiedztwie poszukiwanej krzywej ekstremalne;

y(x) w postaci

y(x) = y(x) +en(x),
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Leonhard Euler (1707-1783) sprowadzit problem wariacyjny do
réwnan rézniczkowych.

Zapiszmy wszystkie krzywe y(x) o koricach w punktach Pi(xi, y1)
i Pa(x2,y2) lezace w sasiedztwie poszukiwanej krzywej ekstremalne;
y(x) w postaci

y(x) = y(x) +en(x),

gdzie ¢ jest dowolnym parametrem rzeczywistym, a 7(x) sa
dowolnymi funkcjami rézniczkowalnymi spetniajgcymi warunki
brzegowe

n(x1) = n(x) =0,
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Leonhard Euler (1707-1783) sprowadzit problem wariacyjny do
réwnan rézniczkowych.

Zapiszmy wszystkie krzywe y(x) o koricach w punktach Pi(xi, y1)
i Pa(x2,y2) lezace w sasiedztwie poszukiwanej krzywej ekstremalne;
y(x) w postaci

y(x) = y(x) +en(x),

gdzie ¢ jest dowolnym parametrem rzeczywistym, a 7(x) sa
dowolnymi funkcjami rézniczkowalnymi spetniajgcymi warunki
brzegowe

n(x1) = n(x) =0,

ktére zapewniaja, ze kazda krzywa ma koice w punktach Py i Ps.
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Rozwazmy funkcje /() zdefiniowana nastepujaco

X2 X2
In(e)E/F()”/,)"/’,x)dx:/F(y—i—&tn,y'—i—an’,x)dx.
X1 X1
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Rozwazmy funkcje /() zdefiniowana nastepujaco

X2 X2
ln(g)E/F()”/,)"/’,x)dx:/F(y—i—sn,y'—i—an’,x)dx.
X1 X1

Warunkiem koniecznym na to aby funkcja /,(¢) miata ekstremum
w punkcie € = 0 jest znikanie pochodnej

_ /X2 [Wa(yﬂn) n <9F3(y’+677’)]
N oy  0Oe oy’ Oe

di,

— d
de x

e=0

e=0
X1

X

OF  OF ,
= [l a]=o

X1
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Skorzystajmy z przeksztatconego wzoru na pochodng iloczynu

oF /_d<‘9F >d8F
ay’n Cdx ay/” dx@y’n'
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Skorzystajmy z przeksztatconego wzoru na pochodng iloczynu

oF /_d<‘9F >d8F
ay’n Cdx ay/” dx@y’n'

i wykonajmy catkowanie przez czesci

x2

e=0 ayn ay/n

X1

dly
dn

_ ﬂaF T L P
N Gyn dx Oy/n dx@y’77

X1
X2

oF X2+/[‘9’E_d51 dx — 0
oy, J Loy dxoy T
0
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Pierwszy wyraz po lewej stronie ostatniej réwnosci znika, gdyz
n(x1) =n(x) =0,
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Pierwszy wyraz po lewej stronie ostatniej réwnosci znika, gdyz
n(x1) = n(x2) = 0, a poniewaz funkcja 1(x) pod wystepujaca tam
catka jest dowolna, to réwnos¢ bedzie spetniona tylko gdy
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Pierwszy wyraz po lewej stronie ostatniej réwnosci znika, gdyz
n(x1) = n(x2) = 0, a poniewaz funkcja 1(x) pod wystepujaca tam
catka jest dowolna, to réwnos¢ bedzie spetniona tylko gdy

Jest to réwnanie Eulera—Lagrange’a, ktorego spetnienie jest
warunkiem koniecznym na to, aby catka

| = /F (y(x),y'(x), x) dx

miata ekstremum dla krzywej y(x) o ustalonych wpétrzednych
punktéw koncowych: y1 = y(x1) i y2 = y(x2).
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Réwnanie Eulera—Lagrange’a jest réwnaniem rézniczkowym
drugiego rzedu.
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Réwnanie Eulera—Lagrange’a jest réwnaniem rézniczkowym

drugiego rzedu.
W przypadku gdy funkcja F nie zalezy bezposrednio od zmiennej

niezaleznej x, tzn. F(y,y',x) = F(y,y’),
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Réwnanie Eulera—Lagrange’a jest réwnaniem rézniczkowym
drugiego rzedu.

W przypadku gdy funkcja F nie zalezy bezposrednio od zmiennej
niezaleznej x, tzn. F(y,y’,x) = F(y,y’), jedno catkowanie mozna
tatwo wykonaé i réwnanie Eulera—Lagrange’a sprowadza sie do
réwnania
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Réwnanie Eulera—Lagrange’a jest réwnaniem rézniczkowym
drugiego rzedu.

W przypadku gdy funkcja F nie zalezy bezposrednio od zmiennej
niezaleznej x, tzn. F(y,y’,x) = F(y,y’), jedno catkowanie mozna
tatwo wykonaé i réwnanie Eulera—Lagrange’a sprowadza sie do
réwnania

F
F— y'a— = const.

;=
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Dla dowodu pokazemy, ze pochodna wyrazenia po lewej stronie
réwnania znika.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 15/26



Dla dowodu pokazemy, ze pochodna wyrazenia po lewej stronie
réwnania znika. Obliczmy

d ( 8F) oF , OF , ,OF , d OF

F— = — -
dx Y ay’ 8yy + 8y’y y oy’ dx By

— y’(al:_dal__):(),
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Dla dowodu pokazemy, ze pochodna wyrazenia po lewej stronie
réwnania znika. Obliczmy

d ( 8F) oF , OF , ,OF , d OF

F— = — -
dx Y ay’ 8yy + 8y’y y oy’ dx By

— y’(al:_dal__):(),

gdzie w ostatniej réwnosci skorzystaliémy z réwnania
Eulera—Lagrange'a.
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Dla dowodu pokazemy, ze pochodna wyrazenia po lewej stronie
réwnania znika. Obliczmy

d ( 8F) oF , OF , ,OF , d OF

F— = — -
dx Y ay’ 8yy + 8y’y y oy’ dx By

— ,(8F_d8l-_>:07

gdzie w ostatniej réwnosci skorzystaliémy z réwnania
Eulera—Lagrange'a.

Z taka sytuacja mieliSmy wiasnie do czynienia w obu
rozpatrzonych wczesniej przyktadach probleméw wariacyjnych.
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Problem wariacyjny mozna uogdlni¢ na przypadek n funkcji yi(x),
i=1,2,..,n,
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Problem wariacyjny mozna uogdlni¢ na przypadek n funkcji yi(x),
i=1,2,...,n, i catke

X2
lE/F(y17y2a"'7yn7)/{a)/éa'"ayrlnx) dx.

X1
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Problem wariacyjny mozna uogdlni¢ na przypadek n funkcji yi(x),
i=1,2,...,n, i catke

X2
lE/F(y17y2a"'7yn7y{a}/éa'"a)/rlnx) dx.

X1

Aby znalez¢ warunki konieczne istnienia ekstremum catki / dla

funkgcji yi(x), i = 1,2, ..., n, zdefiniujmy wariacje funkgji i ich
pochodnych

Vi(x) = yi(x) + dyi(x), F(x)=yl(x)+dy/(x), i=1,2,...n.
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Problem wariacyjny mozna uogdlni¢ na przypadek n funkcji yi(x),
i=1,2,...,n, i catke

X2
lE/F(y17y2a"'7yn7y{a}/éa'"a)/rlnx) dx.

X1

Aby znalez¢ warunki konieczne istnienia ekstremum catki / dla
funkgcji yi(x), i = 1,2, ..., n, zdefiniujmy wariacje funkgji i ich
pochodnych

Vi(x) = yi(x) + dyi(x), F(x)=yl(x)+dy/(x), i=1,2,...n.

Aby wszystkie krzywe prébne y;(x) miaty te same konce trzeba
zatozy¢, ze dyi(x1) = dyi(x2) = 0.
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Zrbzniczkujmy wzér na y;(x), wowczas otrzymamy
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Zrbzniczkujmy wzér na y;(x), wowczas otrzymamy

yi(x) = yi(x) + (;ixéy,-(x), i=1,2,...n
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Zrbzniczkujmy wzér na y;(x), wowczas otrzymamy

~ d .
G =yi(x)+ Tovi(x),  i=12,..n.
X
Poréwnujac wynik z wzorem

50 = yi) + 0y, =12,m,
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Zrbzniczkujmy wzér na y;(x), wowczas otrzymamy

~ d .
G =yi(x)+ Tovi(x),  i=12,..n.
X
Poréwnujac wynik z wzorem

50 = yi) + 0y, =12,m,

otrzymamy réwnosé

d
&5y;(x) = dyl(x), i=1,2,...n.
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Zrbzniczkujmy wzér na y;(x), wowczas otrzymamy

- d .
Vi(x) = yl(x) + d—éy,-(x), i=1,2,..,n.
X
Poréwnujac wynik z wzorem
Ji(x) =yi(x) +oyi(x),  i=1,2,...n,

otrzymamy réwnosé

d
&5y;(x) = dyl(x), i=1,2,...n.

Stad wynika, ze mozemy wzajemnie przestawiaC operacje
obliczania pochodnej i wariacji.
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Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum catki / dla funkgcji
yi(x), i=1,2,...,n, jest znikanie jej wariacji

51 =0,
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Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum catki / dla funkgcji
yi(x), i=1,2,...,n, jest znikanie jej wariacji

51 =0,

gdzie

X
ol = /F(YI+5YI7a)/n+5)’na)’{+5)’:{aayf/1+5y,,nx)dx
X1

X2
_/F(yl,...,y,,,y{,...,y,’,,x) dx.
X1
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Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum catki / dla funkgcji
yi(x), i=1,2,...,n, jest znikanie jej wariacji

51 =0,

gdzie

X2
ol = /F(YI+5YI7a)/n+5)’na)’{+5)’:{aayf/1+5y,,nx)dx
x1

X2
_/F(yl,...,y,,,y{,...,y,’,,x) dx.
X1

Jest to oczywisty analog warunku znikania pochodne;j.
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Rozwinmy w szereg pierwsza funkcje podcatkowa w punkcie
(yl, "'7}/n7y{7 "'7yr,17X)

5l ~ /{F+Z

X1

dy!

8Féy, + 8—F5 ] F}dx,
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Rozwinmy w szereg pierwsza funkcje podcatkowa w punkcie
(yl, "'7}/n7y{7 "'7yr,17X)

5l ~ /{F+Z

X1

8F5y, gF,&y] — F} dx,

gdzie pominegliSmy wyrazy wyzszego rzedu w wariacjach dy; i dy/.
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Rozwinmy w szereg pierwsza funkcje podcatkowa w punkcie
(yl, ~--7Ym}/{, "'7yr,17X)

5l ~ /{F+Z

X1

8F5y, gF,&y] — F} dx,

gdzie pominegliSmy wyrazy wyzszego rzedu w wariacjach dy; i dy/.
Po wykonaniu redukcji wyrazéw podobnych, wytaczeniu sumy
przed catke i zamianie kolejnosci operacji wariacji i pochodne;j

otrzymamy
8F d
Z/ l Byl dx 5y’1d x

=15
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Scatkujmy przez czesci drugi wyraz

8F d oF d OF
ol =~ Z/[ I <8y55yi> Y ,5y,] dx

=15
e d OF
+/l8 0yi = dx@’éylldx}
0

= Z{a/yl
T [oF  d oF
= /Z[— 15y,dx-0
=1

i=1
dy; dx0y!

X1
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Scatkujmy przez czesci drugi wyraz

8F d oF d OF
ol =~ Z/[ I <8)/5yi> Y ,5y,] dx

=15
_d oF
0

= Z{a/yl
X2
" |OF d@F

i=1
X1

gdzie wykorzystaliémy zatozenie o znikaniu wariacji w punktach
koncowych, dy;(x1) = dyi(x2) = 0 i ponownie wiaczylismy sume
pod catke.
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Catka znika tylko jesli funkcja podcatkowa znika

" | OF d OF
> [ayl_dxayl,] dyi =0,

i=1
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Catka znika tylko jesli funkcja podcatkowa znika

" | OF d OF
> [ayl_dxayl,] dyi =0,

i=1

a niezalezno$¢ wszystkich wariacji dy; pociaga za soba warunki

OF d OF

or a9 = 1,2,..n.
dy;  dx0y/ ’ : 1ol
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Catka znika tylko jesli funkcja podcatkowa znika

" | OF d OF
> [8%_@3)/,’] dyi =0,

i=1

a niezalezno$¢ wszystkich wariacji dy; pociaga za soba warunki

OF d OF .
a 575 =0, i=1,2,..n.

Jdy;  dx dy;

S3 to réwnania Eulera—Lagrange'a, ktérych spetnienie jest
warunkiem koniecznym na to, aby wyjsciowa catka / miata
ekstremum dla krzywych y;(x), i = 1,2, ..., n, o ustalonych
punktach koncowych, w ktérych zachodzi y1 = yi(x1) i y2 = yi(x2).
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Jedli §1 = 0, to méwimy, ze catka /| ma wartoé¢ stacjonarng, tzn.
ekstremum lub tzw. punkt siodtowy.
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Jedli §1 = 0, to méwimy, ze catka /| ma wartoé¢ stacjonarng, tzn.
ekstremum lub tzw. punkt siodtowy.

Sformutowanie warunku wystarczajacego istnienia ekstremum jest
w tym przypadku bardziej skomplikowane niz w przypadku
ekstremum funkgji, dlatego pominiemy to zagadnienie.
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Jedli §1 = 0, to méwimy, ze catka /| ma wartoé¢ stacjonarng, tzn.
ekstremum lub tzw. punkt siodtowy.

Sformutowanie warunku wystarczajacego istnienia ekstremum jest
w tym przypadku bardziej skomplikowane niz w przypadku
ekstremum funkgji, dlatego pominiemy to zagadnienie.

Czy w danym problemie wariacyjnym mamy rzeczywiscie do
czynienia z ekstremum i czy jest to minimum, czy tez maksimum,
na ogdt wynika jasno z kontekstu fizycznego.
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Irlandzki matematyk William Rowan Hamilton (1805-1865)
sformufowat zasade minimalnego (stacjonarnego) dziatania, ktéra
brzmi nastepujaco.
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Irlandzki matematyk William Rowan Hamilton (1805-1865)
sformufowat zasade minimalnego (stacjonarnego) dziatania, ktéra
brzmi nastepujaco.

Ruch uktadu mechanicznego o n stopniach swobody od chwili
poczatkowej t; do chwili koncowej to przebiega tak, ze dziatanie

%]
SE /L(q17q2a"'aqnvqlaq27"'7qnat)dt
ty

jest minimalne (stacjonarne), tzn. 6S = 0.
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Irlandzki matematyk William Rowan Hamilton (1805-1865)
sformufowat zasade minimalnego (stacjonarnego) dziatania, ktéra
brzmi nastepujaco.

Ruch uktadu mechanicznego o n stopniach swobody od chwili
poczatkowej t; do chwili koncowej to przebiega tak, ze dziatanie

%]
SE /L(q17q2a"'aqnvqlaq27"'7qnat)dt
ty

jest minimalne (stacjonarne), tzn. 6S = 0.
Wariacje wspétrzednych uogdlnionych w chwili poczatkowe;j i
koncowej musza przy tym znikac

5q,-(t1) = (5q,-(t2) =0, =12 ..,n.
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Zasada Hamiltona jest stuszna zaréwno dla wiezéw
holonomicznych jak i nieholonomicznych.
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Zasada Hamiltona jest stuszna zaréwno dla wiezéw
holonomicznych jak i nieholonomicznych.

W przypadku wiezédw holonomicznych zasada Hamiltona jest
rownowazna rownaniom Lagrange’a Il rodzaju,

——— —— =0, j=12,..,n(=3N—k),

ktérych spetnienie jest warunkiem koniecznym istnienia minimum
catki dziatania.
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Zasada Hamiltona jest stuszna zaréwno dla wiezéw
holonomicznych jak i nieholonomicznych.

W przypadku wiezédw holonomicznych zasada Hamiltona jest
rownowazna rownaniom Lagrange’a Il rodzaju,

— 2= =0 Jj=12,...n(=3N — k),

ktérych spetnienie jest warunkiem koniecznym istnienia minimum
catki dziatania.

Dowdd tego stwierdzenia jest oczywisty, jesli w rozpatrywanej
wczesniej cafce

X2
/E/F()/17)/27-u;)/na)/L)/é,m’yr/nX)dX

X1
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podstawimy
F_>L7 xX—=t,  yi—q )’,,_’ql

i przedzielimy odpowiednie réwnania Eulera—Lagrange'a

bedace warunkiem koniecznym istnienia ekstremum catki / przez

(=1).
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podstawimy
F_>L7 xX—=t,  yi—q )’,,_’ql

i przedzielimy odpowiednie réwnania Eulera—Lagrange'a

bedace warunkiem koniecznym istnienia ekstremum catki / przez

(=1).

Réwnania Lagrange'a Il rodzaju maja jednoznaczne rozwigzania
przy zadanych warunkach poczatkowych na wspétrzedne i
predkosci uogdlnione

gi(tt) =qio 1 Gi(t1)=gio, i=1,2,...n
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Ta réwnowazno$é ttumaczy, dlaczego fakt, ze w przypadku zasady
Hamiltona ruch uktadu mechanicznego jest po czesci
zdeterminowany przez warunki koficowe na wariacje
wspotrzednych, 0gi(t2) = 0, nie narusza zasady przyczynowosci.
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