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‘ Bryta sztywna

Ruch bryty sztywnej mozemy roztozy¢ na:
@ ruch tranlacyjny — kazdy element bryty porusza sie z t3 sama
predkoscia,
@ ruch obrotowy wzgledem poczatku dowolnie wybranego
uktadu wspétrzednych — predkos$é katowa (t) jest réwnolegta

do chwilowej osi obrotu przechodzacej przez O.

zr A

Oy

xrr

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 2/29



‘ Bryta sztywna

Ruch bryty sztywnej mozemy roztozy¢ na:
@ ruch tranlacyjny — kazdy element bryty porusza sie z t3 sama
predkoscia,
@ ruch obrotowy wzgledem poczatku dowolnie wybranego
uktadu wspétrzednych — predkos$é katowa (t) jest réwnolegta
do chwilowej osi obrotu przechodzacej przez O.
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Ruch bryty mozemy obserwowa¢ z

uktadu inercjalnego /, albo z ukta-

du zwigzanego z bryta, na ogét nie-

inercjalnego. O
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‘ Bryta sztywna

Swobodnie poruszajaca sie bryta sztywna ma 6 stopni swobody: 3
translacyjne i 3 obrotowe.
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Mechanika klasyczna i relatywistyczna 3/29



‘ Bryta sztywna

Swobodnie poruszajaca sie bryta sztywna ma 6 stopni swobody: 3
translacyjne i 3 obrotowe.

Potozenie bryty sztywnej jest wyznaczone przez wspdtrzedne trzech
niewspdtliniowych punktéw. Z definicji bryty sztywnej mamy trzy
warunki:

| — 2| = const., | — 3| =const., |k — 3| = const.
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‘ Bryta sztywna

Swobodnie poruszajaca sie bryta sztywna ma 6 stopni swobody: 3
translacyjne i 3 obrotowe.

Potozenie bryty sztywnej jest wyznaczone przez wspdtrzedne trzech
niewspdtliniowych punktéw. Z definicji bryty sztywnej mamy trzy
warunki:

| — 2| = const., | — 3| =const., |k — 3| = const.
Dlatego liczba stopni swobody bryty sztywnej wynosi

3x3-3=6.
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‘ Bryta sztywna

Predkos¢ v pewnego punktu P bryty w inercjalnym uktadzie
odniesienia wyraza sie wzorem

V)= Vo+dxF
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V)= Vo+dxF

Zauwazmy, ze V' = 0, bo bryta sztywna spoczywa w zwigzanym z
nig uktadzie xyz.
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‘ Bryta sztywna

Predkos¢ v pewnego punktu P bryty w inercjalnym uktadzie
odniesienia wyraza sie wzorem

Vi=Vo+WXF.
Zauwazmy, ze V' = 0, bo bryta sztywna spoczywa w zwigzanym z

nig uktadzie xyz.

Vo jest predkoscia poczatku O w uktadzie inercjalnym, zalezna od
wyboru punktu O,
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wyboru punktu O,
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niezalezng od wyboru punktu O,
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‘ Bryta sztywna

Predkos¢ v pewnego punktu P bryty w inercjalnym uktadzie
odniesienia wyraza sie wzorem

V)= Vo+dxF

Zauwazmy, ze V' = 0, bo bryta sztywna spoczywa w zwigzanym z
nig uktadzie xyz.

Vo jest predkoscia poczatku O w uktadzie inercjalnym, zalezna od
wyboru punktu O,

@ jest predkoscig katowa bryty sztywnej w uktadzie inercjalnym,
niezalezng od wyboru punktu O,

F jest wektorem potozenia punktu P w uktadzie bryty.
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‘ Energia kinetyczna i te

Zatézmy, ze bryta sktada sie¢ z N punktédw materialnych o masie
Mg
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‘ Energia kinetyczna i ten

Zatézmy, ze bryta sktada sie¢ z N punktédw materialnych o masie
mg. Wtedy jej energia kinetyczna wyraza sie wzorem

N o1
T = Z §ma‘7l2a _
a=1
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‘ Energia kinetyczna i ten

Zatézmy, ze bryta sktada sie¢ z N punktédw materialnych o masie
mg. Wtedy jej energia kinetyczna wyraza sie wzorem

N 1 , N 1 ,
a=1 a=1
N 1 N N 4
= fmav(z)—i—Zmavo (cu><roé)—l—E:fmoé(wxra)2
a=1 2 a=1 a=1 2
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‘ Energia kinetyczna i ten

Zatézmy, ze bryta sktada sie z N punktéw materialnych o masie
mg. Wtedy jej energia kinetyczna wyraza sie wzorem

N1 N1 )
T = Zima‘?ﬁx: Zima[VO—i-(u_jXF&)]
a=1

a=1

N 1 N N 4
= Zima\%—i—Zma\?’o-(cﬁxF’a)—i—zima(d}xr})z
a=1

a=1 a=1
1 N N 1 )
2 - - - . -
= EmVO_H/O' W X Zmara +Z§ma(wx o),
N—— a=1 a=1
TDOSL. 7—()])1'.
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‘ Energia kinetyczna i ten

Zatézmy, ze bryta sktada sie z N punktéw materialnych o masie
mg. Wtedy jej energia kinetyczna wyraza sie wzorem

N1 N1 )
T = Zima‘?ﬁx: Zima [\704—((3)(!7&)]
a=1 a=1
N 1 N N 1
= Zima\%—i—Zma\?’o-(cﬁxF’a)—i—zima(d}xr})z
a=1 a=1 a=1
1 N N o1
= Em\7%+\7o . (5 X Z: maFa> + Z Ema (& x F’a)z,
N—— a=1 a=1
Tpost,.

7—()])1'.

gdzie

N
m= Z My
a=1

jest masa bryty.
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‘ Energia kinetyczna i te

Jesli nie ma wiezdéw, to poczatek O najlepiej wybra¢ w $rodku
masy S.
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‘ Energia kinetyczna i te

Jesli nie ma wiezdéw, to poczatek O najlepiej wybra¢ w $rodku
masy S. Wéwczas

1 N N
= Z = > Mafa=
m a=1 a=1
i widzimy, ze
T = Tpost. + Tobr.a

gdzie
Thost. — energia ruchu postepowego $rodka masy,
Tobr. — energia ruchu obrotowego wzgledem $rodka masy.
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‘ Energia kinetyczna i te

Jesli sa wiezy, to przynajmniej jeden punkt bryty spoczywa.
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‘ Energia kinetyczna i ten

Jesli sa wiezy, to przynajmniej jeden punkt bryty spoczywa.
Wybieramy poczatek ukfadu inercjalnego O, i poczatek uktadu
zwiazanego z bryta O w jednym z nieruchomych punktéw bryty.
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T= T()br.v

a wiec energia kinetyczna bryty jest réwna energii jej ruchu
obrotowego wzgledem punktu O.
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‘ Energia kinetyczna i ten

Jesli sa wiezy, to przynajmniej jeden punkt bryty spoczywa.
Wybieramy poczatek ukfadu inercjalnego O, i poczatek uktadu
zwiazanego z bryta O w jednym z nieruchomych punktéw bryty.
Woéwezas vip = 0 i otrzymujemy

T= T()br.v

a wiec energia kinetyczna bryty jest réwna energii jej ruchu
obrotowego wzgledem punktu O.
Rozwazmy energie kinetyczna ruchu obrotowego

N1

Tobr. = Y 5Ma (@ x 7).

a=1
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‘ Energia kinetyczna i te

Oznaczmy 7 = (Xa, Yas Za) = (Xal, Xa2, Xa3)
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‘ Energia kinetyczna i te

Oznaczmy 7y = (Xas Yo Za) = (Xal, Xa2, Xa3) i rozwazmy kwadrat
iloczynu wektorowego

(@ xR)? =
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‘ Energia kinetyczna i te

Oznaczmy 7y = (Xas Yo Za) = (Xal, Xa2, Xa3) i rozwazmy kwadrat
iloczynu wektorowego

(@ xR)? =

(U_} X F&),’ (Q_j X F;l),‘ = €jjkWjXakEimnWmXan
(0jmOkn — OjnOkm) WjXakWmXan

WjWiXakXak — WjXajWkXak-
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‘ Energia kinetyczna i ten

Oznaczmy 7y = (Xas Yo Za) = (Xal, Xa2, Xa3) i rozwazmy kwadrat
iloczynu wektorowego

(@ xR)? =

(W % 1) (@ X Ia); = €ijkwWjXakEimnWmXan
(0jmOkn — OjnOkm) WjXakWmXan
WjWiXakXak — WjXajWkXak-

W takim razie

N

1
Tobr. = ZE

Me, [WiwiXakXak — WiXaiWjXaj]
a=1
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‘ Energia kinetyczna i te

Oznaczmy 7y = (Xas Yo Za) = (Xal, Xa2, Xa3) i rozwazmy kwadrat
iloczynu wektorowego

(@ x F’a)2 = (J x 1rR); (@ X 1h); = €jjkWjXakEimnWmXan

(0jmOkn — OjnOkm) WjXakWmXan
WjWiXakXak — WjXajWkXak-
W takim razie

N

Tobr. = Y 5 Ma [WiwiXakXak — WiXaiwjXaj]
a=1

1

N

N
Z meg, [6,-J-xakxak — Xa;Xaj] Wilj.
a=1
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‘ Energia kinetyczna i te

Definiujemy tensor bezwtadnosci

N

/,'J' = Z me, [5,'anan;( — XaiXaj] .
a=1
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‘ Energia kinetyczna i ten
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N
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a=1

Woéwczas energia kinetyczna ruchu obrotowego wyraza sie wzorem
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Definiujemy tensor bezwtadnosci

N

/,'J' = Z me, [5,'anan;( — XaiXaj] .
a=1

Woéwczas energia kinetyczna ruchu obrotowego wyraza sie wzorem
Tobr. = Elijw;wj.

Jesli bryta obraca sie wzgledem ustalonej osi, tzn. tylko jedna ze
sktadowych, np. w; = w # 0,
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‘ Energia kinetyczna i ten

Definiujemy tensor bezwtadnosci

N

/,'J' = Z me, [5,'anan;( — XaiXaj] .
a=1

Woéwczas energia kinetyczna ruchu obrotowego wyraza sie wzorem
Tobr. = Elijw;wj.
Jesli bryta obraca sie wzgledem ustalonej osi, tzn. tylko jedna ze

sktadowych, np. w; = w # 0, lub jesli I;; = I6;;, gdzie I jest
momentem bezwtadnosci wzgledem osi obrotu, to
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‘ Energia kinetyczna i ten

Definiujemy tensor bezwtadnosci

N

’J = Z Mq, [6UX(1/kXOck XaiXaj] .
a=1

Woéwczas energia kinetyczna ruchu obrotowego wyraza sie wzorem
Tobr. = Elijw;wj.

Jesli bryta obraca sie wzgledem ustalonej osi, tzn. tylko jedna ze
sktadowych, np. w; = w # 0, lub jesli I;; = I6;;, gdzie I jest
momentem bezwtadnosci wzgledem osi obrotu, to

1
Tobr‘ = EIW2
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‘ Tensor bezwtadnosci

Jesli bryta sztywna ma ciagty rozktad masy, to

éma — /dm()?) = /p()?) d3x,

gdzie dm(x) jest infinitezymalnym elementem masy, ktérego
pofozenie jest opisywane wektorem X = (x1, X2, x3),
d3x = dxydxodxs jest elementem objetosci, a

_ dm(x)

e = dm(X) = p(x)d3x

p(X)

jest gestoscig masy.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 10/29



‘ Tensor bezwtadnosci

Jesli bryta sztywna ma ciagty rozktad masy, to

éma — /dm()?) = /p()?) d3x,

gdzie dm(x) jest infinitezymalnym elementem masy, ktérego
pofozenie jest opisywane wektorem X = (x1, X2, x3),
d3x = dxydxodxs jest elementem objetosci, a

_ dm(x)

e = dm(X) = p(x)d3x

p(X)

jest gestoscig masy.
Tensor bezwtadnosci wyraza sie wéwczas wzorem

lij = /p()?) [Siixkxk — xixj] d3x.
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‘ Tensor bezwtadnosci

Tensor bezwtadnosci
li = /p()?) [0 XK XK — Xix;] d3x

mozemy zapisa¢ w formie macierzowej (x1 = x, xo =y, x3 = z)
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‘ Tensor bezwtadnosci

Tensor bezwtadnosci
li = /p()?) [0 XK XK — Xix;] d3x

mozemy zapisa¢ w formie macierzowej (x1 = x, xo =y, x3 = z)

v2+2z2 —xy —Xxz
I = /p()?') —yx  x?+2z2  —yz d3x.
—2zX —zy x2 + y2
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‘ Tensor bezwtadnosci

Tensor bezwtadnosci
li = /p()?) [0 XK XK — Xix;] d3x

mozemy zapisa¢ w formie macierzowej (x1 = x, xo =y, x3 = z)

v2+2z2 —xy —Xxz
I = /p()?') —yx  x?+2z2  —yz d3x.
—2zX —zy x2 + y2

Elementy diagonalne tensora bezwtadnosci nazywaja sie
momentami bezwtadnosci, a elementy pozadiagonalne —
momentami dewiacji. Tensor bezwtadnosci jest symetryczny.

i = 1.
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‘ Tensor bezwtadnosci

Dlatego mozna go zawsze sprowadzié¢ do postaci diagonalnej przez
transformacje ortogonalna (obrét).
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‘ Tensor bezwtadnosci

Dlatego mozna go zawsze sprowadzié¢ do postaci diagonalnej przez
transformacje ortogonalna (obrét). Odpowiednie momenty
diagonalne nazywaja sie wowczas gtdwnymi momentami
bezwtadnosci

li = 1;,

a odpowiednie osie nazywaja sie gtéwnymi osiami bezwtadnosci.
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‘ Tensor bezwtadnosci

Dlatego mozna go zawsze sprowadzié¢ do postaci diagonalnej przez
transformacje ortogonalna (obrét). Odpowiednie momenty
diagonalne nazywaja sie wowczas gtdwnymi momentami
bezwtadnosci

li = 1,
a odpowiednie osie nazywaja sie gtéwnymi osiami bezwtadnosci.
Dla ciat symetrycznych jedna z gtéwnych osi - przechodzaca przez

srodek masy - pokrywa sie z osig symetrii, a pozostate dwie osie s3
do niej ortogonalne.
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‘ Tensor bezwtadnosci

Dlatego mozna go zawsze sprowadzié¢ do postaci diagonalnej przez
transformacje ortogonalna (obrét). Odpowiednie momenty
diagonalne nazywaja sie wowczas gtdwnymi momentami
bezwtadnosci

li = 1;,

a odpowiednie osie nazywaja sie gtéwnymi osiami bezwtadnosci.
Dla ciat symetrycznych jedna z gtéwnych osi - przechodzaca przez
srodek masy - pokrywa sie z osig symetrii, a pozostate dwie osie s3
do niej ortogonalne. Np., jezeli 0$ symetrii bryty utozsamimy z osia
Oz ukfadu kartezjanskiego lub cylindrycznego i zatozymy, ze
gestos¢ masy zalezy tylko od odlegtosci od osi obrotu
r=/x%2+y?, tzn. p(r), wtedy moment bezwfadnosci wzgledem
osi symetrii dany jest wzorem

| = /p(r)r2d3x: /r2dm,

gdzie catkowanie przebiega po catej objetosci lub masie bryty.



 Moment pedu bryty szt

W ukfadzie inercjalnym bryta ma catkowity moment pedu

—

N N N
LcaH{. = Z F;a X ﬁla = Z Fia X (mavla) = Z ma’:;a X ‘7Ioz~
a=1 a=1 a=1
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\
Moment pedu bryty szt
W ukfadzie inercjalnym bryta ma catkowity moment pedu

N N N
= Z o X Pla = Z Fla X (mavla) = Z Mafla X Vi
a=1 a=1 a=1

LcaH{.

Wstawmy zwigzki

lNa = ro+ra,
Via = Vo+Wd X,
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 Moment pedu bryty szt

W ukfadzie inercjalnym bryta ma catkowity moment pedu
. N N N
Leare,. = Z F;a X ﬁla = Z ’:;a X (mavla) = Z ma’:;a X ‘7Ioz~
a=1 a=1 a=1

Wstawmy zwigzki

Mo = ro+ra,
Via = Vo+d X Tra,
woéwczas dostaniemy
N
Leati. = Y ma(Fo + o) x (Vo + & X 7a)

a=1
N

= Zma[r_bX\70—|-Fo><(tﬁ><ﬁ;)—|—?a><\70—1—F'a><(oj><ﬁ;)].
a=1
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 Moment pedu bryty szt

Co mozemy dalej przeksztatcié

N
Leae. = mro X Vo +fo X [07 X (Z maF&>
a=1

N
+ (Z maﬁl) X ‘70

a=1

N
) Mafa X (& X 7).
a=1

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 14/29



 Moment pedu bryty szt

Co mozemy dalej przeksztatcié

—

N N
Leae. = mro X Vo +fo X [07 X <Z mar—&> + (Z mME) X Vo
a=1

a=1

+ Z Moo X (& X 7).

Jedli bryta jest swobodna, to wybieramy O w $rodku masy,
ro =rs.
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 Moment pedu bryty szt

Co mozemy dalej przeksztatcié

—

N N
Leae. = mro X Vo +fo X [07 X <Z mar—&> + (Z mME) X Vo
a=1

a=1

+ Z Moo X (& X 7).

Jedli bryta jest swobodna, to wybieramy O w $rodku masy,
Fo = Fs. Woéwczas SN mo 7, =0
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 Moment pedu bryty szt

Co mozemy dalej przeksztatcié

N
+ (Z maﬁl) X ‘70
a=1

N
Leatk. = mrp X Vo + o X [07 X < maF&>
a=1

+ Z Moo X (& X 7).

Jedli bryta jest swobodna, to wybieramy O w $rodku masy,
ro = rs. Wéwczas Z _1 Myrp = 0 i catkowity moment pedu
wyraza sie wzorem
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 Moment pedu bryty szt

Jedli s3 wiezy, to wybieramy poczatek uktadu inercjalnego Oy i
poczatek uktadu zwigzanego z bryta O w jednym z nieruchomych
punktéw bryty.
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 Moment pedu bryty szt

Jedli s3 wiezy, to wybieramy poczatek uktadu inercjalnego Oy i
poczatek uktadu zwigzanego z bryta O w jednym z nieruchomych
punktéw bryty. Wtedy ro = 0i Vo = 0 i catkowity moment pedu
ma postaé
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 Moment pedu bryty szt

Jedli s3 wiezy, to wybieramy poczatek uktadu inercjalnego Oy i
poczatek uktadu zwigzanego z bryta O w jednym z nieruchomych
punktéw bryty. Wtedy ro = 0i Vo = 0 i catkowity moment pedu
ma postaé

Oznaczmy 7, = (Xa1, Xa2, Xa3) 1 Obliczmy

[fo x (& x )]; =
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 Moment pedu bryty szt

Jedli s3 wiezy, to wybieramy poczatek uktadu inercjalnego Oy i
poczatek uktadu zwigzanego z bryta O w jednym z nieruchomych
punktéw bryty. Wtedy ro = 0i Vo = 0 i catkowity moment pedu
ma postaé

Oznaczmy 7, = (Xa1, Xa2, Xa3) 1 Obliczmy

[fo < (& x 1)y = eijkxaj (0 X Fa)y =
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 Moment pedu bryty szt

Jedli s3 wiezy, to wybieramy poczatek uktadu inercjalnego Oy i
poczatek uktadu zwigzanego z bryta O w jednym z nieruchomych
punktéw bryty. Wtedy ro = 0i Vo = 0 i catkowity moment pedu
ma postaé

Oznaczmy 7, = (Xa1, Xa2, Xa3) 1 Obliczmy

[F;v X (‘I)' X ’:t;z)]i = EijkXaj (U_} X F;)z)k = Ejjk€kmnXajWmXan =
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 Moment pedu bryty szt

Jedli s3 wiezy, to wybieramy poczatek uktadu inercjalnego Oy i
poczatek uktadu zwigzanego z bryta O w jednym z nieruchomych
punktéw bryty. Wtedy ro = 0i Vo = 0 i catkowity moment pedu
ma postaé

Oznaczmy 7, = (Xa1, Xa2, Xa3) 1 Obliczmy

[F;v X (‘I)' X ’:t;z)]i = EijkXaj (U_} X F;)z)k = Ejjk€kmnXajWmXan =

(5im6jn - 6in5jm)xajwmxan =
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 Moment pedu bryty szt

Jedli s3 wiezy, to wybieramy poczatek uktadu inercjalnego Oy i
poczatek uktadu zwigzanego z bryta O w jednym z nieruchomych
punktéw bryty. Wtedy ro = 0i Vo = 0 i catkowity moment pedu
ma postaé

Oznaczmy 7, = (Xa1, Xa2, Xa3) 1 Obliczmy

[F;v X (‘I)' X ’:t;z)]i = EijkXaj (U_} X F;)z)k = Ejjk€kmnXajWmXan =

(5im6jn - 6in5jm)xajwmxan = XajWiXoj — XajWjXaij-
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 Moment pedu bryty szt

Wiedy

Z My [ X (0 X 1)), =
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 Moment pedu bryty szt

Wiedy

N

Z My [ X (0 X 1)), = Z Me, (XajXajwi — XajWjXai)
a=1
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 Moment pedu bryty szt

Wiedy

N
L, = Z Ma o X (B X )], = D Mo (XajXajwi

— XajWjXai)
a=1
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 Moment pedu bryty szt

Wiedy
N N
L, = Z mg [Fo X (& X F&)]i = Z Mg (Xanajwi - Xajw_,'Xai)
a=1 a=1
N
= Z Mg, (Xakxakéij - Xaixaj)wj =
a=1
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 Moment pedu bryty szt

Wiedy
N N
L= 30 malia x (& x 7]y = 3 Ma (Xeg¥aji = ¥ojijxai)
a=1 a=1
N
= Z Mo, (XakXak0jj — XaiXaj)wj = ljwj,
a=1
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 Moment pedu bryty szt

Wiedy
N N
L= 30 malia x (& x 7]y = 3 Ma (Xeg¥aji = ¥ojijxai)
a=1 a=1
N
= Z Mo, (XakXak0jj — XaiXaj)wj = ljwj,
a=1

a wiec moment pedu bryty wyraza sie wzorem

L= ljwj, i=1,2,3.
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 Moment pedu bryty szt

Jedli jako osie uktadu zwigzanego z bryta wybierzemy gtéwne osie
bezwtadnosci, to otrzymamy zwiagzki

Ly = hwi, Ly = hwo, L3 = hws.
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 Moment pedu bryty szt

Jedli jako osie uktadu zwigzanego z bryta wybierzemy gtéwne osie
bezwtadnosci, to otrzymamy zwiagzki

Ly = hwi, Ly = hwo, L3 = hws.

Widzimy, ze tylko przy ruchu obrotowym wzgledem ktérejs z
gtéwnych osi bezwtadnos$ci moment pedu ma kierunek predkosci
katowej.
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" Ruch érodka masy bry

Rozwazmy ruch wybranego elementu bryty

N
maFla = Fa = éewn"i'ZFaﬁa
B=1
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" Ruch érodka masy bry

Rozwazmy ruch wybranego elementu bryty
.. N
maFla =Fo = é i Z

gdzie l-::iewn' jest wypadkowa sita zewnetrzna dziatajaca na element
«,
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" Ruch érodka masy bry

Rozwazmy ruch wybranego elementu bryty
.. N
maFla =Fo = é i Z

gdzie l-::iewn' jest wypadkowa sita zewnetrzna dziatajaca na element
a, a

N — —
Z Focﬁ7 Faa = Oa
B=1

to sita wywierana na ten element przez pozostate elementy bryty.
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" Ruch érodka masy bry

Wspétrzedne srodka masy wyrazaja sie wzorem

1 N
FS = § mozfiou
m
a=1
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" Ruch érodka masy bry

Wspétrzedne srodka masy wyrazaja sie wzorem

N
1 S
= § mafia,
m
a=1

a jego réwnanie ruchu ma postaé

- N - N = N =
mFS = Z maFloc = Z Féewn. + Z Fozﬁ
a=1 a=1 /=1
— Z erwn 4 Z Fozﬁ
a,8=1
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" Ruch érodka masy bry

Wspétrzedne srodka masy wyrazaja sie wzorem

1
; Z marlou

a jego réwnanie ruchu ma postaé

. N . N = N N
mFS = ZmaFloc:Z Féewn._kzl:ozﬁ
a=1 a=1 /=1
N N
= Yy E
a=1 a,f=1

Podwdjna suma po prawej stronie znika, gdyz

N
> Fag=Fio+Fa+Fs+Fa+---=0,
a,ﬁ:l
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" Ruch érodka masy bry

a z lll zasady dynamiki wynika, ze I-:21 = —I-:lg, 531 = —I-:13, itd.
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" Ruch érodka masy bry

a z lll zasady dynamiki wynika, ze I-:21 = —I-:lg, 531 = —I-:13, itd.
Zatem réwnanie ruchu Srodka masy bryty ma postaé

N
Fzewn. lEzewn
Z &3 - :
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" Ruch érodka masy bryty

a z lll zasady dynamiki wynika, ze I-:21 = —I-:lg, 531 = —I-:13, itd.
Zatem réwnanie ruchu Srodka masy bryty ma postaé

N
Fzewn. lEzewn
Z &3 - :

Srodek masy porusza sie tak, jakby cata masa byta w nim
skupiona, a wypadkowa sita zewnetrzna don przytozona.
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" Ruch érodka masy bryty

a z lll zasady dynamiki wynika, ze I-:21 = —I-:lg, 531 = —I-:13, itd.
Zatem réwnanie ruchu Srodka masy bryty ma postaé

N
Fzewn. lEzewn
Z &3 - :

Srodek masy porusza sie tak, jakby cata masa byta w nim
skupiona, a wypadkowa sita zewnetrzna doh przytozona. Zatem
punkt przytozenia sity zewnetrznej do bryty nie wptywa na ruch
$rodka masy.
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~ Ruch obrotowy bryty

Rozwazmy ponownie réwnanie ruchu elementu «

. N
maFIoz = Fa ; Wi Z
=1

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 21/29



~ Ruch obrotowy bryty

Rozwazmy ponownie réwnanie ruchu elementu «

—

N
maF,a = Fa = éewn' —+ Z Fa,@
/=1

Pomnézmy to réwnanie wektorowo przez rj, i wysumujmy po «

N ) N N
— — — e . —
E Matia X e = E Mo X F22%% + E Mo X Fag,
a=1 a=1 a,5=1

/VZeWn.
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~ Ruch obrotowy bryty

Rozwazmy ponownie réwnanie ruchu elementu «
. N
> Fzewn.
Muljq = Fa a Z
Pomnézmy to réwnanie wektorowo przez rj, i wysumujmy po «

N ) N N
— y — e . —
> mafia X fia = Y Fa X F2 4+ Y o x Fag,
a=1 a=1 a,5=1
/\728\\711.

N+ 1 X Fia + 2 X Far
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~ Ruch obrotowy bryty

Rozwazmy ponownie réwnanie ruchu elementu «
N
~ _ Fzewn. d
T« + Z Fa/@'
B=1

Muljq = Fa

Pomnézmy to réwnanie wektorowo przez rj, i wysumujmy po «

N N N
Zmaﬁaxﬁa = ZﬁaxFéewn.+ Z r/OcXFaﬁa
a=1 a=1 a,5=1

/VZeWn.

N+ 1 X Fia + 2 X Far
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~ Ruch obrotowy bryty

Rozwazmy ponownie réwnanie ruchu elementu «

—

N
maF,a = Fa = éewn' —+ Z Fa,@
/=1

Pomnézmy to réwnanie wektorowo przez rj, i wysumujmy po «

N ) N N
— — — e . —
E Matia X e = E Mo X F22%% + E Mo X Fag,
a=1 a=1 a,5=1

/\728\\"11.
= N + 11 X Fio + fio X F1
+ 1 X Fi3+r3x F1+ ...
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~ Ruch obrotowy bryty

Wyrazy po prawej stronie mozemy pogrupowac w pary,
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~ Ruch obrotowy bryty

Wyrazy po prawej stronie mozemy pogrupowac w pary, np.

i1 X Fi2 4+ fi2 X Fo1 = (f11 — fi2) X F1o2.
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~ Ruch obrotowy bryty

Wyrazy po prawej stronie mozemy pogrupowac w pary, np.
Fir % Fia + Fia X Fo1 = (Fi1 — Fi2) X Fo.
Sita dziatajaca pomiedzy punktami 1 i 2 ma kierunek wektora

rin — r2,
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~ Ruch obrotowy bryty

Wyrazy po prawej stronie mozemy pogrupowac w pary, np.
Fir % Fia + Fia X Fo1 = (Fi1 — Fi2) X Fo.
Sita dziatajaca pomiedzy punktami 1 i 2 ma kierunek wektora
i1 — fi2,

WiQC (F;l — F;2) X /':12 =0.
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~ Ruch obrotowy bryty

Wyrazy po prawej stronie mozemy pogrupowac w pary, np.
Fir % Fia + Fia X Fo1 = (Fi1 — Fi2) X Fo.
Sita dziatajaca pomiedzy punktami 1 i 2 ma kierunek wektora
i1 — fi2,
wiec  (Fj1 — rj2) X Fi» = 0.

Zaniedbujemy przy tym efekty relatywistyczne, ktére moga dawaé
site dziatajacg w innym kierunku,
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~ Ruch obrotowy bryty

Wyrazy po prawej stronie mozemy pogrupowac w pary, np.
Fir % Fia + Fia X Fo1 = (Fi1 — Fi2) X Fo.
Sita dziatajaca pomiedzy punktami 1 i 2 ma kierunek wektora
i1 — fi2,
wiec  (Fj1 — rj2) X Fip = 0.
Zaniedbujemy przy tym efekty relatywistyczne, ktére moga dawaé

site dziatajacg w innym kierunku, jak to ma miejsce np. w
przypadku sity Lorentza.
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~ Ruch obrotowy bryty

Wyrazy po prawej stronie mozemy pogrupowac w pary, np.
Fir % Fia + Fia X Fo1 = (Fi1 — Fi2) X Fo.
Sita dziatajaca pomiedzy punktami 1 i 2 ma kierunek wektora
i1 — fi2,

WiQC (Fil — F;2) X F12 =0.

Zaniedbujemy przy tym efekty relatywistyczne, ktére moga dawaé
site dziatajacg w innym kierunku, jak to ma miejsce np. w
przypadku sity Lorentza.

Zatem otrzymujemy réwnanie ruchu bryty sztywnej w formie

N .
Z mafia X Fla = N=E

a=1

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 22/29



~ Ruch obrotowy bryty

Lewa strone réwnania mozemy zapisaé

—

N N
— 5 d — 5
Z Maljo X Mo = & Z Ma X MaFlo = Learx.,
a=1 a=1
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~ Ruch obrotowy bryty

Lewa strone réwnania mozemy zapisaé

N ) q N ‘ .
Z Malia X Mo = & Z Mo X Malla = Leatk.,
a=1 a=1

gdyz

a XN . N . . N .
72’705 X mOzF/oc: Zmaﬁa X Fla‘i'zma’:;a X ?loc-
dt a=1 a=1 0 a=1
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~ Ruch obrotowy bryty

Lewa strone réwnania mozemy zapisaé

—

N . a .
Z maF;oz X Fla = & Z F;a X maFla = Lcalk.;
a=1 a=1
gdyz
a XN . N . . N .
azfia X mOzF/oc: Zmaﬁa X Fla‘i'zma’:;a X ?loc-
a=1 a=1 0 a=1
Zatem roéwnanie ruchu bryty sztywnej przyjmuje postaé

Lcalk. = e

Y
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~ Ruch obrotowy bryty

Lewa strone réwnania mozemy zapisaé

—

N . a .
Z maF;oz X Fla = a Z Fia X maFla = Lcalk.a
a=1 a=1
gdyz
a XN . N . . N .
azfia X mozFla: Zmaﬁa X Fla‘i'zma’:;a X ?loe-
a=1 a=1 0 a=1
Zatem roéwnanie ruchu bryty sztywnej przyjmuje postaé

Lcalk. = e

Y

— —

gdzie Leapc. 1 N”°™™ s3 mierzone w uktadzie inercjalnym.
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~ Ruch obrotowy bryty

Wréémy do réwnania

N . N
Z mar_;oa X Fla = Z F;oa X Féewn.‘
a=1 a=1
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~ Ruch obrotowy bryty

Wréémy do réwnania
N B N
= -2 = zewn.
E Muliq X Fg = E Mo X Fa .
a=1 a=1

Wybierzmy poczatek uktadu zwigzanego z bryta w jej srodku
masy i podstawmy

—

Na = FS"‘EM

Mo = frs+ ra,

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 24/29



~ Ruch obrotowy bryty

Wréémy do réwnania
N B N
= -2 = zewn.
E Muliq X Fg = E Mo X Fa .
a=1 a=1

Wybierzmy poczatek uktadu zwigzanego z bryta w jej srodku
masy i podstawmy

fia = 5+ 7o,
Fla = FS + Fa,
wdwczas otrzymamy
Zma(%‘i‘ﬁx)x (FS—l—Fa) = Z(Fs_i_,?(’x) % Fgewn.'
a=1 =1
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~ Ruch obrotowy bryty

Rozpisujac iloczyny otrzymamy

N
> ma(Fs+ 7o) x (Fs +Fa) =
a=1

N N N
Zma%XFS+%XZma?a+ZmaaXFS+
a=1 a=1 a=1
———

m

N ..
Z Moy X T =
a=1
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~ Ruch obrotowy bryty

Rozpisujac iloczyny otrzymamy

N
> ma(Fs+ 7o) x (Fs +Fa) =
a=1

N N N
Zma%XFS+%X ZmaFa‘}'Zma’j&XFS‘F
a=1 a=1 a=1
——

m

N . N
S mafe x = Y (Fs x FIo™ 4 7y x o).
a=1 a=1
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~ Ruch obrotowy bryty

Rozpisujac iloczyny otrzymamy

N
> ma(Fs+ 7o) x (Fs +Fa) =
a=1

N N N

E:lnai% Xi%%‘ﬁ§x E:’ﬂaay+'§:’ﬂazyx ﬁ;+
a=1 a=1 a=1
——

m

N . N

S mafe x = Y (Fs x FIo™ 4 7y x o).
a=1 a=1

Poniewaz O = S, to

N N .
ZmaF’Q:O i ZmaFa:0
a=1 a=1
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~ Ruch obrotowy bryty

i nasze réwnanie przyjmuje postaé

N N
Fs x (mr5> + Z MaFy X Py = Fs x Z er“’n + Z r, % erW“
a=1

a=1
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~ Ruch obrotowy bryty

i nasze réwnanie przyjmuje postaé

N N
Fs x (mr5> + Z MaFy X Py = Fs x Z er“’n + Z r, % erW“

a=1 a=1

Pierwszy wyraz po lewej stronie redukuje sie z pierwszym wyrazem
po prawej stronie réwnania dzieki réwnaniu ruchu $rodka masy
bryty

N
mFS _ Z Féewn. — I_—zewn.’

a=1
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~ Ruch obrotowy bryty

i nasze réwnanie przyjmuje postaé

N N
Fs x (mr5> + Z MaFy X Py = Fs x Z er“’n + Z r, % erW“

a=1 a=1

Pierwszy wyraz po lewej stronie redukuje sie z pierwszym wyrazem
po prawej stronie réwnania dzieki réwnaniu ruchu $rodka masy
bryty

N
mFS _ Z Féewn. — I_—zewn.’

a=1

a drugi wyraz po lewej stronie mozemy zapisaé w formie

N
L dtZraxmara—Zmaraxra—i—Zmaraxra
a=1 0 a=1
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~ Ruch obrotowy bryty

W takim razie réwnanie ruchu bryty sztywnej przyjmuje postac

ZS = ,\757
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~ Ruch obrotowy bryty

W takim razie réwnanie ruchu bryty sztywnej przyjmuje postac
Ls = Ns,

gdzie moment pedu Ls i moment sity Ns s3 mierzone wzgledem
$rodka masy bryty.
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~ Ruch obrotowy bryty

W takim razie réwnanie ruchu bryty sztywnej przyjmuje postac
Ls = Ns,

gdzie moment pedu Ls i moment sity Ns s3 mierzone wzgledem
$rodka masy bryty.
Niech %X; beda wersorami osi uktadu zwigzanego z bryta, wéwczas

L= Lix;,

gdzie opuscilismy symbol S, gdyz wszystkie wielkosci okreslone s3
wzgledem Srodka masy bryty.
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~ Ruch obrotowy bryty

W takim razie réwnanie ruchu bryty sztywnej przyjmuje postac
ZS = ,\757

gdzie moment pedu Es i moment sity 1\75 s9 mierzone wzgledem

$rodka masy bryty.

Niech %X; beda wersorami osi uktadu zwigzanego z bryta, wéwczas
L= L%,

gdzie opuscilismy symbol S, gdyz wszystkie wielkosci okreslone s3
wzgledem $rodka masy bryty. Obliczmy pochodna czasowa

L= L%+ Li%
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~ Ruch obrotowy bryty

i przypomnijmy, ze X; = &J X X;, a zatem

ZZL;)?,‘—FL,‘JJ’X)?,‘ZL)?,’%—LUXE:I\_i.

Mechanika klasyczna i relatywistyczna 28/29



~ Ruch obrotowy bryty

i przypomnijmy, ze X; = &J X X;, a zatem

ZZL;)?,‘—FL,‘JJ’X)?,‘ZL)?,’%—LUXE:N.

Znajdzmy i-tg sktadowa ostatniego réwnania uwzgledniajac wzér
Li = ljwj:

/,'J'd)j + Eijkijk = /,-ju'}j + z—:,-jkwj/kmwm =N,.
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~ Ruch obrotowy bryty

i przypomnijmy, ze X; = &J X X;, a zatem

ZZL;)?,‘—FL,‘JJ’X)?,‘ZL)?,’%—LUXE:N.

Znajdzmy i-tg sktadowa ostatniego réwnania uwzgledniajac wzér
Li = ljwj:

/,'J'd)j + Eijkijk = /,-ju'}j + z—:,-jkwj/kmwm =N,.

Jesli osie uktadu zwigzanego z bryta wybierzemy tak, aby
pokrywaty sie z gtéwnymi osiami bezwtadnosci, a wiec

/,',' = I,', I,'J' = 0, dla I'7éj,
to dla poszczegdlnych sktadowych mozemy wykonaé sumowanie po

j. ki m.
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~ Ruch obrotowy bryty

Dla pierwszej sktadowej rownania
/,'jd}j + €ijkwjlkmwm =N;
otrzymamy:

h1w1 + e123w2l33w3 + €130w3howr = hwr — (b — ) wowz = Nj.
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~ Ruch obrotowy bryty

Dla pierwszej sktadowej rownania
/,'jd}j + €ijkwjlkmwm =N;
otrzymamy:
h1w1 + e123w2l33w3 + e1320w3howo = hwy — (b — ) waws = Ny.

Postepujac podobnie dla drugiej i trzeciej sktadowej otrzymamy
uktad réwnan:

hair — (b — B)wowz = Ny,
by — (B — h)wswr = No,
lzws — (/1 — /2) wiws = Ns.

S3 to réwnania Eulera dla bryty sztywnej w uktadzie, ktérego osie
pokrywaja sie z jej gtéwnymi osiami bezwtadnosci, a poczatek
pokrywa sie ze Srodkiem masy bryty lub, w przypadku wiezéw,
znajduje si¢ w nieruchomym punkcie bryty.



