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1. Korzystając ze wzoru
(
~A× ~B

)
i

= εijkAjBk i z tożsamości tensorowej

εijkεimn = δjmδkn − δjnδkm

udowodnić następujące tożsamości wektorowe:(
~A× ~B

)
× ~C =

(
~A · ~C

)
~B −

(
~B · ~C

)
~A,

~A×
(
~B × ~C

)
=
(
~A · ~C

)
~B −

(
~A · ~B

)
~C,

~A ·
(
~B × ~C

)
= ~B ·

(
~C × ~A

)
= ~C ·

(
~A× ~B

)
.

Wskazówka: W dwóch pierwszych tożsamościach rozważyć i-tą składową wektora po
stronie lewej i pokazać, że jest ona równa i-tej składowej wektora po stronie prawej.

Ponieważ operatory orbitalnego momentu pędu spełniają nastepujące relacje komutacji:

[Li, Lj] = ih̄εijkLk,
[
~L2, Li

]
= 0,

to stany własne orbitalnego momentu pędu wybiera się zwykle w następujacy sposób:

~L2 |lm〉 = l(l + 1) h̄2 |lm〉 ,
Lz |lm〉 = mh̄ |lm〉 ,

gdzie, jak pokażemy w dalszej części kursu, l = 0, 1, 2, ... i m = 0,±1, ...,±l.

2. Pokazać, że dla wartości oczekiwanych w stanie |lm〉 zachodzi

(a) 〈lm |Lx |lm〉 = 〈lm |Ly |lm〉 = 0,

(b) 〈lm |LxLy + LyLx| lm〉 = 0,

(c) 〈lm |L2x |lm〉 = 〈lm |L2y |lm〉.

3. Jaką relację nieoznaczoności spełniają składowe L1 i L2 operatora orbitalnego momentu
pędu, dla których [L1, L2] = ih̄L3? W których stanach własnych |lm〉 operatorów ~L2 i
L3 można jednocześnie najdokładniej zmierzyć L1 i L2?

4. Pokazać, że wariancja kąta azymutalnego ϕ i wariancja trzeciej składowej orbitalnego
momentu pędu L3 w stanie kwantowym opisywanym funkcją falową ψ = 1√

π
sinϕ wyno-

szą odpowiednio
(
π2

3 −
1
2

)
i h̄2.

5. Udowodnić, że jeśli operator A komutuje z dwoma składowymi momentu pędu, to ko-
mutuje również z trzecią.



6. Macierze Pauliego, σi, i = 1, 2, 3, można zdefiniować jako macierze 2 × 2 spełniające
warunki:

[σi, σj] = 2iεijkσk, {σi, σj} ≡ σiσj + σjσi = 2δij, i, j = 1, 2, 3.

Udowodnić, że

(a) σiσj = δij + iεijkσk,

(b) σ1σ2σ3 = i,

(c) Tr σi = 0,

(d) det σi = −1.

7. Niech ~a = [a1, a2, a3] i ~b = [b1, b2, b3] będą dowolnymi wektorami o składowych rzeczy-
wistych lub zespolonych, a ~σ = [σ1, σ2, σ3], gdzie σi, i = 1, 2, 3 są macierzami Pauliego.
Oznaczmy â ≡ ~a · ~σ. Udowodnić, że

(a) â2 = ~a2,

(b)
{
â, b̂

}
= 2~a ·~b,

(c) â · b̂ = ~a ·~b+ i~σ ·
(
~a×~b

)
.

8. Udowodnić, że

eiϕ
1
2σ3 σ1 e

−iϕ 12σ3 = σ1 cosϕ− σ2 sinϕ,
eiϕ

1
2σ3 σ2 e

−iϕ 12σ3 = σ2 cosϕ+ σ1 sinϕ,

gdzie σi, i = 1, 2, 3, są macierzami Pauliego.
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