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W uktadzie kartezjanskim wektor potozenia (wodzacy) r taczacy
poczatek uktadu O z punktem P(x,y,z) ma wspbtrzedne:

P(x,y,2)

u!

r=[x—-0,y—0,z-0] =[x,y,z].
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W uktadzie kartezjanskim wektor potozenia (wodzacy) r taczacy
poczatek uktadu O z punktem P(x,y,z) ma wspbtrzedne:

P(x,y,2)
F=[x—0,y—0,z—0] = [x,y,2]
) o, = A=VPe2
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Zauwazmy, ze wektor ten ma doktadnie takie same wspotrzedne
Jjak punkt P.
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W uktadzie kartezjanskim wektor potozenia (wodzacy) r taczacy
poczatek uktadu O z punktem P(x,y,z) ma wspbtrzedne:

P(x,y, 2)

u!

r=[x—-0,y—0,z-0] =[x,y,z].

B ’ , = | =Vr?+22=4/x24+y?+ 22

8

Zauwazmy, ze wektor ten ma doktadnie takie same wspotrzedne
Jjak punkt P.

Dlatego mozemy uzy¢ go do opisu potozenia punktu materialnego
w trakcie ruchu.
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Wersory .

Zdefiniujmy wersory, czyli wektory jednostkowe wzdtuz osi uktadu
kartezjanskiego.

z
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Wersory B

Zdefiniujmy wersory, czyli wektory jednostkowe wzdtuz osi uktadu
kartezjanskiego.

z

Wersory spetniaja relacje:

’ A

X =1yl=12l=1,
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Wersory B

Zdefiniujmy wersory, czyli wektory jednostkowe wzdtuz osi uktadu
kartezjanskiego.

z

Wersory spetniaja relacje:

’ A

=pl=2=1 xxy=z
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Wersory B

Zdefiniujmy wersory, czyli wektory jednostkowe wzdtuz osi uktadu
kartezjanskiego.

z

Wersory spetniaja relacje:
X =1yl=12=1, Xxy=2z.

Ostatnia réownos$¢ oznacza, ze
uktad kartezjanski jest prawo-

/ v skretny.
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Wersory B

Zdefiniujmy wersory, czyli wektory jednostkowe wzdtuz osi uktadu
kartezjanskiego.

z

Wersory spetniaja relacje:
X =1yl=12=1, Xxy=2z.

Ostatnia réownos$¢ oznacza, ze
uktad kartezjanski jest prawo-

/ v skretny.

Przy uzyciu wersoréw wektor ten mozemy zapisa¢ w formie:

r= [xyzl=xX+yy+z2
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Wersory B

Zdefiniujmy wersory, czyli wektory jednostkowe wzdtuz osi uktadu
kartezjanskiego.

z

Wersory spetniaja relacje:
X =1yl=12=1, Xxy=2z.

Ostatnia réownos$¢ oznacza, ze
uktad kartezjanski jest prawo-

/ v skretny.

Przy uzyciu wersoréw wektor ten mozemy zapisa¢ w formie:

r= [xyzl=xX+yy+z2

= [x1, X2, x3]
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Wersory B

Zdefiniujmy wersory, czyli wektory jednostkowe wzdtuz osi uktadu
kartezjanskiego.

z

Wersory spetniaja relacje:
X =1yl=12=1, Xxy=2z.

Ostatnia réownos$¢ oznacza, ze
uktad kartezjanski jest prawo-

/ v skretny.

Przy uzyciu wersoréw wektor ten mozemy zapisa¢ w formie:

r= [xyzl=xX+yy+z2
= [x1,Xx,Xx3) = x1 &1 + x & + x3 &3.
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Wektor potozenia

PrzyjeliSmy tutaj konwencje

X = X1, Yy = Xp, zZ = x3,

Wstep matematyczny 4/22



Wektor potozenia

PrzyjeliSmy tutaj konwencje
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PrzyjeliSmy tutaj konwencje

ktéra, jak sie przekonamy dalej, jest bardzo wygodna.

Wstep matematyczny 4/22



W uktadzie sferycznym potozenie punktu opisujemy podajac jego
odlegto$¢ od poczatku uktadu r = |r], oraz katy: biegunowy 6 i
azymutalny ¢.
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W uktadzie sferycznym potozenie punktu opisujemy podajac jego
odlegto$¢ od poczatku uktadu r = |r], oraz katy: biegunowy 6 i
azymutalny ¢.
z Zwiazki ze wspdtrzednymi karte-
zjanskimi s3 nastepujace:

r' cos = rsinf cos p,
y = r'sinp

X
|
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W uktadzie sferycznym potozenie punktu opisujemy podajac jego
odlegto$¢ od poczatku uktadu r = |r], oraz katy: biegunowy 6 i
azymutalny ¢.

Zwiazki ze wspdtrzednymi karte-
zjanskimi s3 nastepujace:

x = r'cosp = rsinfcosp,
y = r'sinp=rsinfsiny,
z = rcosd,

gdzie r' = rsinf.
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W uktadzie sferycznym potozenie punktu opisujemy podajac jego
odlegto$¢ od poczatku uktadu r = |r], oraz katy: biegunowy 6 i

azymutalny ¢.

Zwiazki ze wspdtrzednymi karte-
zjanskimi s3 nastepujace:

r' cos = rsinf cos p,

X =
o,

y = r'sing =rsinfsinyp,

z = rcosd,

gdzie r' = rsinf.

Zakresy zmiennos$ci wspbtrzednych sferycznych:
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W uktadzie sferycznym potozenie punktu opisujemy podajac jego
odlegto$¢ od poczatku uktadu r = |r], oraz katy: biegunowy 6 i

azymutalny ¢.

Zwiazki ze wspdtrzednymi karte-
zjanskimi s3 nastepujace:

r' cos = rsinf cos p,

X =
o,

y = r'sing =rsinfsinyp,

z = rcosd,

gdzie r' = rsinf.

Zakresy zmiennos$ci wspbtrzednych sferycznych:

0<r<oo, 0<b<m, 0 < p<2m.

Wstep matematyczny 5/22




Ustalajac jedng ze wspdtrzednych w uktadzie sferycznym
otrzymamy powierzchnie.

N

raxis
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Ustalajac jedng ze wspdtrzednych w uktadzie sferycznym
otrzymamy powierzchnie.

N

raxis

r=ry = sfera o promieniu ry
0 =0y = pobocznica stozka o
kacie pdétrozwartosci 0

©=¢o = potptaszczyzna two-
rzaca kat g z ptaszczyzna xOz.
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Ustalajac jedng ze wspdtrzednych w uktadzie sferycznym
otrzymamy powierzchnie.

N

raxis

r=ry = sfera o promieniu ry
0 =0y = pobocznica stozka o
kacie pdétrozwartosci 0

©=¢o = potptaszczyzna two-
rzaca kat g z ptaszczyzna xOz.

Ustalajac jednoczesnie dwie wspdtrzedne otrzymamy linie. Np.
r=rnif==0y = okrag (réwnoleznik),

r=rnip=¢y = polokrag (potudnik),

0=0piip=wg = potprosta o poczatku w Srodku sfery,
gdzie wykorzystaliémy oczywistg analogie z globusem.
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W uktadzie cylindrycznym potozenie punktu opisujemy podajac
jego odlegtos¢ od wybranej osi r, kat azymutalny ¢ oraz wysokos$¢
z nad ptaszczyzne prostopadta do wybranej osi, do ktérej nalezy
poczatek uktadu O.
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W uktadzie cylindrycznym potozenie punktu opisujemy podajac
jego odlegtos¢ od wybranej osi r, kat azymutalny ¢ oraz wysokos$¢
z nad ptaszczyzne prostopadta do wybranej osi, do ktérej nalezy
poczatek uktadu O.

Zwiazki ze wspo6trzednymi kar-
tezjanskimi:

X = rcosey,
y = rsingp,
z = z.

Zakresy zmiennosci wspotrzednych cylindrycznych:

0<r<oo, 0 < p < 2m, -0 <z < o0.
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Zadanie. Jak wygladaja linie statych wspétrzednych w uktadzie
cylindrycznym?
Zauwazmy, ze linie statych wspoétrzednych w uktadzie sferycznym i
cylindrycznym, chociaz mogg by¢ liniami krzywymi, to zawsze
przecinaja sie pod katami prostymi w kazdym punkcie
3-wymiarowej przestrzeni, tzn.

@ Poy(ro,00,0) w uktadzie sferycznym i

® Poy(ro, o, 20) w uktadzie cylindrycznym.

Wstep matematyczny 8/22



Zadanie. Jak wygladaja linie statych wspétrzednych w uktadzie
cylindrycznym?
Zauwazmy, ze linie statych wspoétrzednych w uktadzie sferycznym i
cylindrycznym, chociaz mogg by¢ liniami krzywymi, to zawsze
przecinaja sie pod katami prostymi w kazdym punkcie
3-wymiarowej przestrzeni, tzn.

@ Poy(ro,00,0) w uktadzie sferycznym i

® Poy(ro, o, 20) w uktadzie cylindrycznym.

Dlatego uktady sferyczny i cylindryczny nazywamy ortogonalnymi
uktadami wspétrzednych.
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Wektor w przestrzeni tréjwymiarowej mozemy zapisaé

F=x161+x &+ x3 &
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Wektor w przestrzeni tréjwymiarowej mozemy zapisaé

3
F=xibi+xb+x3sé=) x&
i—1
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Wektor w przestrzeni tréjwymiarowej mozemy zapisaé

3
F=xibi+x&+x3b=) xé&=xé,
i—1
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Wektor w przestrzeni tréjwymiarowej mozemy zapisaé
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i=1

gdzie w ostatniej réwnosci pomineliémy symbol sumy.
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Wektor w przestrzeni tréjwymiarowej mozemy zapisaé
3

F=xibi+x&+x3b=) xé&=xé,
i=1

gdzie w ostatniej réwnosci pomineliémy symbol sumy.

Za Einsteinem przyjmiemy nastepujaca konwencje.
Wskaznik sumacyjny w wyrazeniu iloczynowym zawsze sie
powtarza (wystepuje dwukrotnie) dlatego, jesli tylko zakres
sumowania jest oczywisty, mozemy pominaé znak sumy.
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Rozwazmy dwa wektory 3'i b w uktadzie kartezjanskim

a = [a1,a, a3
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Rozwazmy dwa wektory 3'i b w uktadzie kartezjanskim

a = [apaa]=aé+aéb+azé
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Rozwazmy dwa wektory 3'i b w uktadzie kartezjanskim

d = |a,aa]l=aé+taé&+az3é&=aé,
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Rozwazmy dwa wektory 3'i b w uktadzie kartezjanskim

d = |a,aa]l=aé+taé&+az3é&=aé,
b
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Rozwazmy dwa wektory 3'i b w uktadzie kartezjanskim

[a1,a2,83) = a1 &1+ a2 &+ a3 & = a; &,

T g
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Rozwazmy dwa wektory 3'i b w uktadzie kartezjanskim

= [a,a0,a3) =a1é1+axér+ a3 8 =3 é,
= [b1, by, b3] = b1 é1+ by & + b3 &3

T g
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Rozwazmy dwa wektory 3'i b w uktadzie kartezjanskim
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= [b1,bo,b3] = b1 &1+ bo &+ b3 & = b; é;.

T g
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T g

Suma wektoréw J'i b ma postaé

5+b =
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Rozwazmy dwa wektory 3'i b w uktadzie kartezjanskim

[a1,a2,83) = a1 &1+ a2 &+ a3 & = a; &,
= [b1,bo,b3] = b1 &1+ bo &+ b3 & = b; é;.

T g

Suma wektoréw J'i b ma postaé

5—1—5 = [a1+b1,32+b2,a3+b3]
= (a1+b) &+ (a2+b2) &+ (az+ b3) &
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Rozwazmy dwa wektory 3'i b w uktadzie kartezjanskim

[a1,a2,83) = a1 &1+ a2 &+ a3 & = a; &,
= [b1,bo,b3] = b1 &1+ bo &+ b3 & = b; é;.

T g

Suma wektoréw J'i b ma postaé

i+b = [a1 + b1, a2 + bo, a3 + bs]
= (a1+b1) &+ (a2+b2) &+ (a3 + b3) & = (aj + by) é.
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Rozwazmy dwa wektory 3'i b w uktadzie kartezjanskim

T g

[a1,a2,83) = a1 &1+ a2 &+ a3 & = a; &,
= [b1,bo,b3] = b1 &1+ bo &+ b3 & = b; é;.
Suma wektoréw 3 i b ma postaé
i+b =

[a1 + b1, a2 + b2, a3 + bs]

(a1 + b1) é + (a2 + b2) & + (a3 + b3) & = (a; + bj) é.
lloczyn

wektora & przez liczbe ¢ wyraza sie wzorem

¢ 8= [ca1, cap, cas]
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Rozwazmy dwa wektory 3'i b w uktadzie kartezjanskim

a [a1,a2,83) = a1 &1+ a2 &+ a3 & = a; &,
b = [bibobs]l=biéi+bé&+bsés=bé.
Suma wektoréw 3 i b ma postaé
5—1—5 = [a1+b1,32+b2,a3+b3]
= (31+b1) él+(32+b2) é2—|—(a3+b3) & = (a;+b;) é.
lloczyn

wektora & przez liczbe ¢ wyraza sie wzorem

€ 3= [cai,cap, caz] =cay é + cax & + ca3 &
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Rozwazmy dwa wektory 3'i b w uktadzie kartezjanskim

[a1,a2,a3] =

[b17 b27 b3]

T g

aléit+aéb+azé=aé,

by é + by &+ b3 &3
Suma wektoréw 3 i b ma postaé

= Eb,‘ é,'.
i+b =

[a1 + b1, a2 + b2, a3 + bs]

(31 + bl) é + (32 + b2) é + (33 + b3) & = (a,- + b,‘) é.
lloczyn

wektora & przez liczbe ¢ wyraza sie wzorem

c 3= [cai,cap, caz] =cay é + cax & + caz & = ca; é.
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lloczyn skalarny wektoréw 3'i b definiujemy nastepujaco

F-b=|3] |b|cosh,

gdzie 6 — kat pomiedzy wektorami J'i b.
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lloczyn skalarny wektoréw 3'i b definiujemy nastepujaco

F-b=|3] |b|cosh,
gdzie 6 — kat pomiedzy wektorami J'i b.
W uktadzie kartezjanskim iloczyn skalarny wektoréw 3 i b wyraza

sie wzorem:

a- E: aibi1 + axby + azbs = a;jb;.
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lloczyn skalarny wektoréw 3'i b definiujemy nastepujaco

F-b=|3] |b|cosh,
gdzie 6 — kat pomiedzy wektorami J'i b.
W uktadzie kartezjanskim iloczyn skalarny wektoréw 3 i b wyraza
sie wzorem:
a- E: aibi1 + axby + azbs = a;jb;.

Rzeczywiscie, zapiszmy a = a;é;, b = b;&; i obliczmy

a-b=
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lloczyn skalarny wektoréw 3'i b definiujemy nastepujaco

F-b=|3] |b|cosh,
gdzie 6 — kat pomiedzy wektorami J'i b.
W uktadzie kartezjanskim iloczyn skalarny wektoréw 3 i b wyraza
sie wzorem:
a- E: aibi1 + axby + azbs = a;jb;.

Rzeczywiscie, zapiszmy a = a;é;, b = b;&; i obliczmy

E-b:a,-é,--bjé-:
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F-b=|3] |b|cosh,
gdzie 6 — kat pomiedzy wektorami J'i b.
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sie wzorem:
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lloczyn skalarny wektoréw 3'i b definiujemy nastepujaco

F-b=|3] |b|cosh,
gdzie 6 — kat pomiedzy wektorami J'i b.
W uktadzie kartezjanskim iloczyn skalarny wektoréw 3 i b wyraza
sie wzorem:
a- E: aibi1 + axby + azbs = a;jb;.

Rzeczywiscie, zapiszmy a = a;é;, b = b;&; i obliczmy

a-b= a,-é,- : bjé b e, a,-bjé,-j =
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lloczyn skalarny wektoréw 3'i b definiujemy nastepujaco

F-b=|3] |b|cosh,
gdzie 6 — kat pomiedzy wektorami J'i b.
W uktadzie kartezjanskim iloczyn skalarny wektoréw 3 i b wyraza
sie wzorem:
a- E: aibi1 + axby + azbs = a;jb;.

Rzeczywiscie, zapiszmy a = a;é;, b = b;&; i obliczmy

3-b= a,-é,- . bjé b e, a,-bjé,-j = a,-b,-./
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gdzie wprowadziliémy tensor symetryczny 4;;, zwany delta
Kroneckera
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gdzie wprowadziliémy tensor symetryczny 4;;, zwany delta
Kroneckera

s - (L da =]
=10 da i#j

= 011 = 022 = 033 = 1,
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gdzie wprowadziliémy tensor symetryczny 4;;, zwany delta
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s - (L da =]
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gdzie wprowadziliémy tensor symetryczny 4;;, zwany delta
Kroneckera

s - (L da =]
=10 da i#j

= 011 =02 =033 =1, d12 =013 =03 =...=0.

i wykorzystaliSmy relacje ortogonalnosci wersoréw kartezjanskiego
uktadu wspétrzednych
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gdzie wprowadziliémy tensor symetryczny 4;;, zwany delta
Kroneckera

s - (L da =]
=10 da i#j

= 011 =02 =033 =1, d12 =013 =03 =...=0.

i wykorzystaliSmy relacje ortogonalnosci wersoréw kartezjanskiego
uktadu wspétrzednych

e,--ejzé,-j,

ktéra taczy w sobie wtasnosci ich unormowania, |&| =1

Wstep matematyczny 12/22



gdzie wprowadziliémy tensor symetryczny 4;;, zwany delta
Kroneckera

s - (L da =]
=10 da i#j

= 011 =02 =033 =1, d12 =013 =03 =...=0.

i wykorzystaliSmy relacje ortogonalnosci wersoréw kartezjanskiego
uktadu wspétrzednych

e,--ejzé,-j,

ktéra taczy w sobie wtasnosci ich unormowania, |&] =11
wzajemnej ortogonalnosci & L &, /,j=1,2,3.
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Dla dowolnej wielkosci o sktadowych a1, a, a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Wstep matematyczny 13/22



Dla dowolnej wielkosci o sktadowych a1, a, a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Rzeczywiscie, dla i = 1 (podobnie dla i = 2,3) mamy

ajoyj =
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Dla dowolnej wielkosci o sktadowych a1, a, a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Rzeczywiscie, dla i = 1 (podobnie dla i = 2,3) mamy

3
ajb1j = Y ajy;
=1
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Dla dowolnej wielkosci o sktadowych a1, a, a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Rzeczywiscie, dla i = 1 (podobnie dla i = 2,3) mamy

3
ajbyj = Y ajdy =
=1
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Dla dowolnej wielkosci o sktadowych a1, a, a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Rzeczywiscie, dla i = 1 (podobnie dla i = 2,3) mamy

3
ajdy = Y ajdy; = a1611 + axb12 + a3d1s
=t
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Dla dowolnej wielkosci o sktadowych a1, a, a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Rzeczywiscie, dla i = 1 (podobnie dla i = 2,3) mamy

3
ajdy = Y ajdy; = a1611 + axb12 + a3d1s
=t
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Dla dowolnej wielkosci o sktadowych a1, a, a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Rzeczywiscie, dla i = 1 (podobnie dla i = 2,3) mamy

3
ajdy = Y ajdy; = a1611 + axb12 + a3d1s
=t

= a-14a-04+a3-0=a;.
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Dla dowolnej wielkosci o sktadowych a1, a, a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Rzeczywiscie, dla i = 1 (podobnie dla i = 2,3) mamy

3
ajdy = Y ajdy; = a1611 + axb12 + a3d1s
j=1
= a-14a-04+a3-0=a;.

Dtugos¢ wektora a obliczamy nastepujaco

a=|al
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Dla dowolnej wielkosci o sktadowych a1, a, a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Rzeczywiscie, dla i = 1 (podobnie dla i = 2,3) mamy

3
ajdy = Y ajdy; = a1611 + axb12 + a3d1s
j=1
= a-14a-04+a3-0=a;.

Dtugos¢ wektora a obliczamy nastepujaco

a=|3] =/a? + a3 + a3
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Dla dowolnej wielkosci o sktadowych a1, a, a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Rzeczywiscie, dla i = 1 (podobnie dla i = 2,3) mamy

3
ajdy = Y ajdy; = a1611 + axb12 + a3d1s
j=1
= a-14a-04+a3-0=a;.

Dtugos¢ wektora a obliczamy nastepujaco

a=|3] =/a? + a3+ a5 = Vaia

Wstep matematyczny 13/22



Dla dowolnej wielkosci o sktadowych a1, a, a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Rzeczywiscie, dla i = 1 (podobnie dla i = 2,3) mamy

3
ajdy = Y ajdy; = a1611 + axb12 + a3d1s
j=1
= a-14a-04+a3-0=a;.

Dtugos¢ wektora a obliczamy nastepujaco

a=|al =\/al+a3+aj=/aa =Va a
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Dla dowolnej wielkosci o sktadowych a1, a, a3 zachodzi

ajé,-j = aj, i = 1,2,3.

Rzeczywiscie, dla i = 1 (podobnie dla i = 2,3) mamy

3
ajdy = Y ajdy; = a1611 + axb12 + a3d1s
j=1
= a-14a-04+a3-0=a;.

Dtugos¢ wektora a obliczamy nastepujaco

a=|3l =\/a3+ a3+ a3 = aa =Va a= Va3
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lloczyn wektorowy wektoréw J'i b definiujemy nastepujaco
x b= 13| |b|sinf &,

gdzie é jest wektorem jednostkowym prostopadtym do ptaszczyzny
wyznaczonej przez wektory 3'i b,
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lloczyn wektorowy wektoréw J'i b definiujemy nastepujaco
x b= 13| |b|sinf &,

gdzie é jest wektorem jednostkowym prostopadtym do ptaszczyzny
wyznaczonej przez wektory 3 i b, ktérego zwrot wyznaczamy
zgodnie z reguta Sruby prawoskretne;.
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lloczyn wektorowy wektoréw J'i b definiujemy nastepujaco
x b= 13| |b|sinf &,

gdzie é jest wektorem jednostkowym prostopadtym do ptaszczyzny
wyznaczonej przez wektory 3 i b, ktérego zwrot wyznaczamy
zgodnie z reguta Sruby prawoskretne;.

W uktadzie kartezjanskim zachodzi wzér:

. é & &
ax b= ap 4a as
by by b3
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lloczyn wektorowy wektoréw J'i b definiujemy nastepujaco
x b= 13| |b|sinf &,

gdzie é jest wektorem jednostkowym prostopadtym do ptaszczyzny
wyznaczonej przez wektory 3 i b, ktérego zwrot wyznaczamy
zgodnie z reguta Sruby prawoskretne;.

W uktadzie kartezjanskim zachodzi wzér:

é & &
dy d2 as = (32b3 — a3b2) él + (33b1 — alb3) éz
b1 by b3 + (31b2 — azbl) és.

W
X
oy
I
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Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny e;j Levi-Civity
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Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny e;j Levi-Civity

o = sgn(f, j, k), (i,j, k) permutacja liczb 1,2, 3,
ik = 0, w pozostalych przypadkach.
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o = sgn(f, j, k), (i,j, k) permutacja liczb 1,2, 3,
ik = 0, w pozostalych przypadkach.
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Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny e;j Levi-Civity

o = sgn(f, j, k), (i,j, k) permutacja liczb 1,2, 3,
ik = 0, w pozostalych przypadkach.

= €123 =1,
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Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny e;j Levi-Civity

o = sgn(f, j, k), (i,j, k) permutacja liczb 1,2, 3,
ik = 0, w pozostalych przypadkach.

= ¢e13=1, 132 =
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Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny e;j Levi-Civity

o = sgn(f, j, k), (i,j, k) permutacja liczb 1,2, 3,
ik = 0, w pozostalych przypadkach.

= ¢e13=1, e132= —1,
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Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny e;j Levi-Civity

o = sgn(f, j, k), (i,j, k) permutacja liczb 1,2, 3,
ik = 0, w pozostalych przypadkach.

= e13=1, c13p= —1, ez =
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Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny e;j Levi-Civity

o = sgn(f, j, k), (i,j, k) permutacja liczb 1,2, 3,
ik = 0, w pozostalych przypadkach.
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Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny e;j Levi-Civity

. _{ sgn(f, j, k), (i,j, k) permutacja liczb 1,2, 3,
ijk =

0, w pozostalych przypadkach.
= e3=1 e2= -1, eaz= —1,
€231 =
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Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny e;j Levi-Civity
o = sgn(f, j, k), (i,j, k) permutacja liczb 1,2, 3,
ik = 0, w pozostalych przypadkach.

= e13=1, e13p= —1, e3= —1,

e231 =1, e312=1,
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Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny e;j Levi-Civity

. _{ sgn(f, j, k), (i,j, k) permutacja liczb 1,2, 3,
ijk =

0, w pozostalych przypadkach.
= c13=1, = -1, exnz= —1,
g31 =1, e312=1, €321 =
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Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny e;j Levi-Civity

. _{ sgn(f, j, k), (i,j, k) permutacja liczb 1,2, 3,
ijk =

0, w pozostalych przypadkach.
= ¢e13=1, ec132= -1, exz3= —1,
€31 =1, e310=1, €31 = — 1,
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Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny e;j Levi-Civity

. _{ sgn(f, j, k), (i,j, k) permutacja liczb 1,2, 3,
ijk =

0, w pozostalych przypadkach.
= ¢e13=1, ec132= -1, exz3= —1,
€31 =1, e310=1, €31 = — 1,
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Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny e;j Levi-Civity

. _{ sgn(f, j, k), (i,j, k) permutacja liczb 1,2, 3,
ijk =

0, w pozostalych przypadkach.
= ¢e13=1, ec132= -1, exz3= —1,
€31 =1, e32=1, €31 = — 1,
€121 =0,

Wstep matematyczny 15/22



Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny e;j Levi-Civity

. _{ sgn(f, j, k), (i,j, k) permutacja liczb 1,2, 3,
ijk =

0, w pozostalych przypadkach.
= ¢e13=1, ec132= -1, exz3= —1,
€31 =1, e310=1, €31 = — 1,

€121 =0, e23 =
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Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny e;j Levi-Civity

. _{ sgn(f, j, k), (i,j, k) permutacja liczb 1,2, 3,
ijk =

0, w pozostalych przypadkach.
= ¢e13=1, ec132= -1, exz3= —1,
€31 =1, e310=1, €31 = — 1,

€121 =0, €23 =0,

Wstep matematyczny 15/22



Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny e;j Levi-Civity

. _{ sgn(f, j, k), (i,j, k) permutacja liczb 1,2, 3,
ijk =

0, w pozostalych przypadkach.
= e13=1, e13p= —1, e3= —1,
€31 =1, e32=1, €31 = — 1,
€121 =0, €223 =0, €333 =
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Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny e;j Levi-Civity

. _{ sgn(f, j, k), (i,j, k) permutacja liczb 1,2, 3,
ijk =

0, w pozostalych przypadkach.
= e13=1, e13p= —1, e3= —1,
€31 =1, e32=1, €31 = — 1,
€121 =0, €223 =0, €333 =0, ...
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Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny e;j Levi-Civity

. _{ sgn(f, j, k), (i,j, k) permutacja liczb 1,2, 3,
ijk =

0, w pozostalych przypadkach.
= e123=1, c13o0= —1, enz= —1,
€31 =1, e310 =1, €31 = — 1,
€121 =0, €223 =0, €333 =0, ...

Uwaga. Pseudotensor rézni sie od tensora jedynie sposobem
transformacji przy odbiciach przestrzennych, r — —r.
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Zdefiniujmy pseudotensor antysymetryczny e;j Levi-Civity

. _{ sgn(f, j, k), (i,j, k) permutacja liczb 1,2, 3,
ijk =

0, w pozostalych przypadkach.
= e13=1, e13p= —1, e3= —1,
€31 =1, e32=1, €31 = — 1,
€121 =0, €223 =0, €333 =0, ...

Uwaga. Pseudotensor rézni sie od tensora jedynie sposobem
transformacji przy odbiciach przestrzennych, r — —r.
Dlatego czesto pomija sie przedrostek pseudo i uzywa nazwy
tensor.
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Pokazemy, ze i-ta sktadowa iloczynu wektorowego mozna wyrazi¢
poprzez tensor antysymetryczny w nastepujacy sposob

(5>< E)’ = 5,-jkajbk, I = 1,2,3.
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Wstep matematyczny 16/22



Pokazemy, ze i-ta sktadowa iloczynu wektorowego mozna wyrazi¢
poprzez tensor antysymetryczny w nastepujacy sposob
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Zgijkgimn = €jjk€imn = 6jm5kn - 6jn5km-
i=1

W dowodzie wykorzystamy udowodniong wczesniej tozsamosé

dii Oim  din
Eijk€imn = dii Ojm Ojn | = 0ii0jmOkn + 0imOjndki + 0indjiOkm
Oki Okm Okn —0in0jmOki — 6iiOjndkm — Oim0jidkn
30imOkn + 0jndkm + 0jnOkm — OjmOkn — 30jn0km — OjmOkn
= jmOkn — OjnOkm,
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di = O6n+dxn+d=1+1+1=3,
OkiOim = Ok101m + 0k202m + 0k303m = Okm

gdzyz obie delty Kroneckera w iloczynie s3 niezerowe tylko jesli
k=m.
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fatwo jest zapamietad, biorac pod uwage, ze w pierwszym iloczynie
delt Kroneckera po prawej stronie tgczymy ze sobg drugi indeks z
drugim i trzeci z trzecim,
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di = O6n+dxn+d=1+1+1=3,

OkiOim = Ok101m + 0k202m + 0k303m = Ok,
gdzyz obie delty Kroneckera w iloczynie s3 niezerowe tylko jesli
k=m.

Tozsamosé

Eijk€imn = 5jm6kn - (5jn5km

fatwo jest zapamietad, biorac pod uwage, ze w pierwszym iloczynie
delt Kroneckera po prawej stronie tgczymy ze sobg drugi indeks z
drugim i trzeci z trzecim, a w drugim iloczynie fagczymy indeksy
naprzemiennie.
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