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Niech X i Y beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K liczb
rzeczywistych lub zespolonych.
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Niech X i Y beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K liczb
rzeczywistych lub zespolonych.
Odwzorowanie A : X — Y nazywamy operatorem liniowym, jesli

A (31X1 + 82X2) = 31A (Xl) + arA (X2) ,

dla dowolnych x1,x € X i a1, a» € K.
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Niech X i Y beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K liczb
rzeczywistych lub zespolonych.
Odwzorowanie A : X — Y nazywamy operatorem liniowym, jesli

A (31X1 + 82X2) = 31A (Xl) + arA (X2) ,

dla dowolnych x1,x € X i a1, a» € K.
Jezeli Y = K, to operator liniowy A : X — K nazywamy
funkcjonatem liniowym.
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Przyktady. Operator rézniczkowy jest operatorem liniowym
odwzorowujgcym przestrzen wektorowa funkcji rzeczywistych
rézniczkowalnych okreslonych na przedziale [a, b] C R w przestrzen

funkcji rzeczywistych na tym przedziale.
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b
Operator catkowy [ f(x)dx jest funkcjonatem liniowym
a
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rézniczkowalnych okreslonych na przedziale [a, b] C R w przestrzen
funkcji rzeczywistych na tym przedziale. Dla f, g : [a, b] — R,

a, € R mamy
d df d
£ (af() + fgx)) = a T 4 g ),

b
Operator catkowy [ f(x)dx jest funkcjonatem liniowym
a

b
[ (@f(x) + e(x)) dx =
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Przyktady. Operator rézniczkowy jest operatorem liniowym
odwzorowujgcym przestrzen wektorowa funkcji rzeczywistych
rézniczkowalnych okreslonych na przedziale [a, b] C R w przestrzen
funkcji rzeczywistych na tym przedziale. Dla f, g : [a, b] — R,

a, € R mamy

(@) + g() =0 ) 4 5 )

b
Operator catkowy [ f(x)dx jest funkcjonatem liniowym
a

b

/b (af(x) + Bg(x)) dx = a /b F(x)dx + 3 / g(x)dx.
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Kazdy operator liniowy A : K" — K™, gdzie K jest ciatem liczb
rzeczywistych lub zespolonych, jest postaci y = Ax, gdzie

y1 = auxy + aexe + -+ + ainXn,
Yo = anixy + azxppxo + -+ + axpXp,

Ym = @miX1 + am2x2 + -+ + amnXn,

przy czym x = (x1,x2,...,%n), ¥ = (y1,¥2,--.,¥m), ajj € K.
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Kazdy operator liniowy A : K" — K™, gdzie K jest ciatem liczb
rzeczywistych lub zespolonych, jest postaci y = Ax, gdzie

y1 = auxy + aexe + -+ + ainXn,
Yo = anixy + azxppxo + -+ + axpXp,

Ym = @miX1 + am2x2 + -+ + amnXn,

przy czym x = (x1,x2,...,%n), ¥ = (y1,¥2,--.,¥m), ajj € K.
Powyzszy ukfad réwnan mozemy zapisa¢ w formie

n
y,':Za,-ij, i=12,....,m.
Jj=1
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Rzeczywiscie, wybierzmy baze w K"

e1 =(1,0,...,0), e =(0,1,...,0),...,e, = (0,0, ..., 1)
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Rzeczywiscie, wybierzmy baze w K"

e =(1,0,...,0), &=(0,1,...,0),...,e, =(0,0,...,1)
i baze w K™

e; = (1,0,...,0), & =(0,1,...,0),...,e,, = (0,0, ..., 1).
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i baze w K™

e; = (1,0,...,0), & =(0,1,...,0),...,e,, = (0,0, ..., 1).

m
y = D vie=Ax=
i=1
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Rzeczywiscie, wybierzmy baze w K"

e =(1,0,...,0), &=(0,1,...,0),...,e, =(0,0,...,1)
i baze w K™

m n n
y = > yie=Ax=A (ijej) =Y xA(e)
i=1 j=1 j=1
n m
= D% e
j=1 =1
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Rzeczywiscie, wybierzmy baze w K"

e =(1,0,...,0), &=(0,1,...,0),...,e, =(0,0,...,1)
i baze w K™

e; = (1,0,...,0), & =(0,1,...,0),...,e,, = (0,0, ..., 1).

m n n
y = > yieg=Ax=A (ijej) =D xA(e)
i=1 j=1 j=1
n m m n
= DXy ael =) > ayxe
j=1 =1
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Rzeczywiscie, wybierzmy baze w K"

e1 =(1,0,...,0), e =(0,1,...,0),...,e, = (0,0, ..., 1)

m n n
v = Sl ac=s (zxjej):zxjAe
-1 j=1 =1

i

n m m n n
= Z Z =D D axel = yi=) ax,
j=1 =1 j=1

i=1j=1
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Rzeczywiscie, wybierzmy baze w K"

e1 =(1,0,...,0), e =(0,1,...,0),...,e, = (0,0, ..., 1)

m n n
v = Sl ac=s (zxjej):zxjAe
-1 j=1 =1

i

n m m n n
= Z Z =D D axel = yi=) ax,
j=1 =1 j=1

i=1j=1

dlai=12,...,m
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Widzimy, ze operatory liniowe mozemy reprezentowal poprzez
macierze — skofczenie lub nieskofczenie wymiarowe.

Matematyczne podstawy mech kwantowej 6/33



Widzimy, ze operatory liniowe mozemy reprezentowal poprzez
macierze — skofczenie lub nieskofczenie wymiarowe.
W rozpatrywanym przyktadzie macierz operatora A : K" — K™ ma

postaé
d11 412 ain
A= ar1 ax» azp ,
dml dm2 dmn
gdzie a; € K.
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Niech A, B beda operatorami liniowymi w przestrzeni Hilberta
X(K).
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Niech A, B beda operatorami liniowymi w przestrzeni Hilberta
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Niech A, B beda operatorami liniowymi w przestrzeni Hilberta
X(K). Dla kazdego x € X(K) definiujemy:
iloczyn cA operatora A przez liczbe c € K

(cA)x = ¢(Ax),
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Niech A, B beda operatorami liniowymi w przestrzeni Hilberta
X(K). Dla kazdego x € X(K) definiujemy:
iloczyn cA operatora A przez liczbe c € K

(cA)x = ¢(Ax),
sume A + B operatorédw A i B

(A+ B)x = Ax + Bx,

Matematyczne podstawy mechaniki kwantowej 7/33



Niech A, B beda operatorami liniowymi w przestrzeni Hilberta
X(K). Dla kazdego x € X(K) definiujemy:
iloczyn cA operatora A przez liczbe c € K

(cA)x = c(Ax),
sume A+ B operatoréow Ai B
(A+ B)x = Ax + Bx,
iloczyn AB operatoréw A i B
(AB)x = A(Bx),

ktéry rozumiemy jako ztozenie operatoréw.
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Poniewaz ztozenie operatoréw jest na ogdt nieprzemienne, to
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[A,B] = AB — BA.
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Hilberta X(K), a a, b, ¢ € K statymi wspdtczynnikami. Pokazaé ze
komutator spetnia nastepujace wtasnosci:
i) Liniowos$¢ ze wzgledu na pierwszy argument:
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Poniewaz ztozenie operatoréw jest na ogdt nieprzemienne, to
definiujemy komutator [A, B]| operatoréw A i B

[A,B] = AB — BA.

Zadanie. Niech A, B, C beda operatorami liniowymi w przestrzeni
Hilberta X(K), a a, b, ¢ € K statymi wspdtczynnikami. Pokazaé ze
komutator spetnia nastepujace wtasnosci:

i) Liniowos$¢ ze wzgledu na pierwszy argument:
[aA+ bB, C] = a[A, C] + b[B, C]
ii) Antysymetria:
[A, B] = —[B, A
i) [c, Al =[A,c]=0.
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iv) [AB,C] = A[B, C] +[A. C]B
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iv) [AB, C] = A[B, C] + [A, C]B
v) Tozsamos$¢ Jacobiego:

[A,[B, C]] + [B.[C. Al] + [C.[A, B]] = 0.
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iv) [AB, C] = A[B, C] + [A, C]B
v) Tozsamos$¢ Jacobiego:

[A,[B, C]] + [B.[C. Al] + [C.[A, B]] = 0.

i) Liniowo$¢ ze wzgledu na drugi argument:

[A, bB + cC] = b[A, B] + c[A, C].
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iv) [AB, C] = A[B, C] + [A, C]B
v) Tozsamos$¢ Jacobiego:

[A,[B, C]] + [B.[C. Al] + [C.[A, B]] = 0.

i) Liniowo$¢ ze wzgledu na drugi argument:

[A, bB + cC] = b[A, B] + c[A, C].

iv') [A, BC] = B[A, C] + [A, B]C.
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iv) [AB, C] = A[B, C] + [A, C]B
v) Tozsamos$¢ Jacobiego:

[A,[B, C]] + [B.[C. Al] + [C.[A, B]] = 0.

i) Liniowo$¢ ze wzgledu na drugi argument:

[A, bB + cC] = b[A, B] + c[A, C].

iv') [A, BC] = B[A, C] + [A, B]C.

Jako przyktad rozwazmy komutatory operatoréw potozenia x;,
i=1,2,3 i pedu czastki

0
J
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu.

Matematyczne podstawy mechaniki kwantowej 10/33



w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkgcji ¢» € X zachodzi

Matematyczne podstawy mechaniki kwantowej 10/33



w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkgcji ¢» € X zachodzi

[xi, pj]v
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkgcji ¢» € X zachodzi

boply = lx;,—ihij]wz
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkgcji ¢» € X zachodzi

.. 0 . 0
[xi, Pl = [Xi, —lﬁan] Y= —ih [Xiy 8)9] (0
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkgcji ¢» € X zachodzi

0
[xi, Pl = [ —’ﬁaxj] Y= - lx"’axj] (0
B . I I(xirh)
= —/h( 8XJ 0% )

Matematyczne podstawy mechaniki kwantowej 10/33
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0
[Xi,PjW = l —’haXJ] b= - than] (
(O 0\ L O O Oy
= —lh( 8XJ 0% )_ Ih(X,an 8Xj¢ X’an>
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkgcji ¢» € X zachodzi

0
[xi, pilp = [ —lﬁale Y= - lxn 8}9] (4
a0 0) L 0y Ox o OY
= —lh( 8XJ 0% ) = Ih(X,an 8Xj¢ X’an>
= [hdjp
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkgcji ¢» € X zachodzi

0
[xi, pilv = l —’ha)(J]w_— [Xhaxj]lb
a0 0) L 0y Ox o OY
= —lh( 8XJ 0% )_ Ih(X,an 8Xj¢ X’an>
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modutu. Dla dowolnej funkgcji ¢» € X zachodzi

0
[xi, pilv = l —’ha)(J]w_— [Xhaxj]lb
(0 0ay)\ L oy Oxi o 0¥
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkgcji ¢» € X zachodzi

0
i pily - = l _'hale Y= - lxnaxj] ¥
_ 9 )\ _ o 0% Oxi o OY
= - h( s 0% ) = —ih (x,axj 8Xj¢ X’an>
= ihdj;

i, xil = (xix; — xixi) ¢ =
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkgcji ¢» € X zachodzi

0
i il = l —lﬁalew— - lxnaxj]?b
_ 9 )\ _ o 0% Oxi o OY
= h( s 0% )— Ih(X,an 8Xj¢ X’an>
= ihdj;
il = (ixg = xxi) ¥ = 0;
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkgcji ¢» € X zachodzi

0
[xi,pjl = l —:halew—— lXuanllb
B oY Oxp)\ _ o O Oxi Oy
= —h( s 0% )— Ih(X,an 8Xj¢ X’an>
= ihdjp;
i, xil = (xix; — xixi) ¢ = 0;
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkgcji ¢» € X zachodzi

0
[xi,pjl = l —:halew—— lXuanllb
B oY Oxp)\ _ o O Oxi Oy
= —h( s 0% )— Ih(X,an 8Xj¢ X’an>
= ihdjp;
i, xil = (xix; — xixi) ¢ = 0;
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Komutator

w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkgcji ¢» € X zachodzi

[xi, pj]v

[Xiv Xj]w

[pi, pj]Y

d
]
a9 9Gi)
8XJ O0x;
indijb;
(xixj = i) ¢ = 0;

. 0
[—IH8X’ —/halew_

_ (0% 9% O
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[xi, pj] = iR, [xi,xj] = [pi, pj] = 0, ij=1,23.

Relacje te nazywa sie zwykle regutami kwantyzacji.

Zauwazmy, ze s3 one analogiem fundamentalnych nawiaséw
Poissona w mechanice klasycznej.

Wykorzystujac operatory x; i p; mozemy znalez¢
kwantowomechaniczne odpowiedniki zmiennych dynamicznych
znanych z mechaniki klasycznej, a w oparciu o reguty kwantyzacji
mozemy znalez¢ dla nich relacje komutacji.
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Np. sktadowe operatora orbitalnego momentu pedu [=Fx P
wyrazajq si¢ przez operatory x; i p; wzorem

Li = (F'x p)i = €jjkX;Pks

gdzie wprowadziliSmy pseudo-tensor antysymetryczny Levi-Civity
ejjk | wykorzystalismy konwencje sumacyjna Einsteina. (Patrz
Wstep matematyczny, czes¢ 3)
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Wstep matematyczny, czes¢ 3)

W oparciu o reguty kwantyzacji mozna pokazaé, ze zachodza
nastepujace relacje komutacji:

[Li,xj] = ihejuxic,  [Li, pj] = ihejjip,
[L,‘, Lj] = /h{-f,'jkLk, [[’2’ L,‘} = 0, i,j = 1,2,3.

Zadanie. Wyprowadzi¢ powyzsze relacje komutacji.
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Niech X bedzie przestrzenig Hilberta, a A: X — X operatorem
liniowym. Operator At : X — X nazywamy hermitowsko
sprzezonym do operatora A jesli

(ATp|) = (¢|AY)  dla wszystkich ¢, 1) € X.
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Niech X bedzie przestrzenig Hilberta, a A: X — X operatorem
liniowym. Operator At : X — X nazywamy hermitowsko
sprzezonym do operatora A jesli

(ATp|) = (¢|AY)  dla wszystkich ¢, 1) € X.

Jedli X = C", to macierze operatoréw A i A' maja postaé

ail a2 --- ain ayy ax; o apy
A= ax ax -+ an |, At = al, a5 -+ al,
dnl an2 dnn ain a§n a:n
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(A+ B)' = AT + Bt
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Niech X bedzie przestrzenig Hilberta. Operator liniowy A: X — X
nazywamy hermitowskim jesli
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Niech X bedzie przestrzenig Hilberta. Operator liniowy U : X — X
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Operator unitarny nie zmienia normy wektora w przestrzeni
Hilberta, tzn. ||Uv| = ||¢||, dla dowolnego ¢ € X.
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Niech A bedzie operatorem liniowym w przestrzeni Hilberta X nad
ciatem liczb zespolonych.
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Rozwazmy réwnanie wtasne operatora A

Ay = Mib.
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to liczbe A € C nazywamy warto$cia wtasng, a 1) wektorem
wtasnym odpowiadajagcym wartosci wtasnej .

Zadanie. Pokazaé, ze zbior X wszystkich wektoréw wtasnych
odpowiadajacych wartosci wtasnej A jest podprzestrzenia
przestrzeni Hilberta X.
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Jezeli rébwnanie to ma rozwigzanie dla niezerowego wektora ¥ € X,
to liczbe A € C nazywamy warto$cia wtasng, a 1) wektorem
wtasnym odpowiadajagcym wartosci wtasnej .

Zadanie. Pokazaé, ze zbior X wszystkich wektoréw wtasnych
odpowiadajacych wartosci wtasnej A jest podprzestrzenia
przestrzeni Hilberta X. Wymiar podprzestrzeni X\ nazywamy
krotnoscig wartosci wtasnej A.
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Warto$ci witasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi.
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Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi.
W istocie, niech Ay = A\,
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Warto$ci witasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi.
W istocie, niech Ay = A\, wtedy

R > (¥]|AY) = (M) = A(W|p) = Al¥]? = AeR.

Wektory odpowiadajace réznym wartosciom wtasnym operatora
hermitowskiego A w przestrzeni Hilberta X s3 ortogonalne.
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ale wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi,
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ale wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi,
wiec

A1) = X(Yili2) = (A1 —A2) (Y1ft2) =0

wiec albo A1 — A2 = 0, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze A1 # A,
albo (¢1|¢2) =0, cnd.

Jezeli wektory wtasne operatora hermitowskiego A tworza uktad
zupetny w przestrzeni Hilberta X, tzn. kazdy wektor z X mozna
przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej wektoréw wtasnych
operatora A, to taki operator bedziemy nazywa¢ obserwabla.
Wektory wtasne operatora hermitowskiego bedacego obserwabla
mozna zatem wykorzystac jako baze rozwinie¢ ortogonalnych.
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Funkcje falowe, ktére rozpatrywaliémy do tej pory tworza
nieskonczenie wymiarowa przestrzen Hilberta H standéw
kwantowomechanicznych, dlatego mozemy traktowac je jako
wektory.
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oznaczyliSmy .
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nieskonczenie wymiarowa przestrzen Hilberta H standéw
kwantowomechanicznych, dlatego mozemy traktowac je jako
wektory.

Przypomnijmy réwnanie wtasne operatora A

A"/}a = M/Jm

gdzie funkcje wtasna odpowiadajaca wartosci wtasnej «
oznaczyliémy 1,. Oznaczmy

Yo =[v%a)  lub Yo =]a),
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Funkcje falowe, ktére rozpatrywaliémy do tej pory tworza
nieskonczenie wymiarowa przestrzen Hilberta H standéw
kwantowomechanicznych, dlatego mozemy traktowac je jako
wektory.

Przypomnijmy réwnanie wtasne operatora A

A"/}a = M/Jm

gdzie funkcje wtasna odpowiadajaca wartosci wtasnej «
oznaczyliémy 1,. Oznaczmy

Yo =|%a) lub  Ya=]a),
wowczas réwnanie wtasne mozemy zapisaé w formie

Ala) =a| a).
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lloczyn skalarny wektoréw ¢, ) € H zapiszemy nastepujaco

(¢l) = (o),
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lloczyn skalarny wektoréw ¢, ) € H zapiszemy nastepujaco

(¢l) = (o),

(¢| i |¥) nazywamy odpowiednio symbolami bra i ket Diraca; od
angielskiego terminu bracket czyli nawias.
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lloczyn skalarny wektoréw ¢, ) € H zapiszemy nastepujaco

(¢l) = (o),

(¢| i |¥) nazywamy odpowiednio symbolami bra i ket Diraca; od
angielskiego terminu bracket czyli nawias.
O ile wektor ket nalezy do przestrzeni Hilberta stanéw |¢)) € H,
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lloczyn skalarny wektoréw ¢, ) € H zapiszemy nastepujaco

(¢l) = (o),

(¢| i |¥) nazywamy odpowiednio symbolami bra i ket Diraca; od
angielskiego terminu bracket czyli nawias.

O ile wektor ket nalezy do przestrzeni Hilberta stanéw |¢)) € H, to
wektor bra jest funkcjonatem dziatajacym w przestrzeni Hilberta
'H, a wiec nalezy do przestrzeni dualnej do H, (¢| € H*.
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Jezeli operator A jest obserwabla to jego wektory wtasne | «)
tworzg zupetny uktad ortogonalny w przestrzeni Hilberta H, czyli
baze.
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Jezeli operator A jest obserwabla to jego wektory wtasne | «)
tworzg zupetny uktad ortogonalny w przestrzeni Hilberta H, czyli
baze.

Zatézmy, ze widmo operatora A
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Jezeli operator A jest obserwabla to jego wektory wtasne | «)
tworzg zupetny uktad ortogonalny w przestrzeni Hilberta H, czyli
baze.

Zatézmy, ze widmo operatora A — czyli zbidr jego wszystkich
wartosci wtasnych
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Jezeli operator A jest obserwabla to jego wektory wtasne | «)
tworzg zupetny uktad ortogonalny w przestrzeni Hilberta H, czyli
baze.

Zatézmy, ze widmo operatora A — czyli zbidr jego wszystkich
wartosci wtasnych — jest dyskretne i niezdegenerowane,
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Jezeli operator A jest obserwabla to jego wektory wtasne | «)
tworzg zupetny uktad ortogonalny w przestrzeni Hilberta H, czyli
baze.

Zatézmy, ze widmo operatora A — czyli zbidr jego wszystkich
wartosci wtasnych — jest dyskretne i niezdegenerowane, tzn. kazdej
wartosci wtasnej o odpowiada doktadnie jeden wektor wtasny

Al a) =al a).
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Jezeli operator A jest obserwabla to jego wektory wtasne | «)
tworzg zupetny uktad ortogonalny w przestrzeni Hilberta H, czyli
baze.

Zatézmy, ze widmo operatora A — czyli zbidr jego wszystkich
wartosci wtasnych — jest dyskretne i niezdegenerowane, tzn. kazdej
wartosci wtasnej o odpowiada doktadnie jeden wektor wtasny

Al a) =al a).

Zbidér wektoréow wiasnych operatora A mozemy unormowad, tak
aby dowolne dwa wektory | ) i | 3) spetniaty réwnos¢

(a|B) = bap-
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Dowolny wektor | 1)) € H mozemy rozwingé w bazie wektoréw
wtasnych {| o)}
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Dowolny wektor | 1)) € H mozemy rozwingé w bazie wektoréw
wtasnych {| o)}

|w>:ZCa|O‘>'
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Dowolny wektor | 1)) € H mozemy rozwingé w bazie wektoréw
wtasnych {| o)}

|w>:ZCa|O‘>'

Wspodtczynniki rozwiniecia znajdziemy mnozac obie strony tego
réwnania przez (f3|
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Dowolny wektor | 1)) € H mozemy rozwingé w bazie wektoréw
wtasnych {| o)}

|w>:ZCa|O‘>'

Wspodtczynniki rozwiniecia znajdziemy mnozac obie strony tego
réwnania przez (f3|

(Bly)
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Dowolny wektor | 1)) € H mozemy rozwingé w bazie wektoréw
wtasnych {| o)}

|w>:ZCa|O‘>'

Wspodtczynniki rozwiniecia znajdziemy mnozac obie strony tego
réwnania przez (f3|

Bly) =
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Dowolny wektor | 1)) € H mozemy rozwingé w bazie wektoréw
wtasnych {| o)}

|w>:ZCa|O‘>'

Wspodtczynniki rozwiniecia znajdziemy mnozac obie strony tego
réwnania przez (f3|

Bly)y = (] (anIOé)):
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Dowolny wektor | 1)) € H mozemy rozwingé w bazie wektoréw
wtasnych {| o)}

|w>:ZCa|O‘>'

Wspodtczynniki rozwiniecia znajdziemy mnozac obie strony tego
réwnania przez (f3|

Bly)y = (] (Z cal a)) = > (Blcala)

[0}
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Dowolny wektor | 1)) € H mozemy rozwingé w bazie wektoréw
wtasnych {| o)}

|w>:ZCa|O‘>'

Wspodtczynniki rozwiniecia znajdziemy mnozac obie strony tego
réwnania przez (f3|

Bly)y = (] (Z cal a)) = > (Blcala)

[0}
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Dowolny wektor | 1)) € H mozemy rozwingé w bazie wektoréw
wtasnych {| o)}

|w>:ZCa|O‘>'

Wspodtczynniki rozwiniecia znajdziemy mnozac obie strony tego
réwnania przez (f3|

Bly) = (6l (Z Cal a)) = > (Blcala)
= an <5|O‘> =

Matematyczne podstawy mechaniki kwantowej pLYKX]



Dowolny wektor | 1)) € H mozemy rozwingé w bazie wektoréw
wtasnych {| o)}

|w>:ZCa|O‘>'

Wspodtczynniki rozwiniecia znajdziemy mnozac obie strony tego
réwnania przez (f3|

Bly)y = (] (Z cal a)) = > (Blcala)

[0}

= an </6’|oz> = Z Cacsa/g = Cp-
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Dowolny wektor | 1)) € H mozemy rozwingé w bazie wektoréw
wtasnych {| o)}

|w>:ZCa|O‘>'

Wspodtczynniki rozwiniecia znajdziemy mnozac obie strony tego
réwnania przez (f3|

Bly)y = (] (Z cal a)) = > (Blcala)

[0}

= an (Bla) = Z CalaB = Cg-
[0 e
W takim razie mozemy zapisac

[9) =D laly) | ),

«
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albo inaczej

[9) =) _la){aly).

[0}
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albo inaczej

[9) =) _la){aly).

[0}

W takim razie widzimy, ze
P, = a) (¢

jest operatorem rzutowym na wektor | o),
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albo inaczej

[9) =) _la){aly).

[0}

W takim razie widzimy, ze
Po =) (a|
jest operatorem rzutowym na wektor | &), a

dolaylal = Pa=1

jest operatorem identycznos$ciowym.
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Niech | 3) # | «) bedzie innym wektorem wtasnym operatora A,
woéwczas

PaPs = | a) (alB) (8] =0,
0
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Niech | 3) # | «) bedzie innym wektorem wtasnym operatora A,
woéwczas

PaPs = | a) (alB) (8] =0,
0

co odzwierciedla ortogonalno$¢ wektordéw wtasnych do réznych
wartosci wtasnych,

Matematyczne podstawy mechaniki kwantowej 27/33



Niech | 3) # | «) bedzie innym wektorem wtasnym operatora A,
woéwczas

PaPs = | a) (alB) (8] =0,
0

co odzwierciedla ortogonalno$¢ wektordéw wtasnych do réznych
wartosci wtasnych, natomiast

P2 = P,P, =] o) (ala) (a| = P,.
1
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Niech | 3) # | «) bedzie innym wektorem wtasnym operatora A,
woéwczas

PaPs = | a) (alB) (8] =0,
0

co odzwierciedla ortogonalno$¢ wektordéw wtasnych do réznych
wartosci wtasnych, natomiast

P2 = P,P, =] o) (ala) (a| = P,.
1

Jest to wiasnos¢ idempotentnosci, zachodzaca dla kazdego
operatora rzutowego.
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Dowolny operator 2 mozemy przedstawi¢ w postaci macierzy w
bazie wektoréw witasnych obserwabli A

Qup = (a]QB) .
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Dowolny operator 2 mozemy przedstawi¢ w postaci macierzy w
bazie wektoréw witasnych obserwabli A

Qup = (a]QB) .

Zauwazmy, ze macierz operatora A jest diagonalna w bazie jego
wektoréw wiasnych

Aocﬁ = <(X|A|B> =
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Dowolny operator 2 mozemy przedstawi¢ w postaci macierzy w
bazie wektoréw witasnych obserwabli A

Qup = (a]QB) .

Zauwazmy, ze macierz operatora A jest diagonalna w bazie jego
wektoréw wiasnych

Aap = (alAlB) = (a|f]B) =
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Dowolny operator 2 mozemy przedstawi¢ w postaci macierzy w
bazie wektoréw witasnych obserwabli A

Qup = (a]QB) .

Zauwazmy, ze macierz operatora A jest diagonalna w bazie jego
wektoréw wiasnych

Aap = (AIB) = (a|B1B) = B {aB) =
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Dowolny operator 2 mozemy przedstawi¢ w postaci macierzy w
bazie wektoréw witasnych obserwabli A

Qup = (a]QB) .

Zauwazmy, ze macierz operatora A jest diagonalna w bazie jego
wektoréw wiasnych

Aap = (alA|B) = (a|B]B) = B (alB) = Bdap =
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Dowolny operator 2 mozemy przedstawi¢ w postaci macierzy w
bazie wektoréw witasnych obserwabli A

Qup = (a]QB) .

Zauwazmy, ze macierz operatora A jest diagonalna w bazie jego
wektoréw wiasnych

Aap = (alAlB) = (a|B]B) = B (alB) = Bdap = adap.
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Dowolny operator 2 mozemy przedstawi¢ w postaci macierzy w
bazie wektoréw witasnych obserwabli A

Qup = (a]QB) .

Zauwazmy, ze macierz operatora A jest diagonalna w bazie jego
wektoréw wiasnych

Aap = (alAlB) = (alB|B) = B(aB) = Boap = adags.
Jezeli operator liniowy B komutuje z A, tzn.

[A,B] =0
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Dowolny operator 2 mozemy przedstawi¢ w postaci macierzy w
bazie wektoréw witasnych obserwabli A

Qup = (a]QB) .

Zauwazmy, ze macierz operatora A jest diagonalna w bazie jego
wektoréw wiasnych

Aap = (alAlB) = (alB|B) = B(aB) = Boap = adags.
Jezeli operator liniowy B komutuje z A, tzn.

[A,B]=0 < AB=BA,
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Dowolny operator 2 mozemy przedstawi¢ w postaci macierzy w
bazie wektoréw witasnych obserwabli A

Qup = (a]QB) .

Zauwazmy, ze macierz operatora A jest diagonalna w bazie jego
wektoréw wiasnych

Aap = (alAlB) = (alB|B) = B(aB) = Boap = adags.
Jezeli operator liniowy B komutuje z A, tzn.
[A,B]=0 < AB=BA,

to operatory A i B maja wspdlny zbiér wektoréw wtasnych,
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a wiec mozemy je jednocze$nie zdiagonalizowad.
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a wiec mozemy je jednocze$nie zdiagonalizowad.
Jak sie przekonamy w dalszym ciagu kursu, fakt ten ma istotne
znaczenie dla obserwabli kwantowomechanicznych.
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a wiec mozemy je jednocze$nie zdiagonalizowad.

Jak sie przekonamy w dalszym ciagu kursu, fakt ten ma istotne
znaczenie dla obserwabli kwantowomechanicznych.
Rzeczywiscie, jedli A |a) = a |a), to wektor B |a) jest wektorem
wiasnym operatora A do tej samej wartosci wiasnej «, gdyz
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a wiec mozemy je jednocze$nie zdiagonalizowad.

Jak sie przekonamy w dalszym ciagu kursu, fakt ten ma istotne
znaczenie dla obserwabli kwantowomechanicznych.
Rzeczywiscie, jedli A |a) = a |a), to wektor B |a) jest wektorem
wiasnym operatora A do tej samej wartosci wiasnej «, gdyz

A(B |a)) =
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a wiec mozemy je jednocze$nie zdiagonalizowad.

Jak sie przekonamy w dalszym ciagu kursu, fakt ten ma istotne
znaczenie dla obserwabli kwantowomechanicznych.
Rzeczywiscie, jedli A |a) = a |a), to wektor B |a) jest wektorem
wiasnym operatora A do tej samej wartosci wiasnej «, gdyz

A(Bla)) =B(Ala)) =
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a wiec mozemy je jednocze$nie zdiagonalizowad.

Jak sie przekonamy w dalszym ciagu kursu, fakt ten ma istotne
znaczenie dla obserwabli kwantowomechanicznych.
Rzeczywiscie, jedli A |a) = a |a), to wektor B |a) jest wektorem
wiasnym operatora A do tej samej wartosci wiasnej «, gdyz

A(Bla)) =B(Ala) = B(am) =
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a wiec mozemy je jednocze$nie zdiagonalizowad.

Jak sie przekonamy w dalszym ciagu kursu, fakt ten ma istotne
znaczenie dla obserwabli kwantowomechanicznych.
Rzeczywiscie, jedli A |a) = a |a), to wektor B |a) jest wektorem
wiasnym operatora A do tej samej wartosci wiasnej «, gdyz

A(Bla)) =B(Ala)) = B(a|m)=a(B|a)).
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a wiec mozemy je jednocze$nie zdiagonalizowad.

Jak sie przekonamy w dalszym ciagu kursu, fakt ten ma istotne
znaczenie dla obserwabli kwantowomechanicznych.
Rzeczywiscie, jedli A |a) = a |a), to wektor B |a) jest wektorem
wiasnym operatora A do tej samej wartosci wiasnej «, gdyz

A(Bla)) =B(Ala)) = B(a|m)=a(B|a)).

W takim razie, jezeli wartos¢ wiasna « jest niezdegenerowana, to
musi zachodzi¢

Bla)=cla).
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Jesli natomiast warto$¢ wtasna « jest n-krotnie zdegenerowana,
tzn. odpowiada jej n wektoréw witasnych |as), |a2),...,|an), to

B|Oé>=C1 |041>—|—C2 |042>—|—...—|—C,, |Oé,,>,

Matematyczne podstawy mechaniki kwantowej 30/33



Jesli natomiast warto$¢ wtasna « jest n-krotnie zdegenerowana,
tzn. odpowiada jej n wektoréw witasnych |as), |a2),...,|an), to

B‘O&>:C1 |041>—|—C2 |042>—|—...—|—C,, |Oé,,>,

wiec wektor B |«) nalezy do n-wymiarowej podprzestrzeni
przestrzeni Hilberta H rozpietej przez wektory wtasne |ay),
|a),..., [an).
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lloczyn skalarny funkcji ¢(r),1(r), ktére sa wektorami stanu w
reprezentacji potozeniowej, zapiszemy

) = (01) = [ 6" (PR
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lloczyn skalarny funkcji ¢(r),1(r), ktére sa wektorami stanu w
reprezentacji potozeniowej, zapiszemy

0l0) = @) = [ o OO = [ 017 @) &
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lloczyn skalarny funkcji ¢(r),1(r), ktére sa wektorami stanu w
reprezentacji potozeniowej, zapiszemy

0l0) = @) = [ o OO = [ 017 @) &

przy czym utozsamiamy
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lloczyn skalarny funkcji ¢(r),1(r), ktére sa wektorami stanu w
reprezentacji potozeniowej, zapiszemy

0l0) = @) = [ o OO = [ 017 @) &

przy czym utozsamiamy

P(r) = (1),
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lloczyn skalarny funkcji ¢(r),1(r), ktére sa wektorami stanu w
reprezentacji potozeniowej, zapiszemy

0l0) = @) = [ o OO = [ 017 @) &

przy czym utozsamiamy

(R) = (ry),  ¢°(F) = (9lr) = (7l9)”,
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lloczyn skalarny funkcji ¢(r),1(r), ktére sa wektorami stanu w
reprezentacji potozeniowej, zapiszemy

0l0) = @) = [ o OO = [ 017 @) &

przy czym utozsamiamy

WA= V), $D == e [Pl =t
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lloczyn skalarny funkcji ¢(r),1(r), ktére sa wektorami stanu w
reprezentacji potozeniowej, zapiszemy

0l0) = @) = [ o OO = [ 017 @) &

przy czym utozsamiamy

WA= V), $D == e [Pl =t

gdzie catkowanie przebiega po wszystkich mozliwych ciagtych
wartosciach 7.
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lloczyn skalarny funkcji ¢(r),1(r), ktére sa wektorami stanu w
reprezentacji potozeniowej, zapiszemy

0l0) = @) = [ o OO = [ 017 @) &

przy czym utozsamiamy

WA= V), $D == e [Pl =t

gdzie catkowanie przebiega po wszystkich mozliwych ciagtych
wartosciach 7.

Operator |r) (F] jest operatorem rzutowania na stan |r), ktdry jest
stanem wtasnym operatora potozenia czastki.
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Definicje operatora hermitowsko sprzezonego do operatora A
zapiszemy
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Definicje operatora hermitowsko sprzezonego do operatora A
zapiszemy

(plAp) = (Algly)
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Definicje operatora hermitowsko sprzezonego do operatora A
zapiszemy

(plAv) = (Algy) = (¥|Alp)*
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Definicje operatora hermitowsko sprzezonego do operatora A
zapiszemy

(plAv) = (Algy) = (¥|Alp)*
(| Alp)

Matematyczne podstawy mechaniki kwantowej 32/33



Definicje operatora hermitowsko sprzezonego do operatora A
zapiszemy

(plAv) = (Algy) = (¥|Alp)*
(PlAlY) =
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Definicje operatora hermitowsko sprzezonego do operatora A
zapiszemy

(PlAY) = (ATply) = (p|ATp)*
(lAw) = ((pIAT)]¥)
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Definicje operatora hermitowsko sprzezonego do operatora A
zapiszemy

(plAY) = (ATelp) = (¥]ATp)*
wAw) = ((elA1)]¥) = @ AT ¢,
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Definicje operatora hermitowsko sprzezonego do operatora A
zapiszemy

(PlAY) = (Alply) = (v[ATp)”
(law) = ((plA) | 9) = @A ¢)",

przy czym zaktadamy, ze operator dziata zawsze na stan ket, chyba
ze dodatkowe nawiasy zmienia t3 regute.
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Sprzezenie hermitowskie réwnania wtasnego operatora liniowego
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