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Równanie Schrödingera dla n identycznych cząstek ma postać

i~
∂

∂t
ψ(1, 2, ..., n, t) = H(1, 2, ..., n) ψ(1, 2, ..., n, t),

gdzie liczby reprezentują składowe położenia i spinu
poszczególnych cząstek.
Identyczność cząstek oznacza, że Hamiltonian H jest symetryczny
ze względu na przestawienia argumentów.
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Ponieważ interpretację fizyczną ma kwadrat modułu funkcji
falowej, który przy takiej operacji nie może się zmienić, to funkcja
falowa może się zmienić tylko o stały czynnik ε o module 1.
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Cząstki identyczne

Jądra atomowe, jeśli odległości mędzy nimi są dużo większe od ich
rozmiarów, często można traktować jako cząstki.
Jądro jest fermionem, jeśli składa się z nieparzystej liczby
nukleonów, a bozonem, jeśli składa się z parzystej liczby
nukleonów.
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Cząstki identyczne

Jest to tzw. zakaz Pauliego.
Dwa identyczne fermiony nie mogą znajdować się w tym samym
stanie.
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Zakaz Pauliego a układ okresowy pierwiastków

Przykładem zastosowania zakazu Pauliego jest układ okresowy
pierwiastków, czyli tzw. tablica Mendelejewa.
Dokładna teoria jest bardzo skomplikowana, więc ograniczymy się
do prostego modelu.
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Zakaz Pauliego a układ okresowy pierwiastków

Jest to podejście często stosowane w fizyce teoretycznej.
Prawdziwy hamiltonian zastępujemy hamiltonianem efektywnym,
wybranym tak, żeby dawał wyniki możliwie bliskie do prawdziwych
w zakresie, który nas interesuje.
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Schemat poziomów energetycznych elektronu
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Energia zależy tylko od liczby kwantowej n.
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Schemat poziomów energetycznych elektronu

W spektroskopii atomowej stany, dla których l = 0, 1, 2, 3, ...,
nazywa się odpowiednio stanami S ,P ,D,F , ....
Liczbę n dopisujemy przed literą definiującą wartość l .
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Zakaz Pauliego a układ okresowy
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Zakaz Pauliego a układ okresowy

W stanie z n = 2 może być osiem elektronów ⇒ w drugim
wierszu jest osiem atomów.

Dla atomu neonu wypełniona jest druga powłoka elektronowa,
która zawiera dwa elektrony 2S i sześć elektronów 2P .
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Zakaz Pauliego a układ okresowy

W trzecim wierszu pojawia się pierwsza trudność. Spodziewamy się
osiemnastu atomów, a jest ich osiem tak, jak w wierszu drugim.
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Okazuje się że poziomy energetyczne dla hamiltonianu
efektywnego, który różni się od potencjału kulombowskiego, zależą
również od l .
Dane pomiarowe wskazują, że energia stanów 3D jest na tyle
wysoka, że powłoka zamyka się bez nich i ostatni w trzecim
wierszu atom argonu ma w zewnętrznej powłoce elektrony 3S i 3P .
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Zakaz Pauliego a układ okresowy

W wierszu czwartym jest osiemnaście atomów.

Zewnętrzna powłoka atomu kryptonu, który kończy ten wiersz
tabeli, zawiera dwa elektrony 4S , sześć elektronów 4P i dziesięć
elektronów 3D. Energie poziomów 4D i 4F przesunęły się do góry.
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Zakaz Pauliego a układ okresowy

W piątym wierszu dochodzą elektrony 5S , 5P i 4D.
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Zakaz Pauliego a układ okresowy

W szóstym wierszu dochodzą elektrony 6S , 6P , 5D i 4F .
Elektrony 4F pojawiają się tak późno, bo ich energie są znacznie
wyższe niż w potencjale kulombowskim.
Odpowiadają one jednak liczbie kwantowej n = 4 i dlatego są bliżej
jądra niż elektrony 6S , 6P i 5D.
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elektronów. ⇒ 15 pierwiastków różniących się między sobą
tylko liczbą elektronów 4F , nF = 0, ..., 14, ma prawie identyczne
własności chemiczne.
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Zakaz Pauliego a układ okresowy

Są to pierwiastki ziem rzadkich, których rozdzielenie sprawiło
kiedyś chemikom dużo kłopotu.

Karol Kołodziej Cząstki identyczne 22/30



Zakaz Pauliego a układ okresowy

Są to pierwiastki ziem rzadkich, których rozdzielenie sprawiło
kiedyś chemikom dużo kłopotu. Dodatkową komplikacją był fakt,
że poziomy energetyczne 4F i 6S leżą bardzo bliskie siebie.
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Zakaz Pauliego a układ okresowy

W wierszu siódmym – ostatnim – tablicy Mendelejewa
odpowiednikiem pierwiastków ziem rzadkich są aktynowce.

Są to bardzo ciężkie pierwiastki promieniotwórcze i związane z nimi
problemy chemiczne są zupełnie inne.
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Zakaz Pauliego a układ okresowy

Gdyby nie zakaz Pauliego, wszystkie elektrony obsadziłyby poziom
1S i świat – taki jaki znamy – nie mógłby istnieć.
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Cząstki identyczne

Rozważmy dwie cząstki, które mogą znajdować się w dwóch
ortogonalnych stanach kwantowych |1〉 i |2〉.
Układ takich cząstek może znajdować się w stanie

|1〉 ⊗ |2〉 ≡ |1 2〉 ,

który oznacza, że cząstka pierwsza jest w stanie kwantowym |1〉, a
cząstka druga w stanie kwantowym |2〉,
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Cząstki identyczne

Dlatego, ani stan |1 2〉, ani stan |2 1〉 nie może reprezentować
układu dwóch cząstek identycznych.
Układ takich cząstek może natomiast reprezentować stan

|1 2〉
BE

=
1√
2
( |1 2〉+ |2 1〉) ,

który jest symetryczny ze względu na przestawienia cząstek
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Symbole BE i FD pochodzą od nazwisk Bosego i Einsteina oraz
Fermiego i Diraca,
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Cząstki identyczne

którzy podali rozkłady statystyczne dla układów identycznych
cząstek – odpowiednio bozonów i fermionów.
Dla n cząstek identycznych musielibyśmy dokonać

symetryzacji względem przestawień cząstek w przypadku
bozonów

antysymetryzacji względem przestawień cząstek w przypadku
fermionów

Karol Kołodziej Cząstki identyczne 27/30



Cząstki identyczne

którzy podali rozkłady statystyczne dla układów identycznych
cząstek – odpowiednio bozonów i fermionów.
Dla n cząstek identycznych musielibyśmy dokonać

symetryzacji względem przestawień cząstek w przypadku
bozonów

antysymetryzacji względem przestawień cząstek w przypadku
fermionów

Każdorazowo, należy wprowadzić czynnik normalizacyjny

1√
n!
,

gdzie n! jest liczbą permuatcji zbioru n-elementowego.
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Cząstki identyczne

Cząstki rozróżnialne podlegają statystyce Boltzmana.
Ze stanów |1 2〉

BE
i |1 2〉

FD
nie da się odczytać, która cząstka jest

w stanie |1〉, a która w stanie |2〉.
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w stanie |1〉, a która w stanie |2〉.
Zgodnie z probabilistyczną interpretacją mechaniki kwantowej
każda z cząstek jest z jednakowym prawdopodobieństwem w stanie
|1〉 i w stanie |2〉.
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Cząstki identyczne

Zjawisko nadciekłości polega na tym, że atomy 4He, które są
bozonami, płynąc w niskiej temperaturze, mają w przybliżeniu taki
sam pęd. W skutek lepkości, atomy musiałyby się rozproszyć do
stanu o znacząco innym pędzie, co jest znacznie mniej
prawdopodobne niż w przypadku klasycznym. Dlatego ciekły hel
płynie praktycznie bez oporu lepkości. [Piotr Kapica 1937 r. -
Nagroda Nobla w 1978 r.]
Zjawisko nadprzewodnictwa, w którym elektrony, będące
fermionami, łączą się w tzw. pary Coopera, które są już bozonami,
polega na zaniku oporu elektrycznego i wypychaniu linii sił pola
magnetycznego z nadprzewodnika. [Heike Kamerlingh Onnes
1913 r. - Nagroda Nobla w 1913 r.]
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Cząstki identyczne

Zjawisko kondensacji Bosego-Einsteina w rozrzedzonych gazach,
np. złożonych z atomów rubidu [Eric Cornell i Carl Wieman] lub
sodu [Wolfgang Ketterle], schłodzonych do ultra niskich
temperatur, rzędu 100 nK. Atomy, które są bozonami obsadzają
najniższy stan pędowy, ten sam dla makroskopowej liczby atomów i
tym samym zachowują się w przybliżeniu jak pojedyncza cząstka.
[Nagroda Nobla w 2001 r.]
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