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Operator momentu pedu quest to operator hermitowski, ktéry
spetnia nastepujace zwigzki komutacyjne

[Ji, Jj] = ihejcdy, dla i,j=1,2,3.
Zadanie. Pokaza¢, ze
72 5]=0 i J2'=J% aa i=123
Poniewaz operator J? komutuje ze sktadowymi operatora J, ate

nie komutuja z soba, to mozemy wybra¢ reprezentacje, czyli baze
wektoréw wiasnych,
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Operator momentu pedu quest to operator hermitowski, ktéry
spetnia nastepujace zwigzki komutacyjne

[./,',Jj] = ihz’;‘ijk_/k, dla i,j = 1,2,3.
Zadanie. Pokaza¢, ze
72 5]=0 i J2'=J% aa i=123

Poniewaz operator J? komutuje ze sktadowymi operatora J, ate
nie komutuja z soba, to mozemy wybraé reprezentaqq, czyli baze;
wektoréw wiasnych, w ktérej jedna ze sktadowych J, np. J3 i J2

diagonalne.
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Wektory wtasne operatoréw J2 J3 bedziemy numerowaé liczbami
jim,
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Wektory wtasne operatoréw J2 J3 bedziemy numerowaé liczbami
jim, o ktorych wiemy tylko, ze sg liczbami rzeczywistymi, gdyz
operatory J2 i J3 sa hermitowskie.

Przez analogie do operatora orbiatalnego momentu pedu
przyjmijmy, ze

J2jmy = f(j)R? [jm),
K |jm) = mh|jm),

gdzie f(j) jest dowolnga, réznowarto$ciowa funkcja j.
Zatozymy réwniez, ze stany |jm) s3 unormowane, tzn.

mlj'm") = 8jjrdmm

gdzie ¢ jest delta Kroneckera lub Diraca.
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Woéwczas elementy macierzowe operatoréw J 2 i J3 maja postaé

(jm|J2|j'm) =
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Woéwczas elementy macierzowe operatoréw J 2 i J3 maja postaé

(mlT2|'m') = )R (ml'm') = FG)R2 8 G
(m|Js|j'm’)
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Woéwczas elementy macierzowe operatoréw J2i J3 maja postaé
. IR
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Operator momentu pedu 4/61



Woéwczas elementy macierzowe operatoréw J2i J3 maja postaé
. IR
(jml 72t

FGNR2 Gmli'm'y = £ ()20 6 mum
(m|il'm'y =

m'h (jmlj'm’) =

Operator momentu pedu 4/61



Woéwczas elementy macierzowe operatoréw J2i J3 maja postaé
. IR
(jml 72t

FGNR2 Gmli'm'y = £ ()20 6 mum
(m|il'm'y =

m' b (jm|j'm’) = mhd;j 6 mpy .

Operator momentu pedu 4/61



Woéwczas elementy macierzowe operatoréw J2i J3 maja postaé
. IR
(jml 72t

FGNR2 Gmli'm'y = £ ()20 6 mum
(m|il'm'y =

m' b (jm|j'm’) = mhd;j 6 mpy .
Zdefiniujmy operatory

Ji=h+ih = JL=J
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Woéwczas elementy macierzowe operatoréw J2i J3 maja postaé
(Jml 2" m)
(jm|Jslj'm) =

FGR2 (Gmli'm'y = £ ()R8} S
m' b (jm|j'm’) = mhd;j 6 mpy .
Zdefiniujmy operatory

Ji=h+ih = JL=J

Zadanie. Pokaza¢, ze

[J3, Ji] = hdy, [, J-] = —hd_, [Jy,J_]=2hJs.
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Rozwazmy element macierzowy réwnania

[J3, J4+] = hdy
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Rozwazmy element macierzowy réwnania

[, 04l =hdy = Sy —Ji3="hdy

(7 m" | Jsdjm) — (" m"| Sy Sslim) = B (" m"| Sy |jm).
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Rozwazmy element macierzowy réwnania

[, 04l =hdy = Sy —Ji3="hdy

(' m" I dlim) — (' m"|Jy sl jm) = R (" m"| Sy |jm) .
Skorzystajmy z relacji zupetnosci standéw wtasnych operatora
momentu pedu i konwencji sumacyjne;j

H—ZUH‘I Jm]+/|j’~’ jﬁv’]df'dﬁv’z\j'm’}(j’m’|

Jjm’
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Rozwazmy element macierzowy réwnania
[, 04l =hdy = Sy —Ji3="hdy
(' m" I dlim) — (' m"|Jy sl jm) = R (" m"| Sy |jm) .
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Jjm’

gdzie sumujemy po dyskretnym i catkujemy po ciggtym zakresie
widma operatoréw J2 J3, a po prawej stronie relacji =
pomineliSmy symbole sumowania i catkowania.
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Rozwazmy element macierzowy réwnania

[, 04l =hdy = Sy —Ji3="hdy

(' m" I dlim) — (' m"|Jy sl jm) = R (" m"| Sy |jm) .
Skorzystajmy z relacji zupetnosci standéw wtasnych operatora
momentu pedu i konwencji sumacyjnej

H—ZUH’I Jm]+/|j’~’ jﬁv’]df'dﬁv’z\j'm’}(j’m’|

Jjm’

gdzie sumujemy po dyskretnym i catkujemy po ciaggtym zakresie
widma operatoréw J2 J3, a po prawej stronie relacji =
pomineliSmy symbole sumowania i catkowania. Wstawiajac
operator jednostkowy pomiedzy operatory J3 i J; dostaniemy

G m" s 1'm) (| Siljm) = G [y ) G| Js]jm)
_ h <j//m”|J+ ’_]m> .

Operator momentu pedu 5/61



G m sl ml) Gl [ Sy lim) = G m e m') G | s im)
— h<j” /I|J ’_/m>
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G m sl ml) Gl [ Sy lim) = G m e m') G | s im)
= h{"m"|Jp|jm).

Skorzystajmy z faktu, ze [jm) s3 stanami wtasnymi operatora J3.
m' B (" m"j'm') Gl [ Jylim)y = (T m Ll ') mb (| jm)
= h{"m"|Jy|jm)
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G m" sl m) 'l |y ljm) = (T m Sl m') (| Ja )
= h{"m"|Jp|jm).

Skorzystajmy z faktu, ze [jm) s3 stanami wtasnymi operatora J3.
m/h<j//m//|j/ml> <J/m/|J+|_]m> o <j//m//|J+|j/m/>mh<j/m/|jm>
= R{"m"|Jy|jm)
Wykorzystajmy normalizacje stanéw |jm)

m,h(sj'//j/(gm//m/ <j'm'|J+|jm> — mhéj/jém/m <j”m"|J+|j'm'>
= h({"m"|Jy|jm)

i wykonajmy sumowanie po j/ i m’, wtedy otrzymamy

m"n (" m" | J|jm)y — mh (" m" Iy |jm) = R (" m" |4 |jm) .
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Podzielmy obie strony przez h, przenieSmy wyraz z prawej strony
réwnania na lewa i wytagczmy element macierzowy operatora J;
poza nawias, wowczas otrzymamy

(m" —m—1) ({"m"|J:|jm) = 0.
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Zauwazmy, ze poniewaz

[f?,J,-] -0, i=123 = [P,Ji} — 0.
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Podzielmy obie strony przez h, przenieSmy wyraz z prawej strony
réwnania na lewa i wytagczmy element macierzowy operatora J;
poza nawias, wowczas otrzymamy

(m" —m—1) ({"m"|J:|jm) = 0.

Zauwazmy, ze poniewaz
p?ﬂzm i=1,2,3 = Uﬁqzo
Obliczmy element macierzowy komutatora

J2J —JJ?=0.

<j”m”|Jq2Ji|jm> . <j//m//“ij‘2|jm> —0,

a wstawiajac odpowiednio operator jednostkowy |j'm’) (j'm
otrzymamy

<J-//m//u"2|j/m/> <J'/m/|Jﬁ:Um> . O//m//’Ji|j/m/> <J-/m/U"2Um> —0.

|



Skorzystajmy z faktu, ze |jm) s3 stanami wtasnymi operatora J2
z przyjetej normalizacji standéw

f(j/)h25j//j/5m//m/ <j'm'|Ji ’jm> — f(j)h25j/j5m/m <j"m”|Ji\j’m'> =0.
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Skorzystajmy z faktu, ze |jm) s3 stanami wtasnymi operatora J2
z przyjetej normalizacji standéw

f(j/)ﬁ25j//j/5m//m/ <j'm'|Ji ’jm> — f(j)h25j/j5m/m <j"m”|Ji\j’m'> =0.

Dzielac obie strony przez h? i wykonujac sumowanie po j/ i m’
otrzymamy

(FG") = £() G m" | Jzjim) = 0.

Réwnanie to jest spetnione albo jesli

FU") = f()
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Skorzystajmy z faktu, ze |jm) s3 stanami wtasnymi operatora J2
z przyjetej normalizacji standéw
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Skorzystajmy z faktu, ze |jm) s3 stanami wtasnymi operatora J2
z przyjetej normalizacji standéw

f(j/)ﬁ25j//j/5m//m/ <j'm'|Ji |jm> — f(j)h25j/j5m/m <j"m”|Ji\j’m'> =0.

Dzielac obie strony przez h? i wykonujac sumowanie po j/ i m’
otrzymamy

(FG") — £()) ("' m"|Jxljm) = 0.

Réwnanie to jest spetnione albo jesli

0" =f0) <= J'=lJ

gdyz funkcja f(j) jest réznowartosciowa,

Operator momentu pedu 8/61



albo jesli

(" m"|Jg|jm) = 0.
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albo jesli
(" m"|Jg|jm) = 0.

Obliczenia prowadziliémy dla dowolnych j,j”, m, m”, dlatego
widzimy, ze tylko elementy macierzowe dla j” = j, a wiec elementy
postaci

(Jm"| S jm)

moga by¢ niezerowe,
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albo jesli
(" m"|Jg|jm) = 0.

Obliczenia prowadziliémy dla dowolnych j,j”, m, m”, dlatego
widzimy, ze tylko elementy macierzowe dla j” = j, a wiec elementy
postaci

(Jm"| S jm)

moga by¢ niezerowe, a zatem macierze operatoréw Ji s
diagonalne w j.
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W takim razie znalezione wczesniej réwnanie

(m" —m—1)("m"|Jy]jm) =0
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W takim razie znalezione wczesniej réwnanie

(m" —m—1)("m"|Jy]jm) =0
przyjmuje postaé

(m" —m—1) (m"|J|jm) =0,
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W takim razie znalezione wczesniej réwnanie

(m" —m—1)("m"|Jy]jm) =0
przyjmuje postaé

(m" — m = 1) (| im) = 0,
co zachodzi jesli

m’"=m+1 lub (jm"|J4|jm) = 0.
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W takim razie znalezione wczesniej réwnanie

(m" —m—1)("m"|Jy]jm) =0
przyjmuje postaé
(m" = m 1) (jm"| i lim) = 0,
co zachodzi jesli
m’"=m+1 lub (jm"|J4|jm) = 0.

To oznacza, ze nieznikajace elementy macierzowe operatora Jy
maja postac

(m + 1] jm) .
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Ze wzgledu na ortogonalno$¢ standéw |jm), réwnos¢ ta implikuje
zwigzek

Sy Ljm) = Amh [jm + 1),

gdzie A, jest liczba zespolona.
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Ze wzgledu na ortogonalno$¢ standéw |jm), réwnos¢ ta implikuje
zwigzek

Sy Ljm) = Amh [jm + 1),

gdzie A, jest liczba zespolona.
Widzimy, ze dziatanie operatora J; na stan |jm) powieksza
wartos¢ wtasng m operatora J3 o 1.
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Zadanie. Pokaza¢, ze obliczjac elementy macierzowe réwnania

S —J_J3=—hJ_

otrzymamy
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Zadanie. Pokaza¢, ze obliczjac elementy macierzowe réwnania

B —J_f=—hJ_
otrzymamy

(m" — m+ 1) (jm"|J_|jm) =0,
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Zadanie. Pokaza¢, ze obliczjac elementy macierzowe réwnania

S —J_Jz3=—hJ_
otrzymamy
(m" — m+ 1) (jm"|J_|jm) =0,
czyli

/!

m'=m-1 lub m"|J_|jm) = 0,
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Zadanie. Pokaza¢, ze obliczjac elementy macierzowe réwnania

S —J_J3=—hJ_
otrzymamy
(m" — m+ 1) (jm"|J_|jm) =0,
czyli
m"=m-1 lub m"|J_|jm) = 0,
a wiec nie znikaja tylko elementy macierzowe postaci
m — 1|J_|jm) .

Widzimy, ze dziatanie operatora J_ na stan |jm) pomniejsza
wartos¢ wtasng m operatora J3 o 1,
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a zatem w wyniku dziatania operatora J_ na stan wfasny [jm)
otrzymamy

J- |jm) = X [jm 1),

gdzie X/ jest liczba zespolona.
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a zatem w wyniku dziatania operatora J_ na stan wfasny [jm)
otrzymamy

J- |jm) = X [jm 1),

gdzie X/ jest liczba zespolona.
Mnozac obustronnie przez (jm — 1| otrzymamy

N = {jm — 1]|J_|jm).
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Znajdzmy zwigzek pomiedzy liczbami Ap, i A),,.
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Znajdzmy zwigzek pomiedzy liczbami Ap, i A),,.
Skorzystajmy z réwnania

S [jm) = Aphi [jm+ 1)
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Znajdzmy zwigzek pomiedzy liczbami Ap, i A),,.
Skorzystajmy z réwnania

Ji jm) = Amh ljm +1).
Mnozac obustronnie przez (jm + 1| otrzymamy

Um +1|Jy|jm) =
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Znajdzmy zwigzek pomiedzy liczbami Ap, i A),,.
Skorzystajmy z réwnania
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(m + 1y [jm) = {jm + 1A mhljm + 1) =
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Znajdzmy zwigzek pomiedzy liczbami Ap, i A),,.
Skorzystajmy z réwnania

Ji jm) = Amh ljm +1).
Mnozac obustronnie przez (jm + 1| otrzymamy

(jm + 1|y jm) = Gm + LAmAlim + 1) = Amh (jm + 1jm + 1) =
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Znajdzmy zwigzek pomiedzy liczbami Ap, i A),,.
Skorzystajmy z réwnania

Ji jm) = Amh ljm +1).
Mnozac obustronnie przez (jm + 1| otrzymamy

gm+ 1|J4[jm) = (m + 1 Amhljm + 1) = Aph m + 1|jm + 1) = A,h.
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Dokonujac sprzezenia zespolonego réwnania

(m + 1|J4|[jm) = Aph.
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Dokonujac sprzezenia zespolonego réwnania

(m + 1|J4|[jm) = Aph.
otrzymamy

(jmlJLLjm + 1) = Aph,
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Dokonujac sprzezenia zespolonego réwnania

(m + 1|J4|[jm) = Aph.
otrzymamy
(jmlJLLjm + 1) = Aph,

ale JI = J_, wiec
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Dokonujac sprzezenia zespolonego réwnania

(m + 1|J4|[jm) = Aph.
otrzymamy

(jmlJLLjm + 1) = Aph,
ale JI = J_, wiec

(m|J_|jm + 1) = X5.h.
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Dokonujac sprzezenia zespolonego réwnania

(m + 1|J4|[jm) = Aph.
otrzymamy

(jmlJLLjm + 1) = Aph,
ale JI = J_, wiec

(m|J_|jm+ 1) = X\, h.
A

¥ nie jest rdbwna X, = (jm — 1|J_|jm) /R lecz

* /
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Skorzystajmy teraz z relacji

[Jp, J_] = 2hJs
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Skorzystajmy teraz z relacji

[y, )] =2h) = JyJ_—J_Jp =2hJs.
Skad dla elementéw macierzowych otrzymamy

<jl/m//|J+|J-/m/> <_j/m/|J_|_jm> o <j//m//|J_ |j/ml> (//m/|J+|jm>
= 2h{(j"m"|J|jm) =
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Skorzystajmy teraz z relacji

[y, )] =2h) = JyJ_—J_Jp =2hJs.
Skad dla elementéw macierzowych otrzymamy

<jl/m//|J+|J-/m/> <_j/m/|J_|_jm> o <j//m//|J_ |j/ml> (//m/|J+|jm>
= 2h <j”m”|J3|jm> = 252m5j//j5m//m.
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Skorzystajmy teraz z relacji

[y, )] =2h) = JyJ_—J_Jp =2hJs.
Skad dla elementéw macierzowych otrzymamy

<jl/m//|J+|J-/m/> <_j/m/|J_|_jm> o <J-//m//|J_ |j/ml> (//m/|J+|jm>
= 2h <j”m”|J3|jm> = 2h2m5jﬂj5m//m.

Poniewaz nie znikaja tylko elementy macierzowe

Um—1J_jm) i m+1|Jy|jm),
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Skorzystajmy teraz z relacji

[y, )] =2h) = JyJ_—J_Jp =2hJs.
Skad dla elementéw macierzowych otrzymamy

<jl/m//|J+|J-/m/> <_j/m/|J_|_jm> o <J-//m//|J_ |j/ml> (//m/|J+|jm>
= 2h <j”m”|J3|jm> = 2h2m5jﬂj5m//m.

Poniewaz nie znikaja tylko elementy macierzowe
Um—=1{J-jm) i (jm+1|Jy|jm),
to z sumy po j/ i m' pozostang wyrazy
(' m"| g ljm — 1) (jm — 1]J_|jm) — (" m"| J_|jm + 1) {jm + 1], |jm)
= 212 M1t m.
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Ponownie uwzgledniajac, ze nie znikaja tylko elementy macierzowe

Gm—1J_lm) 1 Gm+ 1L lim),
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Ponownie uwzgledniajac, ze nie znikaja tylko elementy macierzowe

m—1ljm) 1 m 1L im),
widzimy, ze lewa i prawa strona réwnania

G"'m" |y [jm — 1) m — 1|J_|jm) — " m"|J_|jm + 1) (jm + 1|Jy|jm)
== 2h2m6j//j5m//m

.. 1

nie znikaja tylko gdy // =j i m" = m.
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Ponownie uwzgledniajac, ze nie znikaja tylko elementy macierzowe

m—1ljm) 1 m 1L im),
widzimy, ze lewa i prawa strona réwnania

G"'m" |y [jm — 1) m — 1|J_|jm) — " m"|J_|jm + 1) (jm + 1|Jy|jm)
== 2h2m6j//j5m//m

nie znikaja tylko gdy j/ =i m" = m.
Nasze réwnanie przybiera wtedy postaé

Um|Jsljm — 1) jm — 1|J_|jm) — {jm[J_[jm + 1) {jm + 1| Ly |jm)
— 2mh?2.
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Wykorzystujac zwigzki

gm + 1|J1|jm) = Amh i gm|J_|jm + 1) = A}, h.
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Wykorzystujac zwigzki

gm+ 1|Jy|jm) = Amh i ml|J_|jm+ 1) = A} h.
w réwnaniu

(Gl jm — 1) Gim — 11 lim) — (imlJ_Lim + 1) (jm + 1] [jm)
= 2mh?
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Wykorzystujac zwigzki

gm+ 1|Jy|jm) = Amh i ml|J_|jm+ 1) = A} h.
w réwnaniu

(Gl jm — 1) Gim — 11 lim) — (imlJ_Lim + 1) (jm + 1] [jm)
= 2mh?

otrzymamy

Am_1h X h— X R Amh = 2mh2,
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Wykorzystujac zwigzki

gm+ 1|Jy|jm) = Amh i ml|J_|jm+ 1) = A} h.
w réwnaniu

(Gl jm — 1) Gim — 11 lim) — (imlJ_Lim + 1) (jm + 1] [jm)
= 2mh?

otrzymamy
Am_1h X h— X R Amh = 2mh2,
Skad wynika réwnanie réznicowe

Am—1]? = [Am|? = 2m.
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Zauwazmy, ze A, moze zaleze¢ nie tylko od m, ale réwniez od j.
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Zauwazmy, ze A, moze zaleze¢ nie tylko od m, ale réwniez od j.
Rozwigzanie ogdlne naszego réwnania réznicowego ma postaé

Aml> = C = m(m+1),

gdzie C jest dowolna stata niezalezng od m, ktéra jednak moze
zaleze¢ od J.

Operator momentu pedu 19/61



Zauwazmy, ze A, moze zaleze¢ nie tylko od m, ale réwniez od j.
Rozwigzanie ogdlne naszego réwnania réznicowego ma postaé

Aml> = C = m(m+1),

gdzie C jest dowolna stata niezalezng od m, ktéra jednak moze
zaleze¢ od J.
Rzeczywiscie

|>‘m—1|2 - |>‘m’2 =
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Zauwazmy, ze A, moze zaleze¢ nie tylko od m, ale réwniez od j.
Rozwigzanie ogdlne naszego réwnania réznicowego ma postaé

Aml> = C = m(m+1),

gdzie C jest dowolna stata niezalezng od m, ktéra jednak moze
zaleze¢ od J.
Rzeczywiscie

Am-1]? = [Am]? = C—=(m—=1)m—[C—m(m+1)]
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Zauwazmy, ze A, moze zaleze¢ nie tylko od m, ale réwniez od j.
Rozwigzanie ogdlne naszego réwnania réznicowego ma postaé

Aml> = C = m(m+1),

gdzie C jest dowolna stata niezalezng od m, ktéra jednak moze
zaleze¢ od J.
Rzeczywiscie

Am-1]? = [Am]? = C—=(m—=1)m—[C—m(m+1)]
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Zauwazmy, ze A, moze zaleze¢ nie tylko od m, ale réwniez od j.
Rozwigzanie ogdlne naszego réwnania réznicowego ma postaé

Aml> = C = m(m+1),

gdzie C jest dowolna stata niezalezng od m, ktéra jednak moze
zaleze¢ od J.
Rzeczywiscie

Am-1l> = Aml? = C—(m—1)m—[C—m(m+1)]

= —m+m+m’+m=
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Zauwazmy, ze A, moze zaleze¢ nie tylko od m, ale réwniez od j.
Rozwigzanie ogdlne naszego réwnania réznicowego ma postaé

Aml> = C = m(m+1),

gdzie C jest dowolna stata niezalezng od m, ktéra jednak moze
zaleze¢ od J.
Rzeczywiscie
Am-1l> = Aml? = C—(m—1)m—[C—m(m+1)]
= —m+m+m+m=2m.
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Zauwazmy, ze A, moze zaleze¢ nie tylko od m, ale réwniez od j.
Rozwigzanie ogdlne naszego réwnania réznicowego ma postaé

Aml> = C = m(m+1),

gdzie C jest dowolna stata niezalezng od m, ktéra jednak moze
zaleze¢ od J.
Rzeczywiscie

Am-1]? = [Am]? = C—=(m—=1)m—[C—m(m+1)]
= —m2+m+m2+m:2m.

Oczywiscie musi zachodzié

Am[? > 0.
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Rozwazmy funkcje

g(m)=AnP=C—m(m+1)=—-m?>—-m+ C.
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Rozwazmy funkcje

g(m)=AnP=C—m(m+1)=—-m?>—-m+ C.

Znajdzmy jej miejsca zerowe

g(m) =0 <«
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Rozwazmy funkcje

g(m)=AnP=C—m(m+1)=—-m?>—-m+ C.

Znajdzmy jej miejsca zerowe

1 1\ 1
gm=0 <« —m2—m+C=—<m2+2~2m+4>+4+C:0
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Rozwazmy funkcje

g(m)=AnP=C—m(m+1)=—-m?>—-m+ C.
Znajdzmy jej miejsca zerowe
5 5 1 1 1
gm=0 < —-m -m+C=—-(m+2--m+>-)+-4+C=0

2 4 4
1\2 1+4C
<m+2> T4
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Rozwazmy funkcje

g(m)=AnP=C—m(m+1)=—-m?>—-m+ C.
Znajdzmy jej miejsca zerowe
5 5 1 1 1
gm=0 < —m"—m+C=—(m +2~fm—|—Z +-+C=0

2 4
1\2 1+4C
<m+2> T4

m——fj: \/1+4 dla C>—-
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Rozwazmy funkcje

g(m)=AnP=C—m(m+1)=—-m?>—-m+ C.
Znajdzmy jej miejsca zerowe
5 5 1 1 1
gm=0 < —m"—m+C=—(m +2~fm—|—Z +-+C=0

2 4
1\2 1+4C
<m+2> T4

m_—fj: \/1+74 dla C>-=

Otrzymali$my dwa rozwiazania

11
m1:—7+ \/1+4 my = —5 — V1+4C.
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Poniewaz gatezie paraboli g(m) s3 skierowane w dét, to
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Poniewaz gatezie paraboli g(m) s3 skierowane w dét, to dla
m < mp i m> m; mamy

g(m) = Aml* <0,

co daje sprzeczno$é.
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Poniewaz gatezie paraboli g(m) s3 skierowane w dét, to dla
m < mp i m> m; mamy

g(m) = Aml* <0,

co daje sprzeczno$é.
Przypomnijmy otrzymany wczesniej ukfad réwnan

(m" — m — 1) (jm"| Ly lim) =0,
(m" — m+ 1) (jm|J_|jm) = 0

Dla gérnej wartosci m, tzn. m = m;, pierwsze réwnanie tego
uktadu jest spetnione jesli m” = my + 1, a dla dolnej wartoéci m,
tzn. m = my, drugie réwnanie jest spetnione dla m” = m, — 1.
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Poniewaz gatezie paraboli g(m) s3 skierowane w dét, to dla
m < mp i m> m; mamy

g(m) = Aml* <0,

co daje sprzeczno$é.
Przypomnijmy otrzymany wczesniej ukfad réwnan

(m" — m — 1) (jm"| Ly lim) =0,
(m" — m+ 1) (jm|J_|jm) = 0

Dla gérnej wartosci m, tzn. m = m;, pierwsze réwnanie tego
uktadu jest spetnione jesli m” = my + 1, a dla dolnej wartoéci m,
tzn. m = my, drugie réwnanie jest spetnione dla m” = m, — 1.
Odpowiednie elementy macierzowe w powyzszych réwnaniach
wiazg sie ze zdefiniowanymi wczesdniej wspdtczynnikami Ap, i AJ,

Gmi 4+ 1dylim) = Amh 1 (imo|J_|jmy + 1) = X B,
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a poniewaz m = my i m = my s miejscami zerowymi funkgji
g(m), g(m1) = [Amy|> = [Amy|* = 0, to aby unikna¢ ujemnych
wartosci kwadratu modutu, powinnismy przyjaé

gmy +1{Jyljm) =0 i (m|J-|jm+1) =0,

co gwarantuje, ze najwiekszg wartoscig wtasng operatora J3 jest
myh, najmniejsza wartoscig wtasng operatora J3 jest (my + 1)A, a
wiec

m+1<m<m.
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a poniewaz m = my i m = my s miejscami zerowymi funkgji
g(m), g(m1) = [Amy|> = [Amy|* = 0, to aby unikna¢ ujemnych
wartosci kwadratu modutu, powinnismy przyjaé

gmy +1{Jyljm) =0 i (m|J-|jm+1) =0,

co gwarantuje, ze najwiekszg wartoscig wtasng operatora J3 jest
myh, najmniejsza wartoscig wtasng operatora J3 jest (my + 1)A, a
wiec

m+1<m<m.

Wykorzystujac obliczone wartosci my i mo dostaniemy

1 1 1 1
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Czyli m zmienia sie co 1 w zakresie

—m < m< my.
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Czyli m zmienia sie co 1 w zakresie

—m < m< my.

Aby to byto mozliwe, to réznica maksymalnej i minimalne;j
wartosci m musi by¢ liczba catkowita

ml—(—ml):2m1:0,1,2,...,
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Czyli m zmienia sie co 1 w zakresie

—m < m< my.

Aby to byto mozliwe, to réznica maksymalnej i minimalne;j
wartosci m musi by¢ liczba catkowita

ml—(—ml):2m1:0,1,2,...,

a wiec
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Czyli m zmienia sie co 1 w zakresie

—m < m< my.

Aby to byto mozliwe, to réznica maksymalnej i minimalne;j
wartosci m musi by¢ liczba catkowita

ml—(—ml):2m1:0,1,2,...,

a wiec

Dla m = my zachodzi

C—ml(m1+1):0 = C:ml(m1+1).
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Musimy jeszcze znalez¢ postaé funkgji £(J).
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Musimy jeszcze znalez¢ postaé funkgji £(J).
Odwréémy zwigzki

Jy=h+ih
J=h—-ibh
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Musimy jeszcze znalez¢ postaé funkgji £(J).
Odwréémy zwigzki

{J+=J1+U2 - {J1=%(J++J)

J=h—-ih
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Musimy jeszcze znalez¢ postaé funkgji £(J).
Odwréémy zwigzki

{J+=J1+U2 - {J1=%(J++J)

J=h—-ih
i obliczmy

J? =

Operator momentu pedu 24/61



Musimy jeszcze znalez¢ postaé funkgji £(J).
Odwréémy zwigzki

{J+=J1+U2 - {J1=%(J++J)

J=h—-ih
i obliczmy

J? = B+ B4
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Musimy jeszcze znalez¢ postaé funkgji £(J).
Odwréémy zwigzki

Jy=h+ih lel(J+—|—J,)
{ Jo=h—ih { 1
i obliczmy

J? P+ B+ 3
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Musimy jeszcze znalez¢ postaé funkgji £(J).
Odwréémy zwigzki

Jy=h+ih lel(J+—|—J,)
{J__A—w - { i
i obliczmy
B2+

1
Aﬂﬁ+£+AL+LA—ﬁ—E+AL+LAMJ§
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Musimy jeszcze znalez¢ postaé funkgji £(J).
Odwréémy zwigzki

Jy=h+ih lel(J+—|—J,)
{J__A—w = { i

i obliczmy
J? = B+B+ s

1
= (B AP A S B - P S d )+
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Musimy jeszcze znalez¢ postaé funkgji £(J).
Odwréémy zwigzki

Jy=h+ih lel(J+—|—J,)
{J__Jl—iJg = { i

i obliczmy
J? = B+B+ s
1
= (B AP A S B - P S d )+

1
= U+ J)+ 5.
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Znajdzmy diagonalny element macierzowy réwnania

- 1
J? = 5 (rde+JJy) + 5.

Skorzystajmy z réwnania wiasnego operatora J?i wstawmy
pomiedzy operatory Jy i J_ operator jednostkowy |;'m’) (j'm’|

Operator momentu pedu 25/61



Znajdzmy diagonalny element macierzowy réwnania

- 1
J? = 5 (rde+JJy) + 5.

Skorzystajmy z réwnania wiasnego operatora J?i wstawmy
pomiedzy operatory Jy i J_ operator jednostkowy |;'m’) (j'm’|

(jm|J2|jm) =
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Znajdzmy diagonalny element macierzowy réwnania

- 1
J? = 5 (rde+JJy) + 5.

Skorzystajmy z réwnania wiasnego operatora J?i wstawmy
pomiedzy operatory Jy i J_ operator jednostkowy |;'m’) (j'm’|

(jmlT2ljm) = F(j)h200mm =
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Znajdzmy diagonalny element macierzowy réwnania

- 1
J? = 5 (rde+JJy) + 5.

Skorzystajmy z réwnania wiasnego operatora J?i wstawmy
pomiedzy operatory Jy i J_ operator jednostkowy |;'m’) (j'm’|

(jmlT2ljm) = F(j)h00mm = ()1
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Znajdzmy diagonalny element macierzowy réwnania
1 2
Jo= E(J+J,+J,J+)—|—J3.

Skorzystajmy z réwnania wiasnego operatora J?i wstawmy
pomiedzy operatory Jy i J_ operator jednostkowy |;'m’) (j'm’|

(jmlT2ljm) = F(j)h00mm = ()1
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Znajdzmy diagonalny element macierzowy réwnania
1 2
Jo= E(J+J,+J,J+)—|—J3.

Skorzystajmy z réwnania wiasnego operatora J?i wstawmy
pomiedzy operatory Jy i J_ operator jednostkowy |;'m’) (j'm’|

(jm|T2ljm) =

F())h?0i6mm = f(j)?

1 . . . .
5 Gl Jiljm = 1) (im — 1] lim)
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Znajdzmy diagonalny element macierzowy réwnania
1 2
Jo= E(J+J,+J,J+)—|—J3.

Skorzystajmy z réwnania wiasnego operatora J?i wstawmy
pomiedzy operatory Jy i J_ operator jednostkowy |;'m’) (j'm’|
(jmlT2ljm) = F(j)h00mm = ()1

1 . . . .
5 Gl Jiljm = 1) (im — 1] lim)
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Znajdzmy diagonalny element macierzowy réwnania
1 2
Jo= E(J+J,+J,J+)—|—J3.

Skorzystajmy z réwnania wiasnego operatora J?i wstawmy
pomiedzy operatory Jy i J_ operator jednostkowy |;'m’) (j'm’|

(jm|T2ljm) =

FU)I80mm = FG)I?
1 . . . .
5 Gl Jiljm = 1) (im — 1] lim)

1 . . . .
5 GmlJ-Lim =+ 1) (jm + 1] m)
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Znajdzmy diagonalny element macierzowy réwnania

- 1
J? = 5 (rde+JJy) + 5.

Skorzystajmy z réwnania wiasnego operatora J?i wstawmy
pomiedzy operatory Jy i J_ operator jednostkowy |;'m’) (j'm’|

(jmlT2ljm) = F(j)h00mm = ()1
= L (mldyljm — 1) (jm — 1]J_|jm)
2

1 . . . .
£ Umllim -+ 1) (G + 14 jm)
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Znajdzmy diagonalny element macierzowy réwnania

- 1
J? = 5 (rde+JJy) + 5.

Skorzystajmy z réwnania wiasnego operatora J?i wstawmy
pomiedzy operatory Jy i J_ operator jednostkowy |;'m’) (j'm’|

(jmlT2ljm) = F(j)h00mm = ()1
1. . . .
= 5 UmlyLim = 1) jm — 1|_|jm)
1
+ 5 gm|J—|jm + 1) §Gm + 1|Jy|jm)

+ (jm|SBljm)
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Wykorzystajmy zwigzki

(jm+ 1Jpjm) = Amh 1 (jm|J_|jm + 1) = Aj,h
w rdwnaniu
(ml T2 jm) = )RS omm = F)I?

_ % (jm] J Ljm — 1) (jm — 1] J_|jm)

4 % Gmld_Ljm + 1) (jm + 1| Iy [jm)

+ (jm|3ljm)
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Wykorzystajmy zwigzki

(jm+ 1Jpjm) = Amh 1 (jm|J_|jm + 1) = Aj,h
w rdwnaniu
(ml T2 jm) = )RS omm = F)I?

_ % (jm] J Ljm — 1) (jm — 1] J_|jm)

4 % Gmld_Ljm + 1) (jm + 1| Iy [jm)

o 1 1
+ (mlBlm) = 3 -1 P B+ S PR+ m2
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Wykorzystajmy zwigzki

(jm+ 1Jpjm) = Amh 1 (jm|J_|jm + 1) = Aj,h
w rdwnaniu
(ml T2 jm) = )RS omm = F)I?

_ % (jm] J Ljm — 1) (jm — 1] J_|jm)

4 % Gmld_Ljm + 1) (jm + 1| Iy [jm)

o 1 1
+ (mlBlm) = 3 -1 P B+ S PR+ m2
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Wykorzystajmy zwigzki

(Gm—+1|J [jm) = Aph i (m|J_|jm+1) = X%
w rdwnaniu
(jmlJ2|jm) = FG)Sy0mm = F()H
= 2 Gl lim — 1) Gm — 1] |jm)
£ Gl lim 1) Gm o+ 10 jm)
+ <jmyJ§|jm> = % Am_1]> B2 + % |Am|? B2 + m?h?

(C—(m— 1)m)h2—|—%(C— m(m + 1)) B2 + m2h>

N -
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fHR? = Z(C—(m—1)m)h?+ % (C — m(m+ 1)) k% + m?K?

N =
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Fn? =

N =

(C—(m-— l)m)hz—i-%(C— m(m + 1)) h2 + m?h?
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fn? = %(C —(m—=1)m)h? + % (C — m(m+ 1)) k% + m?K?

1
= Ch2+§h2(—m2+m—m2—m+2m2)
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fn? = %(C —(m—=1)m)h? + % (C — m(m+ 1)) k% + m?K?

1
= Ch2+§h2(—m2+m—m2—m+2m2)
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1 1
fn? = 2(C—(m—1)m)h2—|—§(C—m(m+1))h2+m2h2
1
= Ch2+§h2(—m2+m—m2—m+2m2)
= Ch
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1 1
fn? = 5(C—(m—1)m)i12+§(C—m(m+1))h2+m2h2
= Ch2+%h2(—m2+m—m2—m+2m2)

= Ch?= my(my + 1)R°.
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fn? = %(C —(m—=1)m)h? + % (C — m(m+ 1)) k% + m?K?

1
= Ch2+§h2 (—m2+m—m2—m+2m2)
= Ch?= my(my +1)i2.

Oznaczmy m; = J,
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fn? = %(C —(m—=1)m)h? + % (C — m(m+ 1)) k% + m?K?

1
= Ch2+§h2 (—m2+m—m2—m+2m2)
= Ch?= my(my +1)i2.

Oznaczmy my = j, wéwezas f(j) = j(j + 1)
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1 1
fn? = 5(C—(m—1)m)hz+§(C—m(m+1))h2+m2h2
1
= Ch2+§h2(—m2+m—m2—m+2m2)
= CFLZ: m1(m1+1)h2.

Oznaczmy my = j, wéwczas f(j) = j(j + 1) i rdwnania wtasne
momentu pedu przyjmuja postaé
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fn? = %(C —(m—=1)m)h? + % (C — m(m+ 1)) k% + m?K?

1
= Ch2+§h2 (—m2+m—m2—m+2m2)
= Ch?= my(my +1)i2.

Oznaczmy my = j, wéwczas f(j) = j(j + 1) i rdwnania wtasne
momentu pedu przyjmuja postaé

J2 |jm)y =
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fn? = %(C —(m—=1)m)h? + % (C — m(m+ 1)) k% + m?K?

1
= Ch2+§h2 (—m2+m—m2—m+2m2)
= Ch?= my(my +1)i2.

Oznaczmy my = j, wéwczas f(j) = j(j + 1) i rdwnania wtasne
momentu pedu przyjmuja postaé

J2jm)y = j(+1)K? |jm),
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1 1
fn? = 5(C—(m—1)m)hz+§(C—m(m+1))h2+m2h2
= Ch2+%h2(—m2+m—m2—m+2m2)

= Ch?= my(my + 1)R°.

Oznaczmy my = j, wéwczas f(j) = j(j + 1) i rdwnania wtasne
momentu pedu przyjmuja postaé

J2jmy = jG+1)R2 |jm), j=0,

3
1. —
[t 2

P

1
2
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1 1
fn? = 5(C—(m—1)m)hz+§(C—m(m+1))h2+m2h2
= Ch2+%h2(—m2+m—m2—m+2m2)

= Ch?= my(my + 1)R°.

Oznaczmy my = j, wéwczas f(j) = j(j + 1) i rdwnania wtasne
momentu pedu przyjmuja postaé

J2jmy = jG+1)R2 |jm), j=0,

3
1. —
[t 2

1
2 P
J3 |j”7>
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1 1
fn? = 5 (C—(m—1)m) h? + 5 (C—m(m+1)) h? + m?h?
1
= Ch2+§h2 (—m2+m—m2—m+2m2)
= Ch?= my(my +1)i2.
Oznaczmy my = j, wéwczas f(j) = j(j + 1) i rdwnania wtasne
momentu pedu przyjmuja postaé
J2Um) = U+ DR [jm), =0,
J3 jm) =

3
1. —
[t 2

P

1
2
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1 1
fn? = 5(C—(m—1)m)hz+§(C—m(m+1))h2+m2h2
= Ch2+%h2(—m2+m—m2—m+2m2)

= Ch?= my(my + 1)R°.

Oznaczmy my = j, wéwczas f(j) = j(j + 1) i rdwnania wtasne
momentu pedu przyjmuja postaé

J2jmy = jG+1)R2 |jm), j=0,

3
1. —
[t 2

1
2 P
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fn? = %(C —(m—=1)m)h? + % (C — m(m+ 1)) k% + m?K?

1
= Ch2+§h2 (—m2+m—m2—m+2m2)
= Ch?= my(my +1)i2.

Oznaczmy my = j, wéwczas f(j) = j(j + 1) i rdwnania wtasne
momentu pedu przyjmuja postaé

=5 . . . 1 3
J2jm) = jG+ DR |jm), j=0,5,1,5,.
J3 |jm)y = mh |jm), m:—,—J+1,..., —1,j.
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fn? = %(C —(m—=1)m)h? + % (C — m(m+ 1)) k% + m?K?

1
= Ch2+§h2 (—m2+m—m2—m+2m2)
= Ch?= my(my +1)i2.

Oznaczmy my = j, wéwczas f(j) = j(j + 1) i rdwnania wtasne
momentu pedu przyjmuja postaé

=5 . . . 1 3
J2jm) = jG+ DR |jm), j=0,5,1,5,.
J3 |jm)y = mh |jm), m:—,—J+1,..., —1,j.

Widzimy, ze dla kazdej wartosci j istnieje 2j + 1 réznych wartosci
m.
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Wréémy do elementéw macierzowych operatoréw J..

Gm + 1 Je|jm) = Amh,  (m|J_|jm+1) = A% A,
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Wréémy do elementéw macierzowych operatoréw J..

m + 1|J4|jm) = Amh, gm|J—|jm + 1) = X} A,
Przy czym

Aml> = C—m(m+1)=
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Wréémy do elementéw macierzowych operatoréw J..

m + 1|J4|jm) = Amh, gm|J—|jm + 1) = X} A,
Przy czym

Mml> = C—m(m+1)=j(j+1)— m(m+1)
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Wréémy do elementéw macierzowych operatoréw J..

m + 1|J4|jm) = Amh, gm|J—|jm + 1) = X} A,
Przy czym

Mml> = C—m(m+1)=j(j+1)— m(m+1)
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Wréémy do elementéw macierzowych operatoréw J..

m + 1|J4|jm) = Amh, gm|J—|jm + 1) = X} A,
Przy czym

Mml> = C—m(m+1)=j(j+1)— m(m+1)

2

= j2—|—j—m — m+jm — jm =
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Wréémy do elementéw macierzowych operatoréw J..

m + 1|J4|jm) = Amh, gm|J—|jm + 1) = X} A,
Przy czym

Mml> = C—m(m+1)=j(j+1)— m(m+1)

= [+ m? = mejm = jm = j(j+m+1) = m(j + m+ 1)
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Wréémy do elementéw macierzowych operatoréw J..

m + 1|J4|jm) = Amh, gm|J—|jm + 1) = X} A,
Przy czym

Aml> = C—m(m+1)=(+1)—m(m+1)
= jf4j-m—mtjm—jm=j(j+m+1)—m(j+m+1)
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Wréémy do elementéw macierzowych operatoréw J..

Gm + 1 Je|jm) = Amh,  (m|J_|jm+1) = A% A,

Przy czym

Mml> = C—m(m+1)=j(j+1)— m(m+1)

= J4j—m?—mjm— jm = j(j+ m+1) = m(j+ m +1)
(= m)(+m+1).
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Wréémy do elementéw macierzowych operatoréw J..

Gm + 1 Je|jm) = Amh,  (m|J_|jm+1) = A% A,

Przy czym

Mml> = C—m(m+1)=j(j+1)— m(m+1)

= J4j—m?—mjm— jm = j(j+ m+1) = m(j+ m +1)
(= m)(+m+1).

Mozemy wybra¢ faze zespolona réwna 1,
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Wréémy do elementéw macierzowych operatoréw J..

Gm + 1 Je|jm) = Amh,  (m|J_|jm+1) = A% A,

Przy czym

Mml> = C—m(m+1)=j(j+1)— m(m+1)

= J4j—m?—mjm— jm = j(j+ m+1) = m(j+ m +1)
(= m)(+m+1).

Mozemy wybra¢ faze zespolong réwna 1, wtedy

N=

Am=[({+1)—m(m+1)]

NI

=[(—-—my+m+1)2.
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Elementy macierzowe operatoréw J1 maja postaé

(m+1Jsljm) = Amh=
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Elementy macierzowe operatoréw J1 maja postaé

Gm+1Jyljim) = Amh= [j(i+1)—m(m+1)]> h
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Elementy macierzowe operatoréw J1 maja postaé

Gm+1Jyljim) = Amh= [j(i+1)—m(m+1)]> h
(jm — 11J_|jm)
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Elementy macierzowe operatoréw J1 maja postaé
(m + 1{Jy|jm)
m—=1J-|jm) =

Amfi = [ +1) — m(m+ 1)]2 I
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Elementy macierzowe operatoréw J1 maja postaé

Gm+1Jeljm) = Aph= [i(j+1) = m(m+1)]2 h
Gm —1J_|jm) = No_ih=
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Elementy macierzowe operatoréw J1 maja postaé

Gm+1Jyljim) = Amh= [j(i+1)—m(m+1)]> h
(Gm —1_jm) = Np_yh= [jG+1)— m(m—1)]2h,
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Elementy macierzowe operatoréw J1 maja postaé

Gm+1Jyljim) = Amh= [j(i+1)—m(m+1)]> h
(Gm —1_jm) = Np_yh= [jG+1)— m(m—1)]2h,

co inaczej mozemy zapisaé

e |jm) = [jG+1) = m(m+ 1) h|jm £ 1) .
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Elementy macierzowe operatoréw J1 maja postaé

Gm+1Jyljim) = Amh= [j(i+1)—m(m+1)]> h
(Gm —1_jm) = Np_yh= [jG+1)— m(m—1)]2h,

co inaczej mozemy zapisaé
. 1,
Jy |jm)y=[(+1)—m(m+1)]2h|jm+1).

Uwzgledniajac, ze
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Elementy macierzowe operatoréw J1 maja postaé

Gm+1Jyljim) = Amh= [j(i+1)—m(m+1)]> h
(Gm —1_jm) = Np_yh= [jG+1)— m(m—1)]2h,

co inaczej mozemy zapisaé
. 1,
Jy |jm)y=[(+1)—m(m+1)]2h|jm+1).

Uwzgledniajac, ze Jy = 2(Jy + J)
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Elementy macierzowe operatoréw J1 maja postaé

Gm+1Jyljim) = Amh= [j(i+1)—m(m+1)]> h
(Gm —1_jm) = Np_yh= [jG+1)— m(m—1)]2h,

co inaczej mozemy zapisaé
. 1,
Jy |jm)y=[(+1)—m(m+1)]2h|jm+1).

Uwzgledniajac, ze h = 2(Jy +J-) i o= —5(Jp —J)
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Elementy macierzowe operatoréw J1 maja postaé

Gm+1Jyljim) = Amh= [j(i+1)—m(m+1)]> h
(Gm —1_jm) = Np_yh= [jG+1)— m(m—1)]2h,

co inaczej mozemy zapisaé
FR
Jy |jm)y=[(+1)—m(m+1)]2h|jm+1).
Uwzgledniajac, ze h = 2(Jy +J_) i Jo=—5(Jp — J_) oraz

J3 jm) = mh |jm)
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Elementy macierzowe operatoréw J1 maja postaé

(Gm+ Udiljm) = Amh= [i(+1)— m(m+1)]* h
Gm—11J_ljm) = Ny qh=[(+1)— m(m—1)]2h,

co inaczej mozemy zapisaé
Jy jm) = [ + 1) — m(m £ 1)]2 h [jm £ 1).
Uwzgledniajac, ze h = 2(Jy +J_) i Jo=—5(Jp — J_) oraz
J3 ljm) = mh |jm)
mozemy znalez¢ reprezentacje macierzowe operatordw Ji, Jo, J3 i

J? dla poszczegdlnych wartosci j.
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Jezeli j =0
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Jezelij=0 = m=0
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Jezelij=0 = m =0 i wszystkie te operatory sa
reprezentowane przez macierze zerowe (0).
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Jezelij=0 = m =0 i wszystkie te operatory sa
reprezentowane przez macierze zerowe (0).
Jezeli j =3
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Jezelij=0 = m =0 i wszystkie te operatory sa

reprezentowane przez macierze zerowe (0).

Jeielij:% = m:—%,%
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Jezelij=0 = m =0 i wszystkie te operatory sa
reprezentowane przez macierze zerowe (0).
Jezeli j = % = m= —%,% i macierz reprezentujaca operator

J3 ma postad
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Jezelij=0 = m =0 i wszystkie te operatory sa
reprezentowane przez macierze zerowe (0).
Jezeli j = % = m= —%,% i macierz reprezentujaca operator

J3 ma postad

(3. 31513, ) (3 313 -3)
(3 —3ls13 3) (5 —3lsl3 —3)

B =
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Jezelij=0 = m =0 i wszystkie te operatory sa
reprezentowane przez macierze zerowe (0).
Jezeli j = % = m= —%,% i macierz reprezentujaca operator

J3 ma postad

(3. 31513, ) (3 313 -3)
(3 —3ls13 3) (5 —3lsl3 —3)

B =
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Jezelij=0 = m =0 i wszystkie te operatory sa
reprezentowane przez macierze zerowe (0).
Jezeli j = % = m= —%,% i macierz reprezentujaca operator

J3 ma postaé
_ (Bl (5 sl )
S5 = < , —31413, %> <%, —11L, _%>
)

1
2
Elll
2(2 22

N[=
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Jezelij=0 = m =0 i wszystkie te operatory sa
reprezentowane przez macierze zerowe (0).
Jezeli j = % = m= —%,% i macierz reprezentujaca operator

J3 ma postad

_( (g
BTG i ) <a—us
)

1
2
El,l
2(2 22

N[=
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Jezelij=0 = m =0 i wszystkie te operatory sa
reprezentowane przez macierze zerowe (0).
Jezeli j = % = m= —%,% i macierz reprezentujaca operator

J3 ma postad

J - )
3 PO VAT SO NG S (AT S
2> ~ 2193125 2 2> 219312, T2
h/1 l|l 1 _h/1 l|l _1
o 2\2 2127 2 2\2) 212 2
o h/1 _l|l 1
2 \2° 2127 2
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Jezelij=0 = m =0 i wszystkie te operatory sa
reprezentowane przez macierze zerowe (0).
Jezeli j = % = m= —%,% i macierz reprezentujaca operator

J3 ma postad

)
5= 1 _l|J|l 1 _1| ; _1
2> 219312 2> 219312, T2
h/1 l|l 1 _h/1 l|l _1
o 2\2 2127 2 2\2) 212 2
o h/1 _l|l 1 _h/1 _l‘l _1
2 \2° 2127 2 2\2? 2120 2
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Jezelij=0 = m =0 i wszystkie te operatory sa
reprezentowane przez macierze zerowe (0).
Jezeli j = % = m= —%,% i macierz reprezentujaca operator

J3 ma postad

J )
3 PO VAT SO NG S (AT S
2> ~ 2193125 2 2> 219312, T2
h/1 l|l 1 _h/1 l|l _1 1
o 2\2> 212y 2 2\2> 212: 72 _ Iy
o h/1 _l|l 1 _h/1 _l‘l _1 2
2 \2° 2127 2 2\2? 2120 2
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Jezelij=0 = m =0 i wszystkie te operatory sa
reprezentowane przez macierze zerowe (0).
Jezeli j = % = m= —%,% i macierz reprezentujaca operator

J3 ma postad

J )
3 PO VAT SO NG S (AT S
2> ~ 2193125 2 2> ~ 219312, T2
h/1 l|l 1 _h/1 l|l _1 1
B 2\2: 2127 2 2\2r 2120 73 _ 1, 1
B h/1 _l|l 1 _h/1 _l‘l _1 )
242> 73212, 2 2\2> 72l2,» 73
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Jezelij=0 = m =0 i wszystkie te operatory sa
reprezentowane przez macierze zerowe (0).
Jezeli j = % = m= —%,% i macierz reprezentujaca operator

J3 ma postad

J )
3 PO VAT SO NG S (AT S
2> ~ 2193125 2 2> ~ 219812, 72
E/1 1)1 1 R/1 191 1
(G Y -5 - L1 o0
B W SR AT U O SR U S N
2 \2° 2127 2 2\2? 2120 2
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Jezelij=0 = m =0 i wszystkie te operatory sa
reprezentowane przez macierze zerowe (0).
Jezeli j = % = m= —%,% i macierz reprezentujaca operator

J3 ma postad

J b
3 PO VAT SO NG S (AT S
20 213125 2 20 T 219312y T2
hR/1 171 1 h/1 1)1 1
B §<§v 2l3 §> —§<§v 213 —§> 11 o0
B N SR AT U © O SR 4 S ) 0
2\2? 2127 2 2\2 212 2

Operator momentu pedu 30/61



Jezelij=0 = m =0 i wszystkie te operatory sa
reprezentowane przez macierze zerowe (0).
Jezeli j = % = m= —%,% i macierz reprezentujaca operator

J3 ma postad
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Jezelij=0 = m =0 i wszystkie te operatory sa
reprezentowane przez macierze zerowe (0).

. s 1 _ 1 1 . . .
Jezelij =35 = m= —3,5 i macierz reprezentujaca operator

J3 ma postad

(3. 3515 3) (3 31613 1)
|

J - b

3 PO VAT SO NG S (AT S
20 213125 2 20 T 219312y T2
hR/1 171 1 h/1 1)1 1
2(2 32 §> —§<§v 213 —§> (1 o0
UV S YT S N 5 SR Y} S ¢ ) 0o -1/’
2\2? 2127 2 2\2 212 2

gdzie skorzystaliSmy z réwnania wtasnego operatora J3 i z
ortogonalnosci stanéw wtasnych momentu pedu |jm).
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Korzystajac z relacji

Ji |jm) = [jG + 1) — m(m + 1)]2 b |jm + 1)

znajdujemy macierz reprezentujaca operator J
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Korzystajac z relacji

Ji |jm) = [jG + 1) — m(m + 1)]2 b |jm + 1)

znajdujemy macierz reprezentujaca operator J

Jp = (<<272|J+’272> <§,;J+|% _%> )

- ’J—l-‘za 2> <%7_%‘J+
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Korzystajac z relacji

Ji |jm) = [jG + 1) — m(m + 1)]2 b |jm + 1)

znajdujemy macierz reprezentujaca operator J

_ <272|J+’272> <%,%J+|% _%> )
o (< —31133) (3 -3
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Korzystajac z relacji

Ji |jm) = [jG + 1) — m(m + 1)]2 b |jm + 1)

znajdujemy macierz reprezentujaca operator J

_ <272|J+’272> <%,%J+|% _%> )
o (< —31133) (3 -3

= h
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Korzystajac z relacji

Ji |jm) = [jG + 1) — m(m + 1)]2 b |jm + 1)

znajdujemy macierz reprezentujaca operator J
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Korzystajac z relacji

Ji |jm) = [jG + 1) — m(m + 1)]2 b |jm + 1)

znajdujemy macierz reprezentujaca operator J

_ <272| 13
. (@’—5’#\

Operator momentu pedu 31/61



Korzystajac z relacji

Ji |jm) = [jG + 1) — m(m + 1)]2 b |jm + 1)

znajdujemy macierz reprezentujaca operator J

Iy
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Korzystajac z relacji

Ji |jm) = [jG + 1) — m(m + 1)]2 b |jm + 1)

znajdujemy macierz reprezentujaca operator J

s = (<<272|J+12,;> <2,2,J+|2,_;>)

L33 (B-4a3-1)
1
2
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s = (<<272|J+12,;> <2,2,J+|2,_;>)
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Korzystajac z relacji
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Korzystajac z relacji
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s = (<<272|J+12,;> <2,2,J+|2,_;>)

L33 (B-4a3-1)
1
2

Operator momentu pedu 31/61



Korzystajac z relacji

Ji |jm) = [jG + 1) — m(m + 1)]2 b |jm + 1)
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s = (<<272|J+12,;> <2,2,J+|2,_;>)
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Korzystajac z relacji

Ji |jm) = [jG + 1) — m(m + 1)]2 b |jm + 1)

znajdujemy macierz reprezentujaca operator J

s = (<<272|J+12,;> <2,2,J+|2,_;>)

L33 (B-4a3-1)
1
2

Operator momentu pedu 31/61



Korzystajac z relacji

Ji |jm) = [jG + 1) — m(m + 1)]2 b |jm + 1)

znajdujemy macierz reprezentujaca operator J

s = (<<272|J+12,;> <2,2,J+|2,_;>)

L33 (B-4a3-1)
1
2
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a korzystajac z relacji

J_ |jm) = [j( + 1) — m(m — 1)]2 b |jm — 1)

znajdujemy macierz reprezentujaca operator J_
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a korzystajac z relacji

J_ |jm) = [j( + 1) — m(m — 1)]2 b |jm — 1)

znajdujemy macierz reprezentujaca operator J_

J:<<<;,éu_|’;5> (331013, - >>)

)
%7 %> <§7_§’J—‘§7_§
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a korzystajac z relacji
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a korzystajac z relacji

J_ |jm) = [j( + 1) — m(m — 1)]2 b |jm — 1)

znajdujemy macierz reprezentujaca operator J_

= ( RIPALE <2,2|J L, _7> )
<%a—%\J_!%,%> <% “LU)h, - 7>
1
2
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a korzystajac z relacji

J_ |jm) = [j( + 1) — m(m — 1)]2 b |jm — 1)

znajdujemy macierz reprezentujaca operator J_

= ( RIPALE <2,2|J L, _7> )
<%a—%\J_!%,%> <% “LU)h, - 7>
1
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a korzystajac z relacji

J_ |jm) = [j( + 1) — m(m — 1)]2 b |jm — 1)

znajdujemy macierz reprezentujaca operator J_

= ( RIPALE <2,2|J L, _7> )
<%a—%\J_!%,%> < ’_§U—\§,—§>
1
2

N[
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a korzystajac z relacji

. o 1 .
J—|jm) = [ +1) = m(m = 1)]2 h |jm — 1)
znajdujemy macierz reprezentujaca operator J_

J = <<<575U—|’§ $1> (3311 -3) )

—3u13,-3)

Ni= NI=
Nl
\/
T~
N[
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a korzystajac z relacji
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a korzystajac z relacji
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a korzystajac z relacji
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J—|jm) = [ +1) = m(m = 1)]2 h |jm — 1)
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a korzystajac z relacji

. o 1 .
J—|jm) = [ +1) = m(m = 1)]2 h |jm — 1)
znajdujemy macierz reprezentujaca operator J_

J = <<<575U—|’§ $1> (3311 -3) )

—3u13,-3)

Ni= NI=
Nl
\/
T~
N[
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Teraz tatwo znajdziemy macierze operatoréw Ji i Jo.
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Teraz tatwo znajdziemy macierze operatoréw Ji i Jo.

1
J1 - §(J++J_):
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Teraz tatwo znajdziemy macierze operatoréw Ji i Jo.

S = (J++J) <gé)+ h(?ﬁ)
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Teraz tatwo znajdziemy macierze operatoréw Ji i Jo.
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Teraz tatwo znajdziemy macierze operatoréw Ji i Jo.

S = (J++J) <gé)+ h(?ﬁ)
01
- h(l o>’
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Teraz tatwo znajdziemy macierze operatoréw Ji i Jo.

S = (J++J) <gé)+ h(?ﬁ)
01
- h(l o>’

b
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Teraz tatwo znajdziemy macierze operatoréw Ji i Jo.

S = (J++J) <gé)+ h(?ﬁ)
01
- h(l o>’

b =
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Teraz tatwo znajdziemy macierze operatoréw Ji i Jo.

01 00
S = (J++J) (00)+ h<10>
1. (01
- 2h<1 o>’

i
b= s —d) =
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Teraz tatwo znajdziemy macierze operatoréw Ji i Jo.

0 1 0 0
S = (J++J) (00)+ h(l())
1 (01
_2h<1 o>7
j i (o1) i (00
o= _2(J+_J‘)__2h<0 o>+2h<1 0)
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Teraz tatwo znajdziemy macierze operatoréw Ji i Jo.

0 1 0 0
S = (J++J) (00)+ h(l())
1 (01
_2h<1 o>7
j i (o1) i (00
o= _2(J+_J‘)__2h<0 o>+2h<1 0)
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Teraz tatwo znajdziemy macierze operatoréw Ji i Jo.

0 1 0 0
S = (J++J) (00)+ h(l())
01
_2h<1 o>7
j i (o1) i (00
o= _2(J+_J‘)__2h<0 o>+2h<1 0)

= N
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Podsumujmy wyniki dla j = %
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Podsumujmy wyniki dla j = %

1. {0 1
J1_2h<1 o)’
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Podsumujmy wyniki dla j = %

1. {0 1 1. [0 —i
J1_2h<1 o)’ J2_2h<i o)’
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Podsumujmy wyniki dla j = %

1. {0 1 1. [0 —i 1. (1 0
J1_2h<1 o)’ J2_2h<i o)’ J3_2h<o —1>’
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Podsumujmy wyniki dla j = %

1. {0 1 1. [0 —i 1. (1 0
J1_2h<1 o)’ J2_2h<i o)’ J3_2h<o —1>’

a wiec
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Podsumujmy wyniki dla j = %

1. {0 1 1. [0 —i 1. (1 0
J1_2h<1 o)’ J2_2h<i o)’ J3_2h<o —1>’

a wiec

gdzie & = [01, 02, 03],
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Podsumujmy wyniki dla j = %

1. {0 1 1. [0 —i 1. (1 0
h‘2h<1o>’ b_2h<i o)’ h‘2h<0-4>’

a wiec

gdzie ¢ = [01,02,03], a

01 0 —i 1 0
=110 27\ o) 7 0o -1

sg macierzami Pauliego.
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Znajdzmy jeszcze postaé macierzowa operatora J 2.
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Znajdzmy jeszcze postaé macierzowa operatora J 2.
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Znajdzmy jeszcze postaé macierzowa operatora J 2.
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Znajdzmy jeszcze postaé macierzowa operatora J 2.

» | G3TA%Y) (330%5-3)
e <, 2|J 25,3 (3.-3107

26 y)

gdzie skorzystaliémy z réownania wtasnego dla operatora kwadratu
momentu pedu J 2 |jm) = j(j + 1)h? |jm) i z ortogonalnosci
stanéw wtasnych |jm).
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Znajdzmy jeszcze postaé macierzowa operatora J 2.

» | G3TA%Y) (330%5-3)
e <, W33y (3,-3157

(s e)

gdzie skorzystaliémy z réownania wtasnego dla operatora kwadratu
momentu pedu J 2 |jm) = j(j + 1)h? |jm) i z ortogonalnosci
stanéw wtasnych |jm).

Zadanie. Znalez¢ postaé macierzy reprezentujacych operatory J;,
i=1,23iJ2daj=1ij=3.
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Zauwazmy, ze w powyzszych rozwazaniach dla operatora
catkowitego momentu pedu korzystaliSmy jedynie z jego
hermitowskosci oraz z relacji komutacyjnych.
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Zauwazmy, ze w powyzszych rozwazaniach dla operatora
catkowitego momentu pedu korzystaliSmy jedynie z jego
hermitowskosci oraz z relacji komutacyjnych.

J = Ji, [Ji, Jj] = ihejjx k.

1
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Zauwazmy, ze w powyzszych rozwazaniach dla operatora
catkowitego momentu pedu korzystaliSmy jedynie z jego
hermitowskosci oraz z relacji komutacyjnych.

J = Ji, [Ji, Jj] = ihejjx k.

1

Operator orbitalnego momentu pedu [ = 7 x p spetnia dokfadnie
takie same zwigzki
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Zauwazmy, ze w powyzszych rozwazaniach dla operatora
catkowitego momentu pedu korzystaliSmy jedynie z jego
hermitowskosci oraz z relacji komutacyjnych.

J = Ji, [Ji, Jj] = ihejjx k.

1

Operator orbitalnego momentu pedu [ = 7 x p spetnia dokfadnie
takie same zwigzki

LJr = L,‘, [L,’, Lj] = ihEUkLk.

I
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Przypomnijmy, ze funkcjami wtasnymi operatoréw L2 L3 s3
harmoniki sferyczne

Ezylm(‘ga(:p) = /(/+1)hzylm(0>¢)a
L3Y/m(9,QD) = th/m(gv(p)a

Operator momentu pedu 37/61



Przypomnijmy, ze funkcjami wtasnymi operatoréw L2 L3 s3
harmoniki sferyczne

Ezylm(‘ga(:p) = /(/+1)hzylm(0>¢)a
L3Y/m(9,QD) = th/m(gv(p)a

gdzie | =0,1,2,...,a I <m<I.
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Przypomnijmy, ze funkcjami wtasnymi operatoréw L2 L3 s3
harmoniki sferyczne

Ezylm(‘ga(:p) = /(/+1)hzylm(0>¢)a
L3Y/m(9,QD) = th/m(gv(p)a

gdzie /=0,1,2,...,a =/ <m< |
Stosujac notacje Diraca mozemy zapisa

L2im) = I(I+1)h?|Im),
Lz |Im) = mh|Im).
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Orbitalny moment pedu moze przyjmowaé wartosci catkowite (w
jednostkach h) nieujemne,
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Orbitalny moment pedu moze przyjmowaé wartosci catkowite (w
jednostkach %) nieujemne, natomiast spinowy moment pedu,
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Orbitalny moment pedu moze przyjmowaé wartosci catkowite (w
jednostkach %) nieujemne, natomiast spinowy moment pedu, ktéry
rowniez spetnia relacje

si=5, [S:, Si] = ifieju Sk

1
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Orbitalny moment pedu moze przyjmowaé wartosci catkowite (w
jednostkach %) nieujemne, natomiast spinowy moment pedu, ktéry
rowniez spetnia relacje

Sl =5,  [5,S] = ihejxSk

1

moze przyjmowaé wartosci catkowite lub potéwkowe.
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Orbitalny moment pedu moze przyjmowaé wartosci catkowite (w
jednostkach %) nieujemne, natomiast spinowy moment pedu, ktéry
rowniez spetnia relacje

si=5, [S:, Si] = ifieju Sk

1

moze przyjmowaé wartosci catkowite lub potéwkowe.
. e 1
Np. elektrony, neutrina, protony, neutrony maja spin 3,
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Orbitalny moment pedu moze przyjmowaé wartosci catkowite (w
jednostkach %) nieujemne, natomiast spinowy moment pedu, ktéry
rowniez spetnia relacje

si=5, [S:, Si] = ifieju Sk
moze przyjmowaé wartosci catkowite lub potéwkowe.

Np. elektrony, neutrina, protony, neutrony maja spin % foton i
bozony elektrostabe Z° i W™ maja spin 1,

Operator momentu pedu 38/61



Orbitalny moment pedu moze przyjmowaé wartosci catkowite (w
jednostkach %) nieujemne, natomiast spinowy moment pedu, ktéry
rowniez spetnia relacje

si=5, [S:, Si] = ifieju Sk

moze przyjmowaé wartosci catkowite lub potéwkowe.

Np. elektrony, neutrina, protony, neutrony maja spin % foton i
bozony elektrostabe Z° i W™ maja spin 1, a mezony 7 i bozon
Higgsa — spin 0.

Operator momentu pedu 38/61



Zauwazmy, ze stany kwantowe o spinie % maja ciekawa wiasnosc.
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Zauwazmy, ze stany kwantowe o spinie % maja ciekawa wiasnosc.

Mianowicie, nie przechodza w siebie przy obrocie o kat 2, ale
dopiero przy obrocie o kat 4.
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Zauwazmy, ze stany kwantowe o spinie % maja ciekawa wiasnosc.

Mianowicie, nie przechodza w siebie przy obrocie o kat 2, ale
dopiero przy obrocie o kat 4.

Rozwazmy np. obrét o kat 27 wzgledem osi Oz, dla ktérego
unitarny operator obrotu ma postaé
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Zauwazmy, ze stany kwantowe o spinie % maja ciekawa wiasnosc.

Mianowicie, nie przechodza w siebie przy obrocie o kat 2, ale
dopiero przy obrocie o kat 4.

Rozwazmy np. obrét o kat 27 wzgledem osi Oz, dla ktérego
unitarny operator obrotu ma postaé

i

UR(27T) = e_ﬁzﬂ'lz,
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a jego dziatanie na stan \%, j:%> daje
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a jego dziatanie na stan \%, j:%> daje

1 1
<L) -
2° 2

Ur(27)
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a jego dziatanie na stan \%, j:%> daje

1 1 _iony 1 1>
7:|:7 = L7rz 7:|:7 =
2’ 2> €’ 272

Ur(27)
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a jego dziatanie na stan \%, j:%> daje

11 ,-
o4z _ —527rJZ
2’ 2> €

Ur(27)

L al) e
27 2

1
<L)
2" 2
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a jego dziatanie na stan \%, j:%> daje

1
1)
2° 2

L al) e
27 2

Ur(27) e k2T

1
<L)
2" 2
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a jego dziatanie na stan \%, j:%> daje

N
27772

Ur(27) ,+

> o727 (£3h) ’1 i1>
2772

N -
N~

= et'™ ,i

N

2
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a jego dziatanie na stan \%, j:%> daje

1 1
27:|:2> _ 6—527rJ

UR(27T) 4+

N -
N~

> o727 (£3h) ’1 i1>
2772

— Fim

, =

N

5
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a jego dziatanie na stan \%, j:%> daje

1 1 i 1 1 i 1 1 1
Us(2 Zo4z — e r2md | 4 >_ —h27r(:i:2h)’ i>
R(27) 15 2> € 277 o) ¢ 27772
|1 1
— Fim | = :I:*
DY 2>
.. 1 1
= (cos(Fm) + isin(Fm)) 5,:|:§
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a jego dziatanie na stan \%, j:%> daje

1 1 i 1 1 i 1 1 1
Us(2 Zo4z — e r2md | 4 >_ —h27r(:i:2h)’ i>
R(27) 15 2> € 277 o) ¢ 27772
|1 1
— Fim | = :I:*
DY 2>
.. 1 1
= (cos(Fm) + isin(Fm)) 5,:|:§
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a jego dziatanie na stan \%, j:%> daje

1 1 i 1 1 i 1 1 1
Uo(20) |2 42\ = e #2rd | 4 >_ —h27r(:tzh)’ i>
R(27) 15 2> € 277 o) ¢ 27772
|1 1
— Fim | = :I:*
DY 2>
.. 1 1
= (cos(Fm) + isin(Fm)) 5,:|:§
= -p%3)
n 2272/
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a jego dziatanie na stan \%, j:%> daje

1 1 i 1 1 i 1 1 1
Uo(20) |2 42\ = e #2rd | 4 >_ —h27r(:tzh)’ i>
R(27) 15 2> € 277 o) ¢ 27772
|1 1
— Fim | = :I:*
DY 2>
.. 1 1
= (cos(Fm) + isin(Fm)) 5,:|:§
= -p%3)
n 2272/

Dopiero przy obrocie o kat 47 mielibysmy

1 1 1 1
-t )=|=,£= ).
2’ 2> ’2’ 2>
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UR(47r)




Oczywiscie stany kwantowe dla spinu catkowitego, dla ktérego
wartosci witasne operatora S3 s3 catkowitymi wielokrotno$ciami £,
przy obrocie o kat 27 przejda w siebie.
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W mechanice kwantowe] czesto pojawia sie potrzeba ztozenia
momentéw pedu poszczegdlnych czescu uktadu, np.
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W mechanice kwantowe] czesto pojawia sie potrzeba ztozenia
momentéw pedu poszczegdlnych czescu uktadu, np.
orbitalnych momentéw pedu dwéch elektronéw w atomie,
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W mechanice kwantowe] czesto pojawia sie potrzeba ztozenia
momentéw pedu poszczegdlnych czescu uktadu, np.
orbitalnych momentéw pedu dwéch elektronéw w atomie,
albo orbitalnego i spinowego momentu pedu tego samego
elektronu.
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Rozwazmy dwa operatory momentu pedu JU i J@) ktére dziataja
w dwéch réznych przestrzeniach Hilberta i dlatego wzajemnie
komutuja.
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Rozwazmy dwa operatory momentu pedu JU i J@) ktére dziataja
w dwéch réznych przestrzeniach Hilberta i dlatego wzajemnie

komutuja.
W takim razie zaktadamy, ze

U, P1=0,  ij=123
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Rozwazmy dwa operatory momentu pedu JU i J@) ktére dziataja
w dwéch réznych przestrzeniach Hilberta i dlatego wzajemnie
komutuja.

W takim razie zaktadamy, ze

U, P1=0,  ij=123
oraz

] = g0, [P = ine
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Rozwazmy dwa operatory momentu pedu JU i J@) ktére dziataja
w dwéch réznych przestrzeniach Hilberta i dlatego wzajemnie
komutuja.

W takim razie zaktadamy, ze

U, P1=0,  ij=123

oraz
0] ity (4249 = iney

Kazdy z operatoréw jest oczywiscie hermitowski

JOT S T 103

i i
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. 2.
Oznaczmy ortonormalne stany wtasne operatoréw J ng) przez

ljim1)
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[jim1) a stany wtasne operatoréw J2 7 J:gz) przez |jamo),
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Oznaczmy ortonormalne stany wtasne operatoréw J ng) przez
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[jim1) a stany wtasne operatoréw J2 7 13 przez |jamo), tzn.

2. L. i
JO jim) = i (o + 1) B2 [jimy)
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2. L. i
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. 2.
Oznaczmy ortonormalne stany wtasne operatoréw J ng) przez

. . 2. (2 .
[jim1) a stany wtasne operatoréw J2 7 13 przez |jamo), tzn.

JOZ jimy) = i G+ 1) B2 )
J:-(;l) im) = mih|jimy)
T2 omy) = o (o + 1) B2 ixms)
J§2) omo) = moh|jpmy).

Zaktadamy, ze operator J) nie dziata na stany |jmo), a operator

J@ nie dziata na stany ljim1), gdyz te stany rozpinaja rézne
przestrzenie Hilberta.
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Zdefiniujmy operator catkowitego momentu pedu
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Catkawity moment pedu

Zdefiniujmy operator catkowitego momentu pedu
J=J0 4 Jo),
Obliczmy komutator
Ul = P+ 0200 4 2]
= [J(l) J ] {J(1)7Jj(2)} + [Ji(2)’JJ_(1)} + [J’_(2)’JJ(2)}
[J(l) J ] {J(2)7Jj(2)}v
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Catkawity moment pedu

Zdefiniujmy operator catkowitego momentu pedu
J=J0 4 J2.
Obliczmy komutator
1 2) (1 2
U] = [0+ 420+ P
_ 1 4@ 1 42 (2) 1) 2 42
= D) 0 AP0 12 47

ERVSIERVEWEIE

gdyz sktadowe operatoréw JO i J® komutuja.
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Catkawity moment pedu

W takim razie
sl = [ )

= ihEUlegl) + ih&;ij,((z) = ih&‘,’jk (J,((l) + J,((2)> = ih&Uka.

Widzimy, ze operator catkowitego momentu pedu spetnia
nastepujace relacje komutacji

[J,', JJ] = ihE,'ijk.
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Catkawity moment pedu

W takim razie

1 1 2 2
gl = [0 0]+ [
= ihEUlegl) + ih&;ij,((z) = ih&‘,’jk (J,((l) + J,((2)> = ih&Uka.

Widzimy, ze operator catkowitego momentu pedu spetnia
nastepujace relacje komutacji

[J,', JJ] = ihE,'ijk.

Jest to oczywiscie operator hermitowski, tak jak jego sktadowe.
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Zdefiniujmy iloczyn tensorowy reprezentacji, tzn. przestrzeni
rozpietych przez wektory bazowe |jymy) i [jamo).
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Zdefiniujmy iloczyn tensorowy reprezentacji, tzn. przestrzeni
rozpietych przez wektory bazowe |jymy) i [jamo).

imyjamo) = [jim1) ® |jamz).

Druga naturalng reprezentacje wyznaczajg wektory wtasne
operatoréw J 2 i J3

J?2 |jm)

J G+ 1) [jm)
B jm) =
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Zdefiniujmy iloczyn tensorowy reprezentacji, tzn. przestrzeni
rozpietych przez wektory bazowe |jymy) i [jamo).
Jimijpmz) = [im) ® |jamy) .

Druga naturalng reprezentacje wyznaczajg wektory wtasne
operatoréw J 2 i J3
JZ ljm)

J G+ 1) [jm)
B jm) =

mh [jm) .
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Ograniczmy sie do podprzestrzeni stanéw o ustalonych ji i jo,
ktéra ma wymiar (21 + 1)(2j» + 1).
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Ograniczmy sie do podprzestrzeni stanéw o ustalonych ji i jo,
ktéra ma wymiar (21 + 1)(2j» + 1).

Wektory witasne nalezace do tej podprzestrzeni oznaczymy |mymo).
Przejscie pomiedzy reprezentacjami okresla réwnanie

jm) = [mimy) (myma|jm),
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Ograniczmy sie do podprzestrzeni stanéw o ustalonych ji i jo,
ktéra ma wymiar (21 + 1)(2j» + 1).
Wektory witasne nalezace do tej podprzestrzeni oznaczymy |mymo).
Przejscie pomiedzy reprezentacjami okresla réwnanie

ym) = [mymz) (mimz|jm)
gdzie zastosowaliémy konwencje sumacyjna

i I3
Z Z |mimy) (mimy| = [mimg) (mimy| =1L

my=—j1 m=—j2
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Obliczmy

3 |jm) = J3 |mimz) (mimy|jm)
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Obliczmy

J3 |jm)

J3 \m1m2> <m1m2|Jm>
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Obliczmy

L jm) = Jz |mimz) (mymz|jm)
= (J§1) +J§2)) [m1) @ |m2) (mymy|jm)
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Obliczmy

3 |jm) = J3 |mimz) (mimy|jm)
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Obliczmy

J3ljm) = Iz [mimy) (mymo|jm)
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Obliczmy

L jm) = Jz |mimz) (mymz|jm)
= (J§1) +J§2)) [m1) @ |m2) (mymy|jm)

(4 1m1) @ ma) + |y} & ) [m2)) g malj)
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Obliczmy

J3 |jm) = J3 |mima) (mimy|jm)
- (J(l) J(2)) |my) @ |ma) (mymy|jm)

= (K7 [m) @ [ma) + [m) @ K2 ma) ) (mymo]jm)

= (mih|[m1) ® [ma) + [m1) @ mah [my)) (myma|jm)
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Obliczmy

J3ljm) = J3 |mimz) (mymz|jm)
(J(l) J(2)> |m1) @ |ma2) (myma|jm)

= (K7 [m) @ [ma) + [m) @ K2 ma) ) (mymo]jm)
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Obliczmy

5 |jm) = Jz |mimy) (mimz|jm)
= (A + D) [mn) @ [mo) (mymo]jm)
= (A |m) @ [mo) + [m) @ S mo) ) (mymoljm)

= (mih|[m1) ® [ma) + [m1) @ mah [my)) (myma|jm)
(m1+ m2) h[m1) @ |mg) (mymy|jm)
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Obliczmy

5 |jm) = Jz |mimy) (mimz|jm)
= (A + D) [mn) @ [mo) (mymo]jm)
= (A |m) @ [mo) + [m) @ S mo) ) (mymoljm)
= (mih|m1) @ [m2) 4 |m1) @ mah [m2)) (myma|jm)
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Obliczmy

L jm) = Jz |mimz) (mymz|jm)
= (J§1) +J§2)) [m1) @ |m2) (mymy|jm)

= (LY Im1) @ [ma) + 1) @ S [mo) ) (mymaljm)
= (mih|my) ® [m2) + [m1) ® mah |m2)) (mymz|jm)
= (mi+ma)h|m1) ® [mg) (mymy|jm)

( )

m1 + my) b |mymy) (mymy|jm)
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Obliczmy

J3 |jm) = J3 |mima) (mimy|jm)
= (J§1) + J§2)) [m1) @ |m2) (mymy|jm)
= (Jél) Imy) @ [my) + |my) @ S \mz)) (myma|jm)
= (mh|m1) ® |m) + |m1) @ mah |m2)) (myma|jm)
(my + m2)h |my) @ [m2) (mymy|jm)
= (my+ m2) h |mym2) (mymo|jm)
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Obliczmy

L jm) = Jz |mimz) (mymz|jm)
= (J§1) +J§2)) [m1) @ |m2) (mymy|jm)

= (LY Im1) @ [ma) + 1) @ S [mo) ) (mymaljm)
= (mih[m) ® [m2) + |m1) @ mah [my)) (myma|jm)
= (m1+m2)h|my) @ |mz) (myimy|jm)

(my + ma) h|mymy) (mymo|jm)
—  mh |jm)
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Obliczmy

L jm) = Jz |mimz) (mymz|jm)
= (J§1) +J§2)) [m1) @ |m2) (mymy|jm)

= (LY Im1) @ [ma) + 1) @ S [mo) ) (mymaljm)

= (mih|[m1) ® [ma) + [m1) @ mah [my)) (myma|jm)
(m1+ m2) h[m1) @ |mg) (mymy|jm)

(

m1 + my) b |mymy) (mymy|jm)

= mh |jm) = mh |mimy) (myma|jm) .
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Obliczmy

Jz ljm) = Jz |mimy) (mimy|jm)
= (J§1) + J§2)) [m1) @ |m2) (mymy|jm)
= (S mu) @ |ma) + [ma) @ S [ma)) (myms jm)
= (mih|m1) ® [mg) 4+ |my) @ moh |m2)) (mymz|jm)
(m1 + ma2) b [my) @ |mg) (myma|jm)
= (m1+ m2) A |mimy) (myma|jm)

= mh |jm) = mh |myimy) (mymy|jm) .
Otrzymalismy zwigzek

(m1 + m2) h |[mima) (mimg|jm) = mh |mymg) (myma|jm) .
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Poréwnujac wspdtczynniki przy liniowo niezaleznych wektorach
|myms) w réwnaniu

(my + my) h [mymy) (myma|jm) = mh |mymy) (mymy|jm)

otrzymujemy zwiazek
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(my + my) h [mymy) (myma|jm) = mh |mymy) (mymy|jm)
otrzymujemy zwiazek

(my + mp) h{mimyljm) = mh{mimy|jm),
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Poréwnujac wspdtczynniki przy liniowo niezaleznych wektorach
|myms) w réwnaniu

(my + my) h [mymy) (myma|jm) = mh |mymy) (mymy|jm)
otrzymujemy zwiazek

(my + mp) h{mimyljm) = mh{mimy|jm),

(my + mp — m)h{mymy|jm) = 0,
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Poréwnujac wspdtczynniki przy liniowo niezaleznych wektorach
|myms) w réwnaniu

(my + my) h [mymy) (myma|jm) = mh |mymy) (mymy|jm)
otrzymujemy zwiazek

(my + mp) h{mimyljm) = mh{mimy|jm),

(my + mp — m)h{mymy|jm) = 0,
ktéry pocigga (mymy|jm) =0, albo

m = mq + mo.
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Poniewaz —j; < my <j1 a —p < my < jp, to
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Poniewaz —j; < my <j1 a —p < my < jp, to
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Zatem najwieksza wartos¢ m wynosi ji + Jjo.
Wartos¢ ta pojawia sie tylko raz dla m; = j1 i my = jo.
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Poniewaz —j; < my <j1 a —p < my < jp, to

—j1— < m< j1+ .

Zatem najwieksza warto$¢ m wynosi j1 + fo.

Warto$¢ ta pojawia sie tylko raz dla my = j1 i mo = j.

Stad wynika, ze najwieksza warto$¢ catkowitego momentu pedu j
wynosi j = j1 + Jjo.
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Poniewaz —j; < my <j1 a —p < my < jp, to

—j1— < m< j1+ .

Zatem najwieksza warto$¢ m wynosi j1 + fo.

Warto$¢ ta pojawia sie tylko raz dla my = j1 i mo = j.

Stad wynika, ze najwieksza warto$¢ catkowitego momentu pedu j
wynosi j = j1 + j2.

Wezmy warto$¢ m o jeden mniejsza:

m=j+j—1
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Poniewaz —j; < my <j1 a —p < my < jp, to

1= <m< 1+ j2.
Zatem najwieksza warto$¢ m wynosi j1 + fo.
Warto$¢ ta pojawia sie tylko raz dla my = j1 i mo = j.
Stad wynika, ze najwieksza warto$¢ catkowitego momentu pedu j
wynosi j = j1 + j2.
Wezmy warto$¢ m o jeden mniejsza:

m=j+j—1

Mozna jg otrzymac na dwa sposoby, biorac
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Poniewaz —j; < my <j1 a —p < my < jp, to

1= <m< 1+ j2.
Zatem najwieksza warto$¢ m wynosi j1 + fo.
Warto$¢ ta pojawia sie tylko raz dla my = j1 i mo = j.
Stad wynika, ze najwieksza warto$¢ catkowitego momentu pedu j
wynosi j = j1 + j2.
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Poniewaz —j; < my <j1 a —p < my < jp, to

—j1— < m< j1+ .

Zatem najwieksza warto$¢ m wynosi j1 + fo.

Warto$¢ ta pojawia sie tylko raz dla my = j1 i mo = j.

Stad wynika, ze najwieksza warto$¢ catkowitego momentu pedu j
wynosi j = j1 + j2.

Wezmy warto$¢ m o jeden mniejsza:

m=j+j—1

Mozna j3 otrzymac na dwa sposoby, biorac m; =j1 imy = jo —1
|ubm1:j1—1im2:j2.
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Jedna z tych wartosci nalezy do podprzestrzeni o j = j; + jo, do
ktérej naleza stany odpowiadajace

m=0,+1,..., 401 +jo) — 1, % (j1 + o),
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Jedna z tych wartosci nalezy do podprzestrzeni o j = j; + jo, do
ktérej naleza stany odpowiadajace

m=0,+1,..., 401 +jo) — 1, % (j1 + o),

a druga nalezy do podprzestrzeni o j = j1 + j» — 1, do ktdrej naleza
stany odpowiadajace

mZO,:lz].,...,i(jl—l-jg—l).
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Jedna z tych wartosci nalezy do podprzestrzeni o j = j; + jo, do
ktérej naleza stany odpowiadajace

m=0,+1,..., 401 +jo) — 1, % (j1 + o),

a druga nalezy do podprzestrzeni o j = j1 + j» — 1, do ktdrej naleza
stany odpowiadajace

m=0,+1,...,£(1+ o —1).

Takie postepowanie mozemy kontynuowad.
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Liczba liniowo niezaleznych stanéw w reprezentacji |jm) i
|mimy) = |my) ® |my) musi sie zgadzad, tzn.
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Liczba liniowo niezaleznych stanéw w reprezentacji |jm) i
|mimy) = |my) ® |my) musi sie zgadzad, tzn.

At J ; J2
.2 1=> > 1
J=Jmin M=—J my=—j1 my=—j2

gdyz kazdej parze liczb kwantowych j, m i my, my odpowiada
doktadnie jeden wektor stanu.
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Liczba liniowo niezaleznych stanéw w reprezentacji |jm) i
|mimy) = |my) ® |my) musi sie zgadzad, tzn.

At J

; J2
.2 1=> > 1
J=Jmin M=—J my=—j1 my=—j2

gdyz kazdej parze liczb kwantowych j, m i my, my odpowiada
doktadnie jeden wektor stanu.

Wykonujac wewnetrzng sume po lewej stronie i obie sumy po
prawej otrzymamy

Jiti2

S (2 +1) = (21 + 1)+ 1).

J=Jmin
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Lewa strona jest suma ciggu arytmetycznego, a wiec

2_/.min + 1 + 2(_/1 +J2)

+1 . . . . .
5 (U1 +J2 —Jmin +1) = (241 + 1)(2j2 + 1).
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2_/.min + 1 + 2(_]1 +J2) +

1. . . . .
5 (U1 +J2 —Jmin +1) = (241 + 1)(2j2 + 1).

Przeksztatémy lewa strone

(jl +J2 +1 +jmin)(j1 +j2 +1 _jmin) = (2_/1 + 1)(2_12 + 1)
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Lewa strona jest suma ciggu arytmetycznego, a wiec

2_/.min + 1 + 2(_]1 +J2) +

1. . . . .
5 (U1 +J2 —Jmin +1) = (241 + 1)(2j2 + 1).

Przeksztatémy lewa strone
(jl +J2 +1 +jmin)(j1 ‘|‘j2 +1 _jmin) = (2_/1 + 1)(2_12 + 1)
Skorzystajmy z wzoru skréconego mnozenia

(r+J2 + 1) = jain = (22 + 1)(22 + 1),
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Lewa strona jest suma ciggu arytmetycznego, a wiec

2_/.min + 1 + 2(_]1 +J2) +

1. . . . .
5 (U1 +J2 —Jmin +1) = (241 + 1)(2j2 + 1).

Przeksztatémy lewa strone
(1 +J2 + 1+ jmin) (U1 + 2 + 1 = jmin) = (21 + 1)(2/2 + 1).
Skorzystajmy z wzoru skréconego mnozenia
U +J2 + 1)% = Jon = (21 + 1)(22 + 1),
a wiec

2=+ +1)2 — (21 + 1)(2)2 + 1).
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Przeksztatémy réwnanie

P2 = (h+p+1)2—a+1)(22+1)
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Przeksztatémy réwnanie

20 = (W4+p+1)2—Qai+1)(2R+1)
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Przeksztatémy réwnanie

20 = (W4+p+1)2—Qai+1)(2R+1)

= R4 B 1420+ 21+2—4jjs— 21— 2 — 1
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Przeksztatémy réwnanie

P = (1+i+1)2— 21 +1)(20+1)
= R4 B 1420+ 21+2—4jjs— 21— 2 — 1
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Przeksztatémy réwnanie

P = (1+i+1)2— 21 +1)(20+1)
= R4 B 1420+ 21+2—4jjs— 21— 2 — 1
= 243 -2 =(1— L)
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Przeksztatémy réwnanie

P = (1+i+1)2— 21 +1)(20+1)
= R4 B 1420+ 21+2—4jjs— 21— 2 — 1
= 243 -2 =(1— L)

Skad

Jmin = £/ (1 — )% = £ 1 — j2|.-
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Przeksztatémy réwnanie

P = (1+i+1)2— 21 +1)(20+1)
= R4 B 1420+ 21+2—4jjs— 21— 2 — 1
= 243 -2 =(1— L)

Skad

Jmin = £/ (1 — )% = £ 1 — j2|.-

Ostatecznie, biorac pod uwage fakt, ze wartosci wtasne
catkowitego momentu pedu s3 nieujemne, otrzymujemy wynik

Jmin = 1 — J2| -
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Woczesniej pokazalismy, ze maksymalna warto$¢ j = j; + jo.
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Weczesniej pokazalismy, ze maksymalna wartos$¢ j = ji + jo.
Zatem catkowity moment pedu moze przyjmowaé wartosci

h—RI<j <a+i

zmieniajac sie o 1.
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Weczesniej pokazalismy, ze maksymalna wartos$¢ j = ji + jo.
Zatem catkowity moment pedu moze przyjmowaé wartosci

h—RI<j <a+i

zmieniajac sie o 1.

Przyktadowo, w atomie wodoropodobnym, aby uwzglednié spin
elektronu wynoszacy s = % musimy go doda¢é zgodnie z t3 reguta
do orbitalnego momentu pedu elektronu.
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Weczesniej pokazalismy, ze maksymalna wartos$¢ j = ji + jo.
Zatem catkowity moment pedu moze przyjmowaé wartosci

h—RI<j <a+i

zmieniajac sie o 1.

Przyktadowo, w atomie wodoropodobnym, aby uwzglednié spin
elektronu wynoszacy s = % musimy go doda¢é zgodnie z t3 reguta
do orbitalnego momentu pedu elektronu.

W stanie podstawowym mamy

n=1
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zmieniajac sie o 1.

Przyktadowo, w atomie wodoropodobnym, aby uwzglednié spin
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Weczesniej pokazalismy, ze maksymalna wartos$¢ j = ji + jo.
Zatem catkowity moment pedu moze przyjmowaé wartosci

i —o| < Jj <ji+i

zmieniajac sie o 1.

Przyktadowo, w atomie wodoropodobnym, aby uwzglednié spin
elektronu wynoszacy s = % musimy go doda¢é zgodnie z t3 reguta
do orbitalnego momentu pedu elektronu.

W stanie podstawowym mamy

n=1 = =0 = j:'O—
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zmieniajac sie o 1.

Przyktadowo, w atomie wodoropodobnym, aby uwzglednié spin
elektronu wynoszacy s = % musimy go doda¢é zgodnie z t3 reguta
do orbitalnego momentu pedu elektronu.

W stanie podstawowym mamy

n=1 = =0 = j:'O—
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Weczesniej pokazalismy, ze maksymalna wartos$¢ j = ji + jo.
Zatem catkowity moment pedu moze przyjmowaé wartosci

i —o| < Jj <ji+i

zmieniajac sie o 1.

Przyktadowo, w atomie wodoropodobnym, aby uwzglednié spin
elektronu wynoszacy s = % musimy go doda¢é zgodnie z t3 reguta
do orbitalnego momentu pedu elektronu.

W stanie podstawowym mamy

1 1 1 1
n=1 = I=0 = j:'0—2‘:2’, 0to =2
1 11
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Czyli elektron moze wystepowaé w dwéch stanach kwantowych.
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Czyli elektron moze wystepowaé w dwéch stanach kwantowych.
W pierwszym stanie wzbudzonym mamy
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Czyli elektron moze wystepowaé w dwéch stanach kwantowych.
W pierwszym stanie wzbudzonym mamy

n=2

Operator momentu pedu 57/61



Czyli elektron moze wystepowaé w dwéch stanach kwantowych.
W pierwszym stanie wzbudzonym mamy

n=2 = [=0,1.
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Czyli elektron moze wystepowaé w dwéch stanach kwantowych.
W pierwszym stanie wzbudzonym mamy

n=2 = [=0,1.

W stanie z /| = 0 otrzymamy tak jak poprzednio

i=o-
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Natomiast w stanie z / = 1 dostaniemy dwie mozliwe wartosci
catkowitego momentu pedu j

=~

i 6 mozliwych wartosci jego trzeciej sktadowe;j:
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Natomiast w stanie z / = 1 dostaniemy dwie mozliwe wartosci
catkowitego momentu pedu j

=
i 6 mozliwych wartosci jego trzeciej sktadowe;j:

J:§

Operator momentu pedu 58/61



Natomiast w stanie z / = 1 dostaniemy dwie mozliwe wartosci
catkowitego momentu pedu j

=
i 6 mozliwych wartosci jego trzeciej sktadowe;j:

1
175
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Natomiast w stanie z / = 1 dostaniemy dwie mozliwe wartosci
catkowitego momentu pedu j

=~

. N 11
= — m=——.—
J 2 2725
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Natomiast w stanie z / = 1 dostaniemy dwie mozliwe wartosci
catkowitego momentu pedu j
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Natomiast w stanie z / = 1 dostaniemy dwie mozliwe wartosci
catkowitego momentu pedu j

=~
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Natomiast w stanie z / = 1 dostaniemy dwie mozliwe wartosci
catkowitego momentu pedu j

=~

N =

NI WN| =
N~
N~

N W
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Natomiast w stanie z / = 1 dostaniemy dwie mozliwe wartosci
catkowitego momentu pedu j

=~

1

2

3 113
2 Y
Czyli na pierwszym poziomie wzbudzonym, odpowiadajacym n = 2,
elektron moze wystepowaé w 8 réznych stanach kwantowych.
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Rozwazmy réwnanie (przy ustalonym ji i j2)

J1 2
jm) = > D> laimujamz) Gimijamy|jm)

my=—j1 my=—jz
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Rozwazmy réwnanie (przy ustalonym ji i j2)

J1 J2
jm) = > D> laimujamz) Gimijamy|jm)

my=—j1 my=—jz
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Rozwazmy réwnanie (przy ustalonym ji i j2)

) J2
Jm) =D > Liamujama) (imijamy|jm)
mi=—ji1 m=—j
[mymy) (mymy|jm) .
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Rozwazmy réwnanie (przy ustalonym ji i j2)

J1 J2
Yo D lamujamo) {imijamy|jm)

my=—j1 my=—jz

= |myimy) (mymy|jm) .

ym) =
Wspétczynniki rozwiniecia
(mymg|jm)

standw |jm) na stany |mimy) nosza nazwe wspdtczynnikdw
Clebscha-Gordana.
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Rozwiniecie odwrotne ma postaé

Stz
immy) = ) |[jm) (im[mim)

m=|j1—j|
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Rozwiniecie odwrotne ma postaé

Stz
immy) = ) |[jm) (im[mim)

m=|j1—j|
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Rozwiniecie odwrotne ma postaé

Jiti2
imm) = > |jm) (jm|myimy)
m=|j1—j|
ljm) (jm|myma) .

Operator momentu pedu 60/61



Rozwiniecie odwrotne ma postaé

Jiti2
imm) = > |jm) (jm|myimy)
m=|j1—j|
ljm) (jm|myma) .

Zachodza nastepujace zwiazki normalizacyjne

(mumoljm) (jm|mymy) = (myumo|mym2) = O, my Omym»

Operator momentu pedu 60/61



Rozwiniecie odwrotne ma postaé

Jiti2
imm) = > |jm) (jm|myimy)
m=|j1—j|
ljm) (jm|myma) .

Zachodza nastepujace zwiazki normalizacyjne

(muma|jm) (jm|myma) = (mima|mymb) = 0y mi Omyms
(jmlmyma) (myma|j'm’)
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Rozwiniecie odwrotne ma postaé

Jith

> im) Gm|mymy)
m=|j1—jz|
ljm) (jm|myma) .

|mymy)

Zachodza nastepujace zwiazki normalizacyjne

(mymy|jm) (jm|m}m3)

<m1m2|m11ml2> = 5m1m15m2m§7
(jm[mymz) (myma|j'm')
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Rozwiniecie odwrotne ma postaé

Jith

> im) Gm|mymy)
m=|j1—jz|
ljm) (jm|myma) .

|mymy)

Zachodza nastepujace zwiazki normalizacyjne

(mymy|jm) (jm|m}m3)

<m1m2|mllml2> = 5m1m15m2m’7
(jm[myma) (mymp|j'm")

<jm|j/ml> = 5jj’5mm’7
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Rozwiniecie odwrotne ma postaé

Jith

> im) Gm|mymy)
m=|j1—jz|
ljm) (jm|myma) .

|mymy)

Zachodza nastepujace zwiazki normalizacyjne

(mymy|jm) (jm|m}m3)

<m1m2|mllml2> = 5m1m15m2m’7
(jm[myma) (mymp|j'm")

<jm|j/ml> = 5jj’5mm’7

a przy zatozeniu, ze wspdtczynniki Clebscha-Gordana s3
rzeczywiste mozemy zapisac

(jmlmyma) = (jm|m1my)*
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Rozwiniecie odwrotne ma postaé

Jiti

> Lim) (jm|mimy)
m=|j1—ja|
ym) (jm|mymz) .

|mymy)

Zachodza nastepujace zwiazki normalizacyjne

(mymy|jm) (jm|m}m3)

<m1m2|mllml2> = 5m1m15m2m’7
(jm[myma) (mymp|j'm")

<jm|j/ml> = 5jj’5mm’7

a przy zatozeniu, ze wspdtczynniki Clebscha-Gordana s3
rzeczywiste mozemy zapisac

(Jmlmyimy) = (jm|myima)* = (mymy|jm) .
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Procedura konstruowania wspétczynnikéw Clebscha-Gordana jest
dos$¢ zmudna.
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Procedura konstruowania wspétczynnikéw Clebscha-Gordana jest

dos$é¢ zmudna.

Wykorzystuje sie w niej przytoczone zwiazki normalizacyjne oraz
zwiazki rekurencyjne, ktére wyprowadza si¢ przy uzyciu operatoréw
Ji dla catkowitego momentu pedu.

Operator momentu pedu 61/61



Procedura konstruowania wspétczynnikéw Clebscha-Gordana jest

dos$é¢ zmudna.

Wykorzystuje sie w niej przytoczone zwiazki normalizacyjne oraz
zwiazki rekurencyjne, ktére wyprowadza si¢ przy uzyciu operatoréw
Ji dla catkowitego momentu pedu.

Jr = htib
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Procedura konstruowania wspétczynnikéw Clebscha-Gordana jest
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zwiazki rekurencyjne, ktére wyprowadza si¢ przy uzyciu operatoréw
Ji dla catkowitego momentu pedu.

Jo = ik =04 i (40 + )
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Procedura konstruowania wspétczynnikéw Clebscha-Gordana jest

dos$é¢ zmudna.

Wykorzystuje sie w niej przytoczone zwiazki normalizacyjne oraz
zwiazki rekurencyjne, ktére wyprowadza si¢ przy uzyciu operatoréw
Ji dla catkowitego momentu pedu.

Jo = ik =04 i (40 + )
= YLy sy iP
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Procedura konstruowania wspétczynnikéw Clebscha-Gordana jest
dos$¢ zmudna.

Wykorzystuje sie w niej przytoczone zwiazki normalizacyjne oraz
zwiazki rekurencyjne, ktére wyprowadza si¢ przy uzyciu operatoréw
Ji dla catkowitego momentu pedu.

Jo = ik =04 i (40 + )
= DD 4 s P = P 4 )

Szczegdtowy opis procedury konstruowania wspotczynnikow
Clebscha-Gordana mozna znalez¢ np. w §28 podrecznika L.I.
Schiffa.
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