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Zestaw 1

1. Udowodnić indukcyjnie wzór Leibnitza

dn

dxn
[u(x)v(x)] =

n∑
m=0

(
n

m

)
dmu(x)

dxm
dn−mv(x)

dxn−m
.

2. Wielomiany Legendre’a Pn(w), n = 0, 1, 2, ..., określone w przedziale domkniętym [−1, 1]
można zdefiniować poprzez tzw. wzór Rodriguesa
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, w ∈ [−1, 1].

Wykorzystując wzór Leibnitza zróżniczkować (n+ 1)-krotnie tożsamość(
w2 − 1

) d
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)n
i pokazać, że wielomiany Legendre’a spełniają następujące równanie różniczkowe II rzędu

d

dw

[(
1− w2

) dPn(w)

dw

]
+ n(n+ 1)Pn(w) = 0.

3. Pokazać, że wielomiany Legendre’a Pn(w), n = 0, 1, 2, ..., są ortogonalne w przedziale
domkniętym [−1, 1], tzn. że

1∫
−1

Pn(w)Pm(w) dw = 0, dla n ̸= m.

Wskazówka. Skorzystać z równania różniczkowego z zad. 2.

4. Pokazać, że stowarzyszone funkcje Legendrea Pm
l (w) zdefiniowane na odcinku [−1, 1]

wzorem

Pm
l (w) =
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) 1
2
|m| d|m|

dw|m|Pl(w),

gdzie Pl(w), l = 0, 1, 2, ..., jest wielomianem Legendre’a, a m jest liczbą całkowitą, przy
czym |m| ≤ l, spełniają następujące równanie różniczkowe II rzędu
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]
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5. Pokazać, że stowarzyszone funkcje Legendre’a Pm
l (w) spełniają następującą relację or-

togonalności na odcinku [−1, 1]
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l′ (w) dw =
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6. Funkcja falowa cząstki, która znajduje się gdzieś na osi Ox jest dana wzorem

ψ(x, t) = Ae−
x2

2a
+iωt.

Wyznaczyć stałą A.
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