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Najprostszy przyktad jednowymiarowego oscylatora harmonicznego
stanowi siato o masie m, ktére $lizga sie bez tarcia po podfozu pod
wptywem sprezyny przyczepionej do $ciany. Sprezyna spetnia prawo
Hooke'a F = —KXx, gdzie wspdtczynnik sprezystosci K jest zadany.
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Najprostszy przyktad jednowymiarowego oscylatora harmonicznego
stanowi siato o masie m, ktére $lizga sie bez tarcia po podfozu pod
wptywem sprezyny przyczepionej do $ciany. Sprezyna spetnia prawo
Hooke'a F = —KXx, gdzie wspdtczynnik sprezystosci K jest zadany.

| ;
Z |l zasady dynamiki Newtona otrzymujemy réwnanie ruchu

mx = —Kx

Oscylator harmoniczny 2/43



Najprostszy przyktad jednowymiarowego oscylatora harmonicznego
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Najprostszy przyktad jednowymiarowego oscylatora harmonicznego
stanowi siato o masie m, ktére $lizga sie bez tarcia po podfozu pod
wptywem sprezyny przyczepionej do $ciany. Sprezyna spetnia prawo
Hooke'a F = —KXx, gdzie wspdtczynnik sprezystosci K jest zadany.

| ;

Z |l zasady dynamiki Newtona otrzymujemy réwnanie ruchu

. . K .
mx = —Kx = X=——X = X = —w?x,
m
. ., 2 _ K
gdzie oznaczylismy w* = .
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Najprostszy przyktad jednowymiarowego oscylatora harmonicznego
stanowi siato o masie m, ktére $lizga sie bez tarcia po podfozu pod
wptywem sprezyny przyczepionej do $ciany. Sprezyna spetnia prawo
Hooke'a F = —KXx, gdzie wspdtczynnik sprezystosci K jest zadany.

| ;

Z |l zasady dynamiki Newtona otrzymujemy réwnanie ruchu
K

mx = —Kx = X=——X = X = —w?x,
m

gdzie oznaczyliémy w? = K.

Innymi przyktadami jednowymiarowego oscylatora s3 wahadto
matematyczne, albo obwdd elektryczny LC, gdzie role wychylenia z
potfozenia réwnowagi odgrywa tadunek elektryczny q(t).
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Kazdy klasyczny jednowymiarowy oscylator harmoniczny jest
opisywany réwnaniem

X = —w” X,

z odpowiednim wzorem na czesto$¢ kotowa w, ktéra dla wahadta
matematycznego dana jest wzorem w = \/% a dla obwodu LC

- /L
wzorem w = \/ 1.

Rozwigzanie ogblne tego réwnania zwykle przedstawiamy w jednej
z nastepujacych postaci:
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Kazdy klasyczny jednowymiarowy oscylator harmoniczny jest
opisywany réwnaniem

X = —w” X,
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x(t) = Asin(wt + «),
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Kazdy klasyczny jednowymiarowy oscylator harmoniczny jest
opisywany réwnaniem

X = —w” X,

z odpowiednim wzorem na czesto$¢ kotowa w, ktéra dla wahadta
matematycznego dana jest wzorem w = \/% a dla obwodu LC

- /L
wzorem w = \/ 1.

Rozwigzanie ogblne tego réwnania zwykle przedstawiamy w jednej
z nastepujacych postaci:

x(t) = Asin(wt + a), x(t) = Bcos(wt + f3)

Oscylator harmoniczny 3/43



Kazdy klasyczny jednowymiarowy oscylator harmoniczny jest
opisywany réwnaniem

X = —w” X,

z odpowiednim wzorem na czesto$¢ kotowa w, ktéra dla wahadta
matematycznego dana jest wzorem w = \/% a dla obwodu LC

- /L
wzorem w = \/ 1.

Rozwigzanie ogblne tego réwnania zwykle przedstawiamy w jednej
z nastepujacych postaci:

x(t) = Asin(wt +«),  x(t) = Bcos(wt + 3)
lub wykorzystujac liczby zespolone

X(t) — Ceiwt + De_i“’t,
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Kazdy klasyczny jednowymiarowy oscylator harmoniczny jest
opisywany réwnaniem

X = —w” X,

z odpowiednim wzorem na czesto$¢ kotowa w, ktéra dla wahadta
matematycznego dana jest wzorem w = \/% a dla obwodu LC

- /L
wzorem w = \/ 1.

Rozwigzanie ogblne tego réwnania zwykle przedstawiamy w jednej
z nastepujacych postaci:

x(t) = Asin(wt +«),  x(t) = Bcos(wt + 3)
lub wykorzystujac liczby zespolone
x(t) = Ce't 4 De™ 't
gdzie A, o, B, 3, C i D s3 dowolnymi statymi.
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Kazdy klasyczny jednowymiarowy oscylator harmoniczny jest
opisywany réwnaniem

X = —w” X,

z odpowiednim wzorem na czesto$¢ kotowa w, ktéra dla wahadta
matematycznego dana jest wzorem w = \/% a dla obwodu LC

- /L
wzorem w = \/ 1.

Rozwigzanie ogblne tego réwnania zwykle przedstawiamy w jednej
z nastepujacych postaci:
x(t) = Asin(wt +«),  x(t) = Bcos(wt + 3)
lub wykorzystujac liczby zespolone
x(t) = Ce't 4 De™ 't

gdzie A, o, B, 3, C i D s3 dowolnymi statymi.
Zadanie. Pokazaé, ze kazda z powyzszych funkgcji jest
rozwiazaniem réwnania X = —w? x.
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Rozwazmy klasyczny jednowymiarowy oscylator harmoniczny o
czestosci kotowej w opisywany funkcja Hamiltona, ktéra w tym
przypadku réwna jest catkowitej energii mechanicznej E

2

p 1 2.2
H=E=—+ — .

2m—|—2mwx

Zauwazmy, ze jesli nie ma ruchu, tzn. x =01 p = 0, to catkowita
energia mechaniczna E = 0.
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Rozwazmy klasyczny jednowymiarowy oscylator harmoniczny o
czestosci kotowej w opisywany funkcja Hamiltona, ktéra w tym
przypadku réwna jest catkowitej energii mechanicznej E

2
p 1 2.2
H=E=—+— .
om + 2mw X
Zauwazmy, ze jesli nie ma ruchu, tzn. x =01 p = 0, to catkowita
energia mechaniczna E = 0.
Jego odpowiednik kwantowy otrzymamy narzucajac warunki

kwantyzacji

[x.p] =ih,  [x,x] =[p,p] =0.
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Rozwazmy klasyczny jednowymiarowy oscylator harmoniczny o
czestosci kotowej w opisywany funkcja Hamiltona, ktéra w tym
przypadku réwna jest catkowitej energii mechanicznej E

2
p 1 2.2
H=E=—+— .
om + 2mw X
Zauwazmy, ze jesli nie ma ruchu, tzn. x =01 p = 0, to catkowita
energia mechaniczna E = 0.
Jego odpowiednik kwantowy otrzymamy narzucajac warunki

kwantyzacji
Pl =i, [x.x] = [p.p] = 0.

Zauwazmy, ze warunki [x,x] = xx —xx =01i[p,p]=pp—pp=0
sg trywialne w przypadku jednowymiarowym.

Oscylator harmoniczny 4/43



Bedziemy pracowaé w reprezentacji energetycznej, tzn. w bazie
wektoréw wtasnych operatora Hamiltona

H |n) = E, |n).
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Bedziemy pracowaé w reprezentacji energetycznej, tzn. w bazie
wektoréw wtasnych operatora Hamiltona

H |n) = E, |n).

Woczesniej pokazalismy, ze H jest operatorem hermitowskim,
dlatego stany wtasne | n) odpowiadajace réznym warto$ciom E, sa
ortogonalne.
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Na razie wiemy tylko, ze wartosci wtasne E, musza by¢
rzeczywiste, gdyz H jest operatorem hermitowskim.
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Bedziemy pracowaé w reprezentacji energetycznej, tzn. w bazie
wektoréw wtasnych operatora Hamiltona

H |n) = E, |n).

Woczesniej pokazalismy, ze H jest operatorem hermitowskim,
dlatego stany wtasne | n) odpowiadajace réznym warto$ciom E, sa
ortogonalne. Zatézmy przy tym, ze s3 one unormowane

(k|n) = S

Na razie wiemy tylko, ze wartosci wtasne E, musza by¢
rzeczywiste, gdyz H jest operatorem hermitowskim.

O liczbach k, n wiemy tylko, ze s3 rzeczywiste, tak jak odpowiednie
wartosci wtasne.
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Obliczmy element macierzowy operatora H w reprezentacji
energetycznej

(k|H|n) =
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Obliczmy element macierzowy operatora H w reprezentacji
energetycznej
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Obliczmy element macierzowy operatora H w reprezentacji
energetycznej

(k[H|n)

(k|En|n) = Ep (k|n)
p? 1
= <k|<+2mw2x>]n)
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Obliczmy element macierzowy operatora H w reprezentacji
energetycznej

(k[H[n) = (k|En|n) = Ep (k|n)

- <k|<2+;mw2x>]n)
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Obliczmy element macierzowy operatora H w reprezentacji
energetycznej

(k[H[n) = (k|En|n) = Ep (k|n)

- <k|<2+;mw2x>]n)

% <k!p2|n> + %mw2 <k|x2]n> .
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Wektory wtasne operatora hermitowskiego tworza baze, a wiec
zupetny uktad wektoréw w przestrzeni Hilberta H.
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Wektory wtasne operatora hermitowskiego tworza baze, a wiec
zupetny uktad wektoréw w przestrzeni Hilberta H. Dlatego

S imnl+ [In)(nldn=]mn| =1,

gdzie T oznacza operator jednostkowy.
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Wektory wtasne operatora hermitowskiego tworza baze, a wiec
zupetny uktad wektoréw w przestrzeni Hilberta H. Dlatego

S imnl+ [In)(nldn=]mn| =1,

gdzie T oznacza operator jednostkowy.

W réwnaniu tym wprowadziliSmy konwencje sumacyjna polegajaca
na pominieciu symbolu sumowania po dyskretnym i catkowania po
ciggtym obszarze widma operatora H w przypadku, gdy wektor ket
styka sie z wektorem bra o tej samej liczbie kwantowe;j.
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Rozwazmy pierwszy element macierzowy po prawej stronie
réwnania

(k|H|n) = $<k|p2]n> + %mwz (klx?|n).
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Rozwazmy pierwszy element macierzowy po prawej stronie
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2m

(kIp?In) = (Klpl) (llpln)

Oscylator harmoniczny 8/43



Rozwazmy pierwszy element macierzowy po prawej stronie
réwnania

(klHIn) = == (k|p?|n) + %mwz (klx?|n).

2m

(Klp?n) = (KlplD) (ol bo |1 (1] =T

Oscylator harmoniczny 8/43



Rozwazmy pierwszy element macierzowy po prawej stronie
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Rozwazmy pierwszy element macierzowy po prawej stronie
réwnania

(klHIn) = == (k|p?|n) + %mwz (klx?|n).

2m

(Klp?n) = (KlplD) (ol bo |1 (1] =T
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Rozwazmy pierwszy element macierzowy po prawej stronie
réwnania

(klHIn) = == (k|p?|n) + %mwz (klx?|n).

2m

(Klp?n) = (KlplD) (ol bo |1 (1] =T
ale ped jest operatorem hermitowskim, pf=p, wiec

(Ulpln) = (n 1P| 1) = {nlpl)".
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Rozwazmy pierwszy element macierzowy po prawej stronie
réwnania

(k|H|n) = $<k|p2]n> + %mwz (klx?|n).

(Klp?n) = (KlplD) (ol bo |1 (1] =T
ale ped jest operatorem hermitowskim, pf=p, wiec

(Ulpln) = (n 1P| 1) = {nlpl)".

Zatem

(K|p?[n) = 3" (K|plh) {nlp]1)*
i
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Podobnie, drugi element macierzowy po prawej stronie réwnania
(k|H|n) = L <k]p2\n> + 1mo.)2<l<]x2\n>
2m 2

mozemy zapisal
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Podobnie, drugi element macierzowy po prawej stronie réwnania
(k|H|n) = L <k]p2\n> + 1mo.)2<l<]x2\n>
2m 2
mozemy zapisal

(K|x?n) = (k|x|1) (T]x|n) =
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Podobnie, drugi element macierzowy po prawej stronie réwnania

_ 1 2 Y.
(k|H|n) = %<k]p \n>+§mw (kIx?|n)
mozemy zapisal

(K|x?[n) = (kIx|1) (T|xlm) = > Ckix|1) (nlx]h)*
/
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Podobnie, drugi element macierzowy po prawej stronie réwnania
(k|H|n) = L <k]p2\n> + 1mo.)2<l<]x2\n>
2m 2
mozemy zapisal

(K|x?[n) = (kIx|1) (T|xlm) = > Ckix|1) (nlx]h)*
/

gdzie z kolei skorzystaliSmy z hermitowskosci operatora potfozenia
X.
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Podsumujmy

1

1 *
(k|H|n) 72 (k|p|!) (n|p|)* +§mwzz(k\x|l)<n|x|/>.
i /
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Podsumujmy
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Dla kK = n otrzymamy

(n|H[n) =
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Podsumujmy

1

1 *
(k|H|n) 72 (k|p|!) (n|p|)* +§mwzz(k\x|l)<n|x|/>.
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Dla kK = n otrzymamy

(n|H|n) = E,{(n|n) =E,
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Podsumujmy

1
(k|H|n) = 5—

1 *
= o ST (Kpll) (nlplhy + Sme? S (Kl (1)
i /
Dla kK = n otrzymamy

(n|H|n) = E,{(n|n) =E,
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Podsumujmy
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(k|H|n) = 5—

1 *
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1 1
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Oscylator harmoniczny 10/43



Podsumujmy

1
(k|H|n) = 5—

1 *
= o ST (Kpll) (nlplhy + Sme? S (Kl (1)
i /
Dla kK = n otrzymamy

(n|H[n) = E,(n|n) = E,

1 1
S S lpl 2+ Sm? S (alxI 2 > 0.
/ /

Widzimy, ze wartosci wiasne operatora energii oscylatora
harmonicznego musza by¢ nieujemne, E, > 0
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Zauwazmy réwniez, ze E, moze sie zerowac tylko wtedy, gdy
wszystkie elementy macierzowe operatoréw pedu i potozenia
znikaja

(Ilpln) = 0
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Zauwazmy réwniez, ze E, moze sie zerowac tylko wtedy, gdy
wszystkie elementy macierzowe operatoréw pedu i potozenia
znikaja

(Ilplny =0 1 (l|x|n) =0 dla wszystkich [, n.

Bytoby to jednak sprzeczne z warunkiem kwantyzacji [x, p] = ih.
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Zauwazmy réwniez, ze E, moze sie zerowac tylko wtedy, gdy
wszystkie elementy macierzowe operatoréw pedu i potozenia
znikaja

(Ilplny =0 1 (l|x|n) =0 dla wszystkich [, n.
Bytoby to jednak sprzeczne z warunkiem kwantyzacji [x, p] = ih.

(nllx, plln) = (nlx|1) lpln) — (nlpl/) {/|x|n) = ik (n|n) = ih.
0

Oscylator harmoniczny 11/43



Zauwazmy réwniez, ze E, moze sie zerowac tylko wtedy, gdy
wszystkie elementy macierzowe operatoréw pedu i potozenia
znikaja

(Ilplny =0 1 (l|x|n) =0 dla wszystkich [, n.
Bytoby to jednak sprzeczne z warunkiem kwantyzacji [x, p] = ih.

(nllx, plln) = (nlx|1) Ulpln) — {alpl1) I|x|n) = ih (n]n) = if.
0

Wszystkie elementy macierzowe znikaja, a prawa strona nie jest
zerem.
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Stad wnioskujemy, ze
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Stad wnioskujemy, ze

E, > 0.

Zdefiniujmy operator bezwymiarowy a

a= L (p — imwx)

vV 2mhw
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Zdefiniujmy operator bezwymiarowy a

a= L (p — imwx)

vV 2mhw

i znajdZzmy operator sprzezony hermitowsko af
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a' = ——(p+ 1mwx),
5 (P )

Oscylator harmoniczny 12/43



Stad wnioskujemy, ze

E, > 0.

Zdefiniujmy operator bezwymiarowy a

a= L (p — imwx)

vV 2mhw

i znajdZzmy operator sprzezony hermitowsko af

+ —i .
a' = ——(p+ 1mwx),
(P )

gdzie skorzystaliémy z udowodnionych wczes$niej wtasnosci
(A+ B)t = AT + Bf
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Stad wnioskujemy, ze

E, > 0.

Zdefiniujmy operator bezwymiarowy a

a= L (p — imwx)

vV 2mhw

i znajdZzmy operator sprzezony hermitowsko af

+ —i .
a' = ——(p+ 1mwx),
5 (P )

gdzie skorzystaliémy z udowodnionych wczes$niej wtasnosci
(A+B)T = AT+ BT i (aA) = a*AT, a € C,
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Stad wnioskujemy, ze

E, > 0.

Zdefiniujmy operator bezwymiarowy a

a= L (p — imwx)

vV 2mhw

i znajdZzmy operator sprzezony hermitowsko af

+ —i .
a' = ——(p+ 1mwx),
5 (P )

gdzie skorzystaliémy z udowodnionych wczes$niej wtasnosci
(A+B)T = AT + BT i (aA)T = a*AT, a € C, oraz z hermitowskosci
operatoréw pedu i potozenia.
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Obliczmy iloczyn

aTa =
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Obliczmy iloczyn

i
2mhw

ala = [ _ (p—i—imwx)][
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Obliczmy iloczyn

i

ol = | g (im0 | e (p = im)
1 . .
= 5o (p + imwx) (p — imwx)
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Obliczmy iloczyn

ala = [2_I‘r:ﬁw (p+ imwx)] [QImhw (p— imwx)]

ﬁ (p + imwx) (p — imwx)
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Obliczmy iloczyn

ala = [2_I‘r:ﬁw (p+ imwx)] [QImhw (p— imwx)]

5 lhw (p + imwx) (p — imwx)

1
T (p — Imwpx + imwxp + m2w2x2)
m
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Obliczmy iloczyn

ala = [2_I‘r:ﬁw (p+ imwx)] [QImhw (p— imwx)]

5 lhw (p + imwx) (p — imwx)

1
T (p — Imwpx + imwxp + m2w2x2)
m

1
= 5 p% + imw [x, p] +m?w?x>

ih
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Obliczmy iloczyn

ala = [_I (p+ imwx)] [i (p— imwx)]
2mhw 2mhw
1
= 5o (p + imwx) (p — imwx)
1 2 2 2
= oo (p — iImwpx + imwxp + m°w*x )
-t p% + imw [x, p] +m*w?x?
2mhw ——

ih
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Obliczmy iloczyn

i

ala = [2;:7%) (p+ imwx)] [Qme (p— imwx)]

= 2n‘:llhw (p + imwx) (p — imwx)

1
= i (p — Imwpx + imwxp + m2w2x2)
m

222

1
= 5 p% + imw [x, p] +m?w

in
1 p?

1
—

H
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Obliczmy iloczyn

i

ala = [_I (p—i—imwx)] [thw

1
= (p + imwx) (p — imwx)

2mhw
1 2 2.2
= i (p —/mwpx+/mwxp+mwx)
-t p% + imw [x, p] +m?w?x>
2mhw N

ih

1 2 1 1 1 1
= 5 | o 2B b ggimin | = 5 (M he).
—_—
H
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Otrzymaliémy zwiazek

1 1
fa=_— H—hw)
a'a hw( >
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Otrzymaliémy zwiazek

1 1 1
T = — —_ = = T —
a'a (H 2hw> = H (a a—|—2) hw.
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Otrzymaliémy zwiazek

1 1 1
T = — —_ = = T —
a'a (H 27%)) = H (a a—|—2) hw.

Obliczmy teraz komutator operatoréw a i a.

o] -
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Otrzymaliémy zwiazek

1 1 1
T = — —_ = = T —
a'a (H 27?@)) = H (a a+2) hw.

Obliczmy teraz komutator operatoréw a i a.

[a aq I [p— imwx, p + imwx]
’ 2mhw ’

Oscylator harmoniczny 14/43



Otrzymaliémy zwiazek

1 1 1
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’ 2mhw ’
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Otrzymaliémy zwiazek

1 1 1
T = — —_ = = T —
a'a (H 27?@)) = H (a a+2) hw.

Obliczmy teraz komutator operatoréw a i a.

[a aq I [p— imwx, p + imwx]
’ 2mhw ’

——— | [p, p] +imw [p, x] —imw [x, p] +m*w? [x, x]
2mhw N—— N—— N——" N——"

0
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Otrzymaliémy zwiazek

1 1 1
T = — —_ = = T —
a'a (H 27?@)) = H (a a+2) hw.

Obliczmy teraz komutator operatoréw a i a.

{a, aq I [p— imwx, p + imwx]
2mhw
1 . . 2 2
= ~—— | [p,p] +imw [p, x] —imw [x, p] +m“w* [x, x|
2mhw N~ N~ SN~ N~
0 —ih in 0
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Otrzymaliémy zwiazek

1 1 1
T = — —_ = = T —
a'a (H 27?@)) = H (a a+2) hw.

Obliczmy teraz komutator operatoréw a i a.

[a aq I [p— imwx, p + imwx]
’ 2mhw ’
1 . . 2 2
= ~—— | [p,p] +imw [p, x] —imw [x, p] +m“w* [x, x|
2mhw N~ N~ SN~ N~
0 —ih in 0
! 2mhw
= —zm =
2mhw
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Otrzymaliémy zwiazek

1 1 1
T = — —_ = = T —
a'a (H 27?@)) = H (a a+2) hw.

Obliczmy teraz komutator operatoréw a i a.

[a aq I [p— imwx, p + imwx]
’ 2mhw ’
1 . . 2 2
= ~—— | [p,p] +imw [p, x] —imw [x, p] +m“w* [x, x|
2mhw N~ N~ SN~ N~
0 —ih in 0
! 2mhw =1
= —zm = 1.
2mhw
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Otrzymaliémy prosty zwigzek komutacyjny

{a, aq =1,

Oscylator harmoniczny 15/43



Otrzymaliémy prosty zwigzek komutacyjny

{a, aq =1,

ktéry, jak sie pdzniej przekonamy, odgrywa niezmiernie wazna role
nie tylko w teoretycznym opisie oscylatora harmonicznego.
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{a, aq =1,

ktéry, jak sie pdzniej przekonamy, odgrywa niezmiernie wazna role
nie tylko w teoretycznym opisie oscylatora harmonicznego.
Wygodnie jest zdefiniowaé jeszcze jeden operator

N = aTa,

Oscylator harmoniczny 15/43



Otrzymaliémy prosty zwigzek komutacyjny

{a, aq =1,

ktéry, jak sie pdzniej przekonamy, odgrywa niezmiernie wazna role
nie tylko w teoretycznym opisie oscylatora harmonicznego.
Wygodnie jest zdefiniowaé jeszcze jeden operator

N = aTa,

przy uzyciu ktérego Hamiltonian H wyraza sie wzorem

H= (ﬂwi)hw: (N+;) hw.
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Znajdzmy relacje komutacji operatora N z operatorami a i a'.
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[Nva] =

Oscylator harmoniczny 16/43



Znajdzmy relacje komutacji operatora N z operatorami a i a'.

[N,a] = [aTa,a]:
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Znajdzmy relacje komutacji operatora N z operatorami a i a'.

[N,a] = [aTa, a] =a'[a,a] + [aT,a} a=—a,
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Znajdzmy relacje komutacji operatora N z operatorami a i a'.

[N,a] = [aTa, a] =a'[a,a] + [aT,a} a=—a,
o]
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Znajdzmy relacje komutacji operatora N z operatorami a i a'.

[N, 4]

.51

[aTa, a] =al[a,a] + [aT,a} a=—a,
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Znajdzmy relacje komutacji operatora N z operatorami a i a'.

[N,a] = [aTa, a] =a'[a,a] + [aT,a} a=—a,
[N, aq = [aTa, aq =
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Znajdzmy relacje komutacji operatora N z operatorami a i a'.
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Znajdzmy relacje komutacji operatora N z operatorami a i a'.

[N,a] = [aTa, a] =a'[a,a] + [aT,a} a=—a,
[N, aq = [aTa, aq =af [a, aT} + [aT,aT] a= aT,
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Znajdzmy relacje komutacji operatora N z operatorami a i a'.

[N,a] = [aTa, a] =a'[a,a] + [aT,a} a=—a,
[N, aq = [aTa, aq =af [a, aT} + [aT,aT] a= aT,

gdzie skorzystaliSmy z wtasnosci komutatora

[AB,C] = A[B,C] +[A,C] B
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Znajdzmy relacje komutacji operatora N z operatorami a i a'.

[N,a] = [a'a,a] =al[a,a] + [a,a] a=—a,
(v,al] = [afa,al] =4t [a,af] + [af, a1 a =4,
gdzie skorzystaliémy z whasnosci komutatora
[AB,C] = A[B,C] +[A, C] B
i z relacji

{a, aq =— {aT,a} =1, [a,a = [aT,aT] =0.
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Obliczmy jeszcze komutatory
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Obliczmy jeszcze komutatory

[Hva] =
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Obliczmy jeszcze komutatory

[H,a] = [(N+;)hw,a}:
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Obliczmy jeszcze komutatory

(Ha = [(NJr;)hw,a} — hw[N, ] = —hw a
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Obliczmy jeszcze komutatory

(Ha = [(NJr;)hw,a} — hw[N, ] = —hw a

9]
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Obliczmy jeszcze komutatory

[H,a]

9]

[(NJr;)hw,a} =hw[N,a] = —fw a

[(N+ ;) hw,aq —
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Obliczmy jeszcze komutatory

[H,a]

9]

[(NJr;)hw,a} =hw[N,a] = —fw a

KN+ ;) hw,aq — hw [N, af} -
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Obliczmy jeszcze komutatory

[H,a]

9]

[(NJr;)hw,a} =hw[N,a] = —fw a

[(N—F;) hw,aq :hw[N,aT} — fw al.
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Obliczmy jeszcze komutatory
1
[H,a] = [(N+2) hw,a} =hw[N,a] = —hw a
[H, 4] 1 i i i
Al = (V43w :hw[N,a} — hw al.

Zdefiniujmy stan kwantowy a |n) i obliczmy jego energie.
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Obliczmy jeszcze komutatory

[H, 3] [(N%) hw,a} — hw[N, ] = —hw a
[H,aT] KN+;) hw,aq :hw[N,aT} — hw al.

Zdefiniujmy stan kwantowy a |n) i obliczmy jego energie.

H(a|n))
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Obliczmy jeszcze komutatory

[H, 3] [(N%) hw,a} — hw[N, ] = —hw a
[H,aT] KN+;) hw,aq :hw[N,aT} — hw al.

Zdefiniujmy stan kwantowy a |n) i obliczmy jego energie.

H(a|n))

(aH — hw a) |n) = a(H — hw) |n) = a(E, — hw) |n)
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[H, 3] [(N%) hw,a} — hw[N, ] = —hw a
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Obliczmy jeszcze komutatory

[H, 3] [(NJr;)hw,a} — hw[N, ] = —hw a

1
[H,aT] KN+2) hw,aq :hw[N,aT} — hw al.
Zdefiniujmy stan kwantowy a |n) i obliczmy jego energie.

H(a|n))

(aH — hw a) |n) = a(H — hw) |n) = a(E, — hw) |n)
= (En—hw)(aln)).
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Obliczmy jeszcze komutatory

[H, 3] [(NJr;)hw,a} — hw[N, ] = —hw a

1
[H,aT] KN+2) hw,aq :hw[N,aT} — hw al.
Zdefiniujmy stan kwantowy a |n) i obliczmy jego energie.

H(a|n))

(aH — hw a) |n) = a(H — hw) |n) = a(E, — hw) |n)
= (En—hw)(aln)).

gdzie wykorzystaliSmy zwiagzek

[Hial]=Ha—aH =—-hwa = Ha=aH—lw a.
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Pokazalismy, ze

H(a [n)) = (En — hw) (a [n)),
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Pokazalismy, ze
H(a |n)) = (En — hw) (a [n)),
a wczesniej zatozyliSmy, ze

H|n) = E,|n).
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Pokazalismy, ze
H(a |n)) = (En — hw) (a [n)),
a wczesniej zatozyliSmy, ze
H|n) = E,|n).

Widzimy, ze energia stanu a |n) jest o fiw nizsza od energii stanu

[n).
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Zdefiniujmy teraz stan kwantowy a' |n) i obliczmy jego energie.
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Zdefiniujmy teraz stan kwantowy a' |n) i obliczmy jego energie.

H(af ) =
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Zdefiniujmy teraz stan kwantowy a' |n) i obliczmy jego energie.

H (aT |n>) = (aTH—i-ﬁw aT> In) = a' (H + hw) |n)
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Zdefiniujmy teraz stan kwantowy a' |n) i obliczmy jego energie.

H (aT |n>) = (aTH—i-ﬁw aT> In) = a' (H + hw) |n)
al (En+ ) n) = (Ey + ) (af |n) ),
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Zdefiniujmy teraz stan kwantowy a' |n) i obliczmy jego energie.

H (aT |n)) = (aTH—i-ﬁw aT> In) = a' (H + hw) |n)
al (En+ ) n) = (Ey + ) (af |n) ),

gdzie tym razem wykorzystaliSmy zwigzek

[H, aq —Hal —alH=twa! = Ha =a'H+ hw a'.
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Zdefiniujmy teraz stan kwantowy a' |n) i obliczmy jego energie.

H (aT |n>) = (aTH—i-ﬁw aT> In) = a' (H + hw) |n)
al (En+ ) n) = (Ey + ) (af |n) ),

gdzie tym razem wykorzystaliSmy zwigzek
[H, aq —Hal —alH=twa! = Ha =a'H+ hw a'.

Czyli energia stanu a' |n) jest o hw wyzsza od energii stanu |n).
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Obliczmy energie stanu a2 |n) = a(a |n)).
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Obliczmy energie stanu a2 |n) = a(a |n)).

H(a[m) =
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Obliczmy energie stanu a2 |n) = a(a |n)).
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Obliczmy energie stanu a2 |n) = a(a |n)).

H(a*[n)) = H(aaln)) = (aH —hw a)a|n)
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Obliczmy energie stanu a® |n)

H (a* [n)

a(a |n)).

H(a aln)) = (aH — hw a) a |n)

Oscylator harmoniczny 20/43



Obliczmy energie stanu a® |n)

H (a* [n)

a(a |n)).

H(aa|n)) = (aH — hw a) a |n)
a(H—hw)a|n) =

Oscylator harmoniczny 20/43



Obliczmy energie stanu a® |n)

H (a* [n)

a(a |n)).

H(a aln)) = (aH — hw a) a |n)

a(H — hw)a|n) = aHa |n) — alw a |n)
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Obliczmy energie stanu a® |n)

H (a* [n)

a(a |n)).

H(a aln)) = (aH — hw a) a |n)
a(H — hw)a|n) = aHa |n) — alw a |n)
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Obliczmy energie stanu a® |n)

H (a* [n)

a(a |n)).

H(a aln)) = (aH — hw a) a |n)
a(H — hw)a|n) = aHa |n) — alw a |n)
= a(E,— hw)a|n) — ahw a |n)
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Obliczmy energie stanu a2 |n) = a(a |n)).

H(a*[n)) = H(aaln)) = (aH —hw a)a|n)
= a(H—hw)a|n) =aHa|n) — ahw a |n)
= a(E,— hw)a|n) — ahw a |n)
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Obliczmy energie stanu a2 |n) = a(a |n)).

H(a*[n)) = H(aaln)) = (aH —hw a)a|n)
= a(H—hw)a|n) =aHa|n) — ahw a |n)
= a(E,— hw)a|n) — ahw a |n)
= (E,—2hw) (2 |n)).
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Obliczmy energie stanu a2 |n) = a(a |n)).

H(a[m) =

H(a aln)) = (aH — hw a) a |n)

a(H — hw)a|n) = aHa |n) — alw a |n)
a(E, — hw)a|n) — ahw a |n)

(En— 2hw) (a2 [n)) .

Jest ona o 2Aw nizsza od E,.
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Obliczmy energie stanu a2 |n) = a(a |n)).

H(a[m) =

H(a aln)) = (aH — hw a) a |n)

a(H — hw)a|n) = aHa |n) — alw a |n)
a(E, — hw)a|n) — ahw a |n)

(En— 2hw) (a2 [n)) .

Jest ona o 2Aw nizsza od E,.
Dla stanu stanu a° |n) otrzymalibyémy

H(a®|n) =
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Obliczmy energie stanu a2 |n) = a(a |n)).

H(a*[n)) = H(aaln)) = (aH —hw a)a|n)
= a(H—hw)a|n) =aHa|n) — ahw a |n)
= a(E,— hw)a|n) — ahw a |n)
= (E,—2hw) (2 |n)).

Jest ona o 2Aw nizsza od E,.
Dla stanu stanu a° |n) otrzymalibyémy

H (33 \n>) = (En—3hw) <33 |’7>) ;
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Obliczmy energie stanu a2 |n) = a(a |n)).

H(a*[n)) = H(aaln)) = (aH —hw a)a|n)
= a(H—hw)a|n) =aHa|n) — ahw a |n)
= a(E,— hw)a|n) — ahw a |n)
= (E,—2hw) (2 |n)).

Jest ona o 2Aw nizsza od E,.
Dla stanu stanu a° |n) otrzymalibyémy

H (33 \n>) = (En—3hw) <33 |’7>) ;
itd.
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Powtarzajac dziatanie operatora a mozemy otrzyma¢ stany o
dowolnie matych, ujemnych energiach,
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Powtarzajac dziatanie operatora a mozemy otrzyma¢ stany o
dowolnie matych, ujemnych energiach, co bytoby w sprzecznosci z
warunkiem dodatnio$ci energii oscylatora harmonicznego
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Powtarzajac dziatanie operatora a mozemy otrzyma¢ stany o
dowolnie matych, ujemnych energiach, co bytoby w sprzecznosci z
warunkiem dodatnio$ci energii oscylatora harmonicznego chyba, ze
istnieje stan o najnizszej energii, tzw. stan podstawowy, ktoéry
oznaczymy |0), “odporny” na dziatanie operatora a.
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Powtarzajac dziatanie operatora a mozemy otrzyma¢ stany o
dowolnie matych, ujemnych energiach, co bytoby w sprzecznosci z
warunkiem dodatnio$ci energii oscylatora harmonicznego chyba, ze
istnieje stan o najnizszej energii, tzw. stan podstawowy, ktoéry
oznaczymy |0), “odporny” na dziatanie operatora a.

Dla stanu podstawowego z definicji zachodzi réwnosé

al0) =0.
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Powtarzajac dziatanie operatora a mozemy otrzyma¢ stany o
dowolnie matych, ujemnych energiach, co bytoby w sprzecznosci z
warunkiem dodatnio$ci energii oscylatora harmonicznego chyba, ze
istnieje stan o najnizszej energii, tzw. stan podstawowy, ktoéry
oznaczymy |0), “odporny” na dziatanie operatora a.

Dla stanu podstawowego z definicji zachodzi réwnosé

al0) =0.

Aby znalez¢ jego energie, podziatajmy obustronnie operatorem af
na to réwnanie.
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al(a]0)) =o0.
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al(a]0)) =o0.

Skorzystajmy teraz z réwnania

1
H= (aTa+2>hw
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al(a]0)) =o0.

Skorzystajmy teraz z réwnania

1 1 1
H (a a-+ 2) hw = a'al0) ( H 2) |0) =0,
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al(a]0)) =o0.

Skorzystajmy teraz z réwnania

1 1 1
H (a a-+ 2) hw = a'al0) ( H 2) |0) =0,

skad otrzymujemy réwnanie wtasne operatora H dla stanu
podstawowego

1
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al(a]0)) =o0.

Skorzystajmy teraz z réwnania

1 1 1
H (a a-+ 2) hw = a'al0) ( H 2) |0) =0,

skad otrzymujemy réwnanie wtasne operatora H dla stanu
podstawowego

1

a wiec energia stanu podstawowego wynosi

1
EO - 5}1&)
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Mozemy okresli¢ stany
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Mozemy okresli¢ stany

1) =a'|0),
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Mozemy okresli¢ stany

H=atlo), [2)=a"1),
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Mozemy okresli¢ stany

y=al |0y, [2y=al|1), 3y=a[2), ..,

Oscylator harmoniczny 23/43



Mozemy okresli¢ stany

=al o), [2=a|1), [By=a|2), ..,
ktérych energie obliczymy na podstawie wzoru

H (aT |n)) = (En + hw) (aT ‘”>) ,
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Mozemy okresli¢ stany

=al o), [2=a|1), [By=a|2), ..,
ktérych energie obliczymy na podstawie wzoru

H (aT |n)) = (En + hw) (aT ‘”>) ,

H1l) =
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Mozemy okresli¢ stany

=al o), [2=a|1), [By=a|2), ..,
ktérych energie obliczymy na podstawie wzoru

H (aT |n)) = (En + hw) (aT ‘”>) ,

H|l) = Ha'|0)=(E + /w) a' |0)
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Mozemy okresli¢ stany

H=alo), [2)=alj1), [3)=a']2),

ktérych energie obliczymy na podstawie wzoru

H (aT |n)) = (En + hw) (aT ‘”>) )

H|l) = Ha'|0)=(E + /w) a' |0)

Oscylator harmoniczny 23/43



Mozemy okresli¢ stany

=al o), [2=a|1), [By=a|2), ..,
ktérych energie obliczymy na podstawie wzoru

H (aT |n)) = (En + hw) (aT ‘”>) )

H|l) = Ha'|0)=(E + /w) a' |0)
= (;m—%fw) al |0) =
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Mozemy okresli¢ stany

=al o), [2=a|1), [By=a|2), ..,
ktérych energie obliczymy na podstawie wzoru

H (aT |n)) = (En + hw) (aT ‘”>) )

H[l) = Ha'|0)=(Eo+/w) a |0)
- (;m}+m) aT|O>:%hw|1>.
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Mozemy okresli¢ stany

=al o), [2=a|1), [By=a|2), ..,
ktérych energie obliczymy na podstawie wzoru

H (aT |n)) = (En + hw) (aT ‘”>) )

H[l) = Ha'|0)=(Eo+/w) a |0)
- (;m}+m) aT|O>:%hw|1>.

Zatem energia E; stanu |1) wynosi

Ey =
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Mozemy okresli¢ stany

=al o), [2=a|1), [By=a|2), ..,
ktérych energie obliczymy na podstawie wzoru

H (aT |n)) = (En + hw) (aT ‘”>) )

H[l) = Ha'|0)=(Eo+/w) a |0)
- (;m}+m) aT|O>:%hw|1>.

Zatem energia E; stanu |1) wynosi

3
E1:§hw:
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Mozemy okresli¢ stany

=al o), [2=a|1), [By=a|2), ..,
ktérych energie obliczymy na podstawie wzoru

H (aT |n)) = (En + hw) (aT ‘”>) )

H[l) = Ha'|0)=(Eo+/w) a |0)
- (;m}+m) aT|O>:%hw|1>.

Zatem energia E; stanu |1) wynosi

3 1
Ei=-hw=(1+ = | hw.
1 5 (+2>
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Podobnie znajdujemy
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Podobnie znajdujemy

H2) =

Oscylator harmoniczny 24/43



Podobnie znajdujemy

H|2) = Ha |1)=
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Podobnie znajdujemy

H]2) = Ha |1)= (E +hw) a' [1)
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Podobnie znajdujemy

H [2)

Ha' |1) = (E1 + hw) a' |1)
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Podobnie znajdujemy

H]2) = Ha |1)= (E +hw) a' [1)

— (;m}+m) a1y =
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Podobnie znajdujemy

H]2) = Ha |1)= (E +hw) a' [1)

- (;m}+m) at 1) = ghw 2),
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Podobnie znajdujemy

H]2) = Ha |1)= (E +hw) a' [1)
- (;m}+m) aT|1>:ghw 2),

a wiec energia E stanu |2) wynosi

5
EZZEFLCU:
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Podobnie znajdujemy

H]2) = Ha |1)= (E +hw) a' [1)
- (;m}+m) aT|1>:ghw 2),

a wiec energia E stanu |2) wynosi

5 1
Er = —hw= 2+ = | hw.
2 5 <+2>
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Podobnie znajdujemy

H]2) = Ha |1)= (E +hw) a' [1)
- (;m}+m) af ]1>:ghw 2),

a wiec energia E stanu |2) wynosi

5 1
Er = —hw= 2+ = | hw.
2 5 <+2)

Postepujac tak dalej otrzymamy wzér na energie E, stanu |n)
oscylatora harmonicznego
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Podobnie znajdujemy

H]2) = Ha |1)= (E +hw) a' [1)
- (;m}+m) af ]1>:ghw 2),

a wiec energia E stanu |2) wynosi

5 1
Er = —hw= 2+ = | hw.
2 5 <+2)

Postepujac tak dalej otrzymamy wzér na energie E, stanu |n)
oscylatora harmonicznego

1
E, = (n—i—2) hw, n=20,1,2,..
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Wstawmy wzory

T R TP P

do réwnania wtasnego operatora Hamiltona H |n) = E, |n).
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Wstawmy wzory

T R TP P

do réwnania wtasnego operatora Hamiltona H |n) = E, |n).

(N+;)hw|n):(n+;>hw\n> =
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Wstawmy wzory

T R TP P

do réwnania wtasnego operatora Hamiltona H |n) = E, |n).

(N+;)hw|n>:(n+;>hw|n> N =n]|n),
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Wstawmy wzory

T R TP P

do réwnania wtasnego operatora Hamiltona H |n) = E, |n).
1 1
(N+2)7:M|n>: (n+2>r;W|n> — N =n|n),

widzimy, ze wartoéci whasne operatora N = a'a s3 nieujemnymi
liczbami catkowitymi, n=10,1,2, ...
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Wstawmy wzory

T R TP P

do réwnania wtasnego operatora Hamiltona H |n) = E, |n).
1 1
N—|—§ hw |n) = n—|—§ fw |n) = N|n)=n|n),
widzimy, ze wartoéci whasne operatora N = a'a s3 nieujemnymi
liczbami catkowitymi, n=10,1,2, ...

Dlatego operator N nazywany jest czesto operatorem liczby
obsadzen.
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Wstawmy wzory

T R TP P

do réwnania wtasnego operatora Hamiltona H |n) = E, |n).
1 1
(N+2)hw|n>: (n—|—2>hw|n> — N =n|n),

widzimy, ze wartoéci whasne operatora N = a'a s3 nieujemnymi
liczbami catkowitymi, n=10,1,2, ...

Dlatego operator N nazywany jest czesto operatorem liczby
obsadzeri. Operatory a i a' nazywamy odpowiednio operatorem
obnizajacym i podwyzszajacym energie stanu.
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Ich dziatanie na stan |n) o energii E, daje odpowiednio

aln)~ |n—1) i al [n) ~ [n+1),
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Ich dziatanie na stan |n) o energii E, daje odpowiednio

aln)~ |n—1) i al [n) ~ [n+1),

a wiec stan o energii 0 hw nizszej i 0 hw wyzszej.
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Ich dziatanie na stan |n) o energii E, daje odpowiednio

aln)~ |n—1) i al [n) ~ [n+1),
a wiec stan o energii 0 hw nizszej i 0 hw wyzszej.

Znajdzmy macierze operatoréw a i al w reprezentacji
energetycznej.
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Ich dziatanie na stan |n) o energii E, daje odpowiednio

aln)~ |n—1) i al [n) ~ [n+1),
a wiec stan o energii 0 hw nizszej i 0 hw wyzszej.

Znajdzmy macierze operatoréw a i al w reprezentacji
energetycznej. Umdbwmy sie, ze w elemencie macierzowym

(ial) = ay

wskaznik i numeruje wiersze, a wskaznik j kolumny.
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Ich dziatanie na stan |n) o energii E, daje odpowiednio

aln)~ |n—1) i al [n) ~ [n+1),
a wiec stan o energii 0 hw nizszej i 0 hw wyzszej.

Znajdzmy macierze operatoréw a i al w reprezentacji
energetycznej. Umdbwmy sie, ze w elemencie macierzowym

(ial) = ay

wskaznik i numeruje wiersze, a wskaznik j kolumny. Jedyne
nieznikajace elementy macierzowe majg postac

(n—1laln) =cy
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Ich dziatanie na stan |n) o energii E, daje odpowiednio

aln)~ |n—1) i al [n) ~ [n+1),
a wiec stan o energii 0 hw nizszej i 0 hw wyzszej.

Znajdzmy macierze operatoréw a i al w reprezentacji
energetycznej. Umdbwmy sie, ze w elemencie macierzowym

(ial) = ay

wskaznik i numeruje wiersze, a wskaznik j kolumny. Jedyne
nieznikajace elementy macierzowe majg postac

(n—1lalny=¢c, = (n—1la|n)*=(nlal |n—1)=c".
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Zauwazmy, ze

(n [N |n) =
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Zauwazmy, ze

(n|N|n) = n=
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Zauwazmy, ze

(n|Nn) = n=(nla'a|n) =
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Zauwazmy, ze

(n|N|n) = n=(nla'a|n) = (n|a" |n")(n" |a|n)
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Zauwazmy, ze

{n [N |m) n=(nla'aln) = (n|a' ") (n"|a|n)
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Zauwazmy, ze

(n|Nn) = n=(nla'a|n) = (nla"|n") (0 |a|n)
= (nla"|n—1)(n—1la[n) =
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Zauwazmy, ze

(n|N|n) = n=(nla'a|n) = (n|a" |n")(n" |a|n)

= (nla' |n—1)(n—1la|n) =c'c,=
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Zauwazmy, ze

(n|N|n) = n=(nla'a|n) = (n|a" |n")(n" |a|n)

= (nla [n=1)(n—1la|n) =cich=|cal*.

Oscylator harmoniczny 27/43



Zauwazmy, ze

(n|N|n) = n=(nla'a|n) = (n|a" |n")(n" |a|n)

= (nla [n=1)(n—1la|n) =cich=|cal*.

= ¢, =+/n , z doktadnoscig do czynnika fazowego.
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Zauwazmy, ze

(n|N|n) = n=(nla'a|n) = (n|a" |n")(n" |a|n)

= (nla [n=1)(n—1la|n) =cich=|cal*.

= ¢, =+/n , z doktadnoscig do czynnika fazowego. Zatem,
macierze operatoréw a i al maja posta¢
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Zauwazmy, ze

(n|N|n) = n=(nla'a|n) = (n|a" |n")(n" |a|n)

n
(nlaf |n—1)(n—=1]a|n) = ctc, = |cal?.

= ¢, =+/n , z doktadnoscig do czynnika fazowego. Zatem,
macierze operatoréw a i al maja posta¢
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Zauwazmy, ze

(n|N|n) = n=(nla'a|n) = (n|a" |n")(n" |a|n)

n
(nlaf |n—1)(n—=1]a|n) = ctc, = |cal?.

= ¢, =+/n , z doktadnoscig do czynnika fazowego. Zatem,
macierze operatoréw a i al maja posta¢

0 0
\/§ , aT: 0
0 ... 0
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Teraz mozemy tatwo znalezé macierze operatoréw x i p w
reprezentacji energetycznej odwracajac zwigzki

_ . t_ .
a=——(p—imwx), a =-———(p+ imwx),
2mhw (p ) 2mhw (p )
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Teraz mozemy tatwo znalezé macierze operatoréw x i p w
reprezentacji energetycznej odwracajac zwigzki

i

_ . b .
a=—(p—imwx), a'=-——(p+ imwx),
\/2mhw(p ) 2mhw(p )
h
— i
X = 2mw(a +a>,
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Teraz mozemy tatwo znalezé macierze operatoréw x i p w
reprezentacji energetycznej odwracajac zwigzki
i . " —i .
a=——(p—imwx), a' =-——(p+ imwx),

vV 2mhw 2mhw

X = 2Zw (aT+a>, p:i\/%(aﬁ—a).
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Teraz mozemy tatwo znalezé macierze operatoréw x i p w
reprezentacji energetycznej odwracajac zwigzki

~.

_ . o .

a= — m , a = —+ 1mm ,
2mhw (p I wx) 2mhw (p I wx)
h mhw

_ T — T

X = 2mw(a +a), p=1 > (a a)

01 0 O

1 0 v2 0

x~| 0+v2 0 V3 ,
00 V3 0
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Teraz mozemy tatwo znalezé macierze operatoréw x i p w
reprezentacji energetycznej odwracajac zwigzki

_ t_
a—= m a =+ m
Vi P imex). m” imex).
h mhw

_ t _ T

X 2mw(+a p/2(a

01 0 0 - 0-1 0 0

10 vV2 0 - 10 —v2 0 -
x~| 0+v2 0 V3. ., P~ 0v2 0 —V3 .- |,

00 v3 0 - 00 V3 0 -
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gdzie symbol ~ zastepuje pominiete wspotczynniki
proporcjonalnosci w kolorze czerwonym odpowiednio dla operatora
x i p. Zauwazmy, ze po uwzglednieniu tych czynnikéw macierze
operatoréw x i p s3 hermitowskie.
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gdzie symbol ~ zastepuje pominiete wspotczynniki
proporcjonalnosci w kolorze czerwonym odpowiednio dla operatora
x i p. Zauwazmy, ze po uwzglednieniu tych czynnikéw macierze
operatoréw x i p s3 hermitowskie.

Nalezy podkredli¢, ze interpretacja a i a' jako operatora
obnizajacego i podwyzszajacego energie stanu Scisle wigze sie z
relacjami komutacji

[a, aT} =1, [a,a] = [aT,aT} =0,
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gdzie symbol ~ zastepuje pominiete wspotczynniki
proporcjonalnosci w kolorze czerwonym odpowiednio dla operatora
x i p. Zauwazmy, ze po uwzglednieniu tych czynnikéw macierze
operatoréw x i p s3 hermitowskie.

Nalezy podkredli¢, ze interpretacja a i a' jako operatora
obnizajacego i podwyzszajacego energie stanu Scisle wigze sie z
relacjami komutacji

[a, aT} =1, [a,a] = [aT,aT} =0,
ktére z kolei s3 bezposrednia konsekwencja warunkéw kwantyzacji

[x,p] =ih,  [x,x] =]p,p] =0.
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Znajdzmy funkcje falowe (czyli wektory stanu w reprezentacji
potozeniowej) oscylatora harmonicznego odpowiadajace

dozwolonym warto$ciom energii, E, = (n + %) hw, n=20,1,2, ...
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Znajdzmy funkcje falowe (czyli wektory stanu w reprezentacji
potozeniowej) oscylatora harmonicznego odpowiadajace
dozwolonym warto$ciom energii, E, = (n + %) hw, n=20,1,2, ...
Wykorzystajmy réwnanie definiujace stan podstawowy

i

210 = e

(p— imwx) [0) = 0,
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Znajdzmy funkcje falowe (czyli wektory stanu w reprezentacji
potozeniowej) oscylatora harmonicznego odpowiadajace
dozwolonym warto$ciom energii, E, = (n + %) hw, n=20,1,2, ...
Wykorzystajmy réwnanie definiujace stan podstawowy

i
vV 2mhw

ktére w reprezentacji potozeniowej ma postaé

al0) = (p — imwx) |0) = 0,

i d
—— | —ih— — imwx | ug(x) = 0.
2mhw ( dx ) 0(x)
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Znajdzmy funkcje falowe (czyli wektory stanu w reprezentacji
potozeniowej) oscylatora harmonicznego odpowiadajace

dozwolonym warto$ciom energii, E, = (n + %) hw, n=20,1,2, ...
Wykorzystajmy réwnanie definiujace stan podstawowy

i
vV 2mhw

ktére w reprezentacji potozeniowej ma postaé

al0) = (p — imwx) |0) = 0,

i d
—— | —ih— — imwx | ug(x) = 0.
2mhw ( dx ) 0(x)

Podzielmy obustronnie przez wspétczynnik i rozdzielmy zmienne.
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dup(x)
dx

—ih

= imwxug(x)
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dup(x) . _
I = imwxup(x) = o ?xdx.

—ih
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d d
—ih u(;;)((x) = imwxup(x) = u—uoo = —%de.
Scatkujmy obustronnie
In up = —2—;:X +1n Go
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d d
—ih u(;;)((x) = imwxup(x) = u—uoo = —%de
Scatkujmy obustronnie
Inup = *%X2 +InG = wx)= Coe_%xz
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d d
Scatkujmy obustronnie
Inug = *%X2 +InCG = uo(x) = Coe_%xz'

Stata dowolng Cy mozemy wyznaczy¢ z warunku normalizagji

“+o0o
/ luo ()2 dx = 1.
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d d
Scatkujmy obustronnie
Inug = *%X2 +InCG = uo(x) = Coe_%xz'

Stata dowolng Cy mozemy wyznaczy¢ z warunku normalizagji

“+o0o
/ luo ()2 dx = 1.

Zadanie. Pokazaé, ze z doktadnos$cia do fazy zespolonej

1
mw \ 4
G=(—) .
0 (wh)
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Otrzymaliémy rozwiazanie dla funkcji falowej stanu podstawowego

1
mw \ 4 w
up(x) = <7Th) e_%xz.
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Otrzymaliémy rozwiazanie dla funkcji falowej stanu podstawowego

1
mw \ 4 w
up(x) = <7Th) e_%xz.

Aby znalez¢é funkcje falowe wyzszych stanéw energetycznych,
udowodnijmy tozsamos¢

d mw szd _mw 2
<C1)<—hx> g(X):eZh d7 (e 2k g(x))7
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Otrzymaliémy rozwiazanie dla funkcji falowej stanu podstawowego

1
mw \ 4 w
up(x) = <7Th) e_%xz.

Aby znalez¢ funkcje falowe wyzszych stanéw energetycznych,
udowodnijmy tozsamos¢

Mx2d _mw 2
<C1)<—hx> g(X):eZh d7 (e 2k g(x))7

ktéra zachodzi dla dowolnej rézniczkowalnej funkgji g(x).
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Dowdd.
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Dowdd. Przeksztatémy prawa strone tozsamosci.
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Oscylator harmoniczny 33/43



Dowdd. Przeksztatémy prawa strone tozsamosci.

e%%j—x (e_%x2g(x)>

Oscylator harmoniczny 33/43



Dowdd. Przeksztatémy prawa strone tozsamosci.

Oscylator harmoniczny 33/43



Dowdd. Przeksztatémy prawa strone tozsamosci.

Oscylator harmoniczny 33/43



Dowdd. Przeksztatémy prawa strone tozsamosci.

e%x227( 55 (x))
= emX {e 20 % (—rg;j2x) g(x)+e T diix)
B mw dg(x) B
= () a0+ G =
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Dowdd. Przeksztatémy prawa strone tozsamosci.
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Korzystajac powtdrnie z tozsamosci

d mw szd _mw .2
(G~ %) g0 = 37 (¢ 57()
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Korzystajac powtdrnie z tozsamosci

d mw szd _mw .2

(G~ %) g0 = 37 (¢ 57()
otrzymamy

(d_mw)z()_(d_mw>{<d_m) ()]

x  n )T T R ) \ax T w8V
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Korzystajac powtdrnie z tozsamosci

d mw szd _mw .2
(G~ %) g0 = 37 (¢ 57()
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Korzystajac powtdrnie z tozsamosci

d mw szd _mw .2
(G~ %) g0 = 37 (¢ 57()

dx h X
mw 2 d _mw 2 mw2d _mw 2

= eo2n dx( 2 X e2n d7(e 2h g(X)))
MX2d2 _mw, 2

— ez @(e 2h g(x))
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Uogdlniajac otrzymamy

d mw n MXZdn _mw 2
(5~ 7)) 0 =% (5 50).
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Uogdlniajac otrzymamy
d mw n mw Zdn _mw 2
(G~ %) el =% (e e(0).

Zadanie. Przeprowadzi¢ indukcyjny dowdd tej tozsamosci.
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Uogdlniajac otrzymamy
d mw n mw Zdn _mw 2
(G~ %) el =% (e e(0).

Zadanie. Przeprowadzi¢ indukcyjny dowdd tej tozsamosci.
Operator af w reprezentacji potozeniowej ma postac

at= 1 (—ihd + imwx) =
dx
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Uogdlniajac otrzymamy
d mw n mw 2 dn _mw 2
(G~ %) el =% (e e(0).

Zadanie. Przeprowadzi¢ indukcyjny dowdd tej tozsamosci.
Operator af w reprezentacji potozeniowej ma postac

aT_"<_,-hd+,-mwX> _ h(d_m‘”
C \V2mhw dx N 2mw \ dx h
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Uogdlniajac otrzymamy
d mw n mw 2 dn _mw 2
(G~ %) el =% (e e(0).

Zadanie. Przeprowadzi¢ indukcyjny dowdd tej tozsamosci.
Operator af w reprezentacji potozeniowej ma postac

aT_"<_,-hd+,-mwX> _ h(d_m‘”
C \V2mhw dx N 2mw \ dx h
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Uogdlniajac otrzymamy
d mw n mw 2 dn _mw 2
(G~ %) el =% (e e(0).

Zadanie. Przeprowadzi¢ indukcyjny dowdd tej tozsamosci.
Operator af w reprezentacji potozeniowej ma postac

aT_"<_,-hd+,-mwX> _ h(d_m‘”
C \V2mhw dx N 2mw \ dx h

un(x)
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Uogdlniajac otrzymamy
d mw n mw 2 dn _mw 2
(G~ %) el =% (e e(0).

Zadanie. Przeprowadzi¢ indukcyjny dowdd tej tozsamosci.
Operator af w reprezentacji potozeniowej ma postac

aT_"<_,-hd+,-mwX> _ h(d_m‘”
C \V2mhw dx N 2mw \ dx h
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Uogdlniajac otrzymamy
d mw n mw 2 dn _mw 2
(G~ %) el =% (e e(0).

Zadanie. Przeprowadzi¢ indukcyjny dowdd tej tozsamosci.
Operator af w reprezentacji potozeniowej ma postac

al = . (—ihd + imwx) Y (d — mwx) =
C V2mhw dx B 2mw \ dx h

un(x) = (aT)nuo(x):
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Uogdlniajac otrzymamy
d mw n mw Zdn _mw 2

Zadanie. Przeprowadzi¢ indukcyjny dowdd tej tozsamosci.
Operator af w reprezentacji potozeniowej ma postac

al = ' (—ihd + imwx) Y (d — mwx) =
C V2mhw dx B 2mw \ dx h

) = (@i~ (o) (5 ) et
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Uogdlniajac otrzymamy
d mw n mw Zdn _mw 2

Zadanie. Przeprowadzi¢ indukcyjny dowdd tej tozsamosci.
Operator af w reprezentacji potozeniowej ma postac

al = ' (—ihd + imwx) Y (d — mwx) =
C V2mhw dx B 2mw \ dx h

) = (o= (o) (5 ) et
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Uogdlniajac otrzymamy
d mw n mw Zdn _mw 2
(G~ %) el =% (e e(0).

Zadanie. Przeprowadzi¢ indukcyjny dowdd tej tozsamosci.
Operator af w reprezentacji potozeniowej ma postac

al = ' (—ihd + imwx) Y (d — mwx) =
C V2mhw dx B 2mw \ dx h
n h d mw \"
ot = (1= () (35 w0

n 1
h MXan _mw 2 mw\ 4 _mw 2
= — [ — e 2h e 2h - e 2h ,
2mw dx” wh
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a wiec ostatecznie

mo 2d"mw 2
up(x) = Chen” —e  n* n=0,1,2,...
dxn
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a wiec ostatecznie

M2dn _mw 2
up(x) = Che2n™ € X, n=0,1,2,...
X

State C, wyznaczymy z warunku normalizacji

“+oo
/ L (x)2 dx = 1.
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a wiec ostatecznie

mw _ mw
up(x) = Chen” —e  n* n=0,1,2,...

State C, wyznaczymy z warunku normalizacji

“+o00

/ L (x)2 dx = 1.

—00

r
Oznaczmy o = ()2, wéwczas otrzymamy

n
%azxz d —a22
dxn

up(x) = Cpe e
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Zamienmy zmienng w operatorze rézniczkowym

d _ 4
dx  d(ax)
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Zamienmy zmienng w operatorze rézniczkowym

d—*aid = & =a" "
dx  d(ax) dxm 7 d(ax)"’
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Zamienmy zmienng w operatorze rézniczkowym

d d d" d”

n

dx :ad(ax) 7o @ d(ax)"’

wtedy mozemy zapisaé
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d d d" d”

n

dx :ad(ax) 7o @ d(ax)"’
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Zamienmy zmienng w operatorze rézniczkowym

d d d" d”

n

dx :ad(ax) 7o @ d(ax)"’

wtedy mozemy zapisaé

2dn 1.2.2

d(ozx)”e_a < = N,H n(ax)e 297

gdzie czynnik o zostat wiaczony do statej normalizacyjnej C,.
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Zamienmy zmienng w operatorze rézniczkowym

d—*aid = & =a" "
dx  d(ax) dxm 7 d(ax)"’

wtedy mozemy zapisaé

- _ 1 2.2 2.2 d” 2.2 _ 1,22
up(x) = Che 29 ¥ e = NyHy(ax)e 297
d(ax)"

gdzie czynnik o zostat wiaczony do statej normalizacyjnej C,,.
Funkcje postaci
2d" o
Hnp(§) = (_1)ne£ dié'"e & n=0,1,2,..

nazywamy wielomianami Hermite'a.
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Zadanie. Pokazaé, ze

Ho€) =1 Hi(&)=2¢,  Hy€) =482 —2.
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Obliczmy iloczyn nieoznaczonosci potozenia i pedu w stanie |n).
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Obliczmy iloczyn nieoznaczonosci potozenia i pedu w stanie |n).
Przypomnijmy, ze jedyne nieznikajace elementy macierzowe maja
postac

(n—1laln) =cy
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Przypomnijmy, ze jedyne nieznikajace elementy macierzowe maja
postac
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a kwadraty nieoznaczonosci Ax i Ap dane s3 wzorami
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Obliczmy iloczyn nieoznaczonosci potozenia i pedu w stanie |n).
Przypomnijmy, ze jedyne nieznikajace elementy macierzowe maja
postac

(n—1lalny=c, = (n—1la|n*=(nla' [n—1)=c],
a kwadraty nieoznaczonosci Ax i Ap dane s3 wzorami

(Ax)? = (x2) = (x)?,
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Obliczmy iloczyn nieoznaczonosci potozenia i pedu w stanie |n).
Przypomnijmy, ze jedyne nieznikajace elementy macierzowe maja
postac

(n—1lalny=c, = (n—1la|n*=(nla' [n—1)=c],
a kwadraty nieoznaczonosci Ax i Ap dane s3 wzorami

(Ax)? = (x2) = (0, (Ap)* = (p?) = (p)°.
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Obliczmy iloczyn nieoznaczonosci potozenia i pedu w stanie |n).
Przypomnijmy, ze jedyne nieznikajace elementy macierzowe maja
postac

(n—1lalny=c, = (n—1la|n*=(nla' [n—1)=c],
a kwadraty nieoznaczonosci Ax i Ap dane s3 wzorami
(Ax)? = (x®) = ()%, (ap) = (p*) — (p)*.

Obliczmy najpierw (x) i (x?) w stanie |n).
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Obliczmy iloczyn nieoznaczonosci potozenia i pedu w stanie |n).
Przypomnijmy, ze jedyne nieznikajace elementy macierzowe maja
postac

(n—1lalny=c, = (n—1la|n*=(nla' [n—1)=c],
a kwadraty nieoznaczonosci Ax i Ap dane s3 wzorami
(Ax)? = (x®) = ()%, (ap) = (p*) — (p)*.

Obliczmy najpierw (x) i (x?) w stanie |n).

() = (nlxln)=
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Obliczmy iloczyn nieoznaczonosci potozenia i pedu w stanie |n).
Przypomnijmy, ze jedyne nieznikajace elementy macierzowe maja
postac

(n—1lalny=c, = (n—1la|n*=(nla' [n—1)=c],
a kwadraty nieoznaczonosci Ax i Ap dane s3 wzorami
(Ax? = (x2) = (), (Ap) = <p2> —(p)*.
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Obliczmy iloczyn nieoznaczonosci potozenia i pedu w stanie |n).
Przypomnijmy, ze jedyne nieznikajace elementy macierzowe maja

postac
(n—1lalny=c, = (n—1la|n*=(nla' [n—1)=c],
a kwadraty nieoznaczonosci Ax i Ap dane s3 wzorami

(Ax? = (x2) = (), (Ap) = <p2> —(p)?.
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Obliczmy iloczyn nieoznaczonosci potozenia i pedu w stanie |n).
Przypomnijmy, ze jedyne nieznikajace elementy macierzowe maja
postac

(n—1lalny=c, = (n—1la|n*=(nla' [n—1)=c],

a kwadraty nieoznaczonosci Ax i Ap dane s3 wzorami

(Ax? = (x2) = (), (Ap) = <p2> —(p)?.

Obliczmy najpierw (x) i (x?) w stanie |

x) = (n|x|n)= n|,/ T+a
= \/%(<n|a*rn>+<n|a| ) =
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Obliczmy iloczyn nieoznaczonosci potozenia i pedu w stanie |n).
Przypomnijmy, ze jedyne nieznikajace elementy macierzowe maja
postac

(n—1lalny=c, = (n—1la|n*=(nla' [n—1)=c],

a kwadraty nieoznaczonosci Ax i Ap dane s3 wzorami

(Ax? = (x2) = (), (Ap) = <p2> —(p)?.

Obliczmy najpierw (x) i (x?) w stanie |

x) = (n|x|n)= n|,/ T+a
= \/%(<n|a*rn>+<n|a| ) =o.

Oscylator harmoniczny 39/43



<x2> = (n|x?| n) =
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(x®) = (n[X* n) = (n|x| n') (' |x| n)
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(x®) = (n[X* n) = (n|x| n') (' |x| n)
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(x®) = (n[X* n) = (n|x| n') (' |x| n)
(nl(a"+a) n) (' [(a" + )| n)

2mw
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(x®) = (n[X* n) = (n|x| n') (' |x| n)
= L ini(at+ ) ) (| (a + )1 )

2mw
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(x®) = (n[X* n) = (n|x| n') (' |x| n)
= (s +a) ) ol (o +3)

s ((nlalln=1) (n—1]a n) + (nlal n+ 1) (n+1af| ).
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(x®) = (n[X* n) = (n|x| n') (' |x| n)

= 2 nl(st +a) ) (o (a6 +a)
h

B m(<”|a””—1><"—1\a\ n)+(nlal n+1)(n+1]a n)),

gdzie z nieskonczonej sumy | n’) (n" | wybralismy tylko sktadniki,
ktére wnosza niezerowy wktad do (x?).
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(x®) = (n[X* n) = (n|x| n') (' |x| n)

= 2 nl(st +a) ) (o (a6 +a)
h

B m(<”|a””—1><"—1\a\ n)+(nlal n+1)(n+1]a n)),

gdzie z nieskonczonej sumy | n’) (n" | wybralismy tylko sktadniki,
ktére wnosza niezerowy wktad do (x?). Przypomnijmy, ze z
doktadnoscia do fazy zespolonej

(n—1fa[n) =
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(x®) = (n[X* n) = (n|x| n') (' |x| n)

= 2 nl(st +a) ) (o (a6 +a)
h

B m(<”|a””—1><"—1\a\ n)+(nlal n+1)(n+1]a n)),

gdzie z nieskonczonej sumy | n’) (n" | wybralismy tylko sktadniki,
ktére wnosza niezerowy wktad do (x?). Przypomnijmy, ze z
doktadnoscia do fazy zespolonej

(n—11a|n) = <n|aT\n—1>*:
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(x®) = (n[X* n) = (n|x| n') (' |x| n)

= 2 nl(st +a) ) (o (a6 +a)
h

B m(<”|a””—1><"—1\a\ n)+(nlal n+1)(n+1]a n)),

gdzie z nieskonczonej sumy | n’) (n" | wybralismy tylko sktadniki,
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B m(<”|a””—1><"—1\a\ n)+(nlal n+1)(n+1]a n)),

gdzie z nieskonczonej sumy | n’) (n" | wybralismy tylko sktadniki,
ktére wnosza niezerowy wktad do (x?). Przypomnijmy, ze z
doktadnoscia do fazy zespolonej

(n—1laln)= (nlafn-1)"=vn =
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(x®) = (n[X* n) = (n|x| n') (' |x| n)

= 2 nl(st +a) ) (o (a6 +a)
h

B m(<”|a””—1><"—1\a\ n)+(nlal n+1)(n+1]a n)),

gdzie z nieskonczonej sumy | n’) (n" | wybralismy tylko sktadniki,
ktére wnosza niezerowy wktad do (x?). Przypomnijmy, ze z
doktadnoscia do fazy zespolonej

(n—1laln)= (nlafn-1)"=vn =

mw 2

() = g (W7 (Vir 1)) = 2 (4 3).
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Obliczmy teraz (p) i (p?) w stanie |n).
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Obliczmy teraz (p) i (p?) w stanie |n).
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Obliczmy teraz (p) i (p?) w stanie |n).

(6) = {n Ipl m) = {n iy ™2 (o —a) | n
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Obliczmy teraz (p) i (p?) w stanie |n).

(6) = {n Ipl m) = {n iy ™2 (o —a) | n
= i\ (4 ol ) — (n]al m) =
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Obliczmy teraz (p) i (p?) w stanie |n).

(6) = {n Ipl m) = {n iy ™2 (o —a) | n
= i,/%(<n|ﬁ|n>f<n|a| n)) =0.

(P)=(nlp? n) =
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Obliczmy teraz (p) i (p?) w stanie |n).

(6) = {n Ipl m) = {n iy ™2 (o —a) | n
= i,/? (¢nlaf n) = (n]al n)) = 0.

(p?) = (nlp?| n) = (n|p| n')(n' |p| n)
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Obliczmy teraz (p) i (p?) w stanie |n).

(6) = {n Ipl m) = {n iy ™2 (o —a) | n
= i,/% (¢nlaf n) = (n]al n)) = 0.
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= ? <(ﬁ)2 + (\/m)2> = mhw <n+ ;) :
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Obliczmy iloczyn kwadratéw nieoznaczonosci

(Ax)* (Ap)® = <x2> <p2> = m% (n + ;) miw (” + ;)
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Obliczmy iloczyn kwadratéw nieoznaczonosci

@R @p) = (@) ()= o (5 ) i (4 3)

mw 2 2
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Obliczmy iloczyn kwadratéw nieoznaczonosci
h 1 1
2 2\ " 1
<x ><p >— oy <n+2) mhw(n—i— )
1 2
= B2 Z
(n3)

(Ax)* (Ap)*
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Obliczmy iloczyn kwadratéw nieoznaczonosci
h 1 1
2 2\ _ 1
<x ><p >— oy (n—i— )mﬁw(n—i— )
1 2
_ g2
= i <n+ 2) ,

(Ax)* (Ap)*

a zatem iloczyn nieoznaczonosci w stanie |n) wynosi

1
AxAp:h(n+2>, n=0,1,2 ...

i przyjmuje minimalng wartos¢

h
AxAp:E

dla stanu podstawowego o n = 0,
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ktéremu odpowiada gaussowska funkcja falowa

1
up(x) = (:;.;) L5

Oscylator harmoniczny 43/43



ktéremu odpowiada gaussowska funkcja falowa

1
up(x) = (:;.;) L5

To ttumaczy dlaczego energia stanu podstawowego oscylatora jest
niezerowa, lecz wynosi

1
EO - Eh{/)
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