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PokazaliSmy, ze operatory potozenia x;, i = 1,2,3 i pedu

0
Jok i 0% J ;2,3

spetniaja nastepujace relacje komutacji
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PokazaliSmy, ze operatory potozenia x;, i = 1,2,3 i pedu

0
Jok i 0% J ;2,3

spetniaja nastepujace relacje komutacji
[xi, pj] = ihdj,  [xi,x] = [pi, pj] = 0.

Dla poszczegdlnych sktadowych potozenia i pedu z pierwszej relacji

otrzymamy
[X7Px] - lha [X7 Py] - [X7 Pz] - 07
v, py| = ih, [y, px] = [y; Pzl = 0O,
[ZapZ]:iha [Z7pX]:[Zapy]:O'
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Przypomnijmy réwniez relacje komutacji z operatorem orbitalnego
momentu pedu

[Lis xj] = iheixic,  [Lis pj] = iheijcpi,
[Li, L) = ihejpely, |2 L] =0,
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Przypomnijmy réwniez relacje komutacji z operatorem orbitalnego
momentu pedu

[Li,xj] = ihejuxi,  [Lis pj] = ihejpk,
[Li,Lj] = ihejucLy, [P L,-] = 0.
Zauwazmy, ze prawe strony w pierwszych trzech relacjach znikaja

dla i = j, natomiast w pozostatych przypadkach beda na ogdt
niezerowe.
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dla i = j, natomiast w pozostatych przypadkach beda na ogdt

niezerowe.
Np. dla i =1ij =2 maja one postac

[L1,x2] = ihxs, [L1, p2] = ihps3, [L1, Lo] = iRL3.
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Przypomnijmy réwniez relacje komutacji z operatorem orbitalnego
momentu pedu

[Lis xj] = iheixic,  [Lis pj] = iheijcpi,
[Li, L) = ihejpely, |2 L] =0,

Zauwazmy, ze prawe strony w pierwszych trzech relacjach znikaja
dla i = j, natomiast w pozostatych przypadkach beda na ogdt
niezerowe.

Np. dla i =1ij =2 maja one postac

[L1,x2] = ihxs, [L1, p2] = ihps3, [L1, Lo] = iRL3.

Po prawej stronie kazdej z nich wystepuje operator liniowy.
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Przypomnijmy, ze z postulatéw interpretacyjnych mechaniki
kwantowej wynika, ze jesli dwie obserwable komutuja, to s3
jednoczesnie mierzalne.
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Przypomnijmy, ze z postulatéw interpretacyjnych mechaniki
kwantowej wynika, ze jesli dwie obserwable komutuja, to s3
jednoczesnie mierzalne.

Przeanalizujmy teraz sytuacje, w ktérej obserwable nie komutuja.
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Zatézmy, ze liniowe operatory A i B s3 hermitowskie i spetniaja
relacje komutacji

[A,B] = iC,

gdzie C jest operatorem liniowym.
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Zatézmy, ze liniowe operatory A i B s3 hermitowskie i spetniaja
relacje komutacji

[A,B] = iC,

gdzie C jest operatorem liniowym.
Pokazemy, ze relacja ta prowadzi do nastepujacej relacji
nieoznaczonosci

AAAB > u,

2

gdzie (C) oznacza warto$¢ oczekiwang operatora C,
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a AA oznacza $rednie odchylenie standardowe, zdefiniowane jako
pierwiastek z wariancji
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a AA oznacza $rednie odchylenie standardowe, zdefiniowane jako
pierwiastek z wariancji

1/2

AA=((A=(A))
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a AA oznacza $rednie odchylenie standardowe, zdefiniowane jako
pierwiastek z wariancji

AA=((A- <A>)2>1/2 .

Np, jesli liniowe operatory A i B s3 hermitowskie i spetniaja relacje
komutacji

[A, B] = ih,

a wiec operator C jest stata, réwna £, to (C) = (h) = h i jest
spetniona nastepujaca relacja nieoznaczonosci Heisenberga

AAAB > g
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Przypomnijmy, ze warto$¢ oczekiwang operatora A
reprezentujacego pewna zmienng dynamiczng w stanie
kwantowomechanicznym |¢) definiujemy nastepujaco

(A) = WIAlY) = (¥|AY).
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(A) = WIAlY) = (¥|AY).

Korzystajac z wiasnosci wartosci oczekiwanej wariancje operatora
A mozemy zapisaé w formie

(A= (A))) =
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(A) = WIAlY) = (¥|AY).
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Przypomnijmy, ze warto$¢ oczekiwang operatora A
reprezentujacego pewna zmienng dynamiczng w stanie
kwantowomechanicznym |¢) definiujemy nastepujaco

(A) = WIAlY) = (¥|AY).

Korzystajac z wiasnosci wartosci oczekiwanej wariancje operatora
A mozemy zapisa¢ w formie

((A=ap) = (#-2a+7)
= () —2M () + (A2 = (A7) - (A2,

a zatem

(AA) = (A= (A)?) = (A) - (A)*.
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Zdefiniujmy operatory liniowe
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Zdefiniujmy operatory liniowe

A=A—(A), B=B-(B).

Operatory A i B s3 hermitowskie i spetniaja taka sama relacje
komutacji co operatory Ai B

[Z\, é] =iC.
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Zdefiniujmy operatory liniowe

A=A—(A), B=B-(B).

Operatory A i B s3 hermitowskie i spetniaja taka sama relacje
komutacji co operatory Ai B

[Z\, é] =iC.
Rzeczywiscie
A= (A= (A) = AT — (A = A~ () = A

gdyz operator A jest hermitowski i (A) jest liczbg rzeczywista.
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Obliczmy
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Obliczmy

A, B] =[A-(4),B~(B)]

Skorzystajmy z liniowosci komutatora
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Obliczmy

A, B] =[A—(A),B—(B)]
Skorzystajmy z liniowosci komutatora

= A Bl - [A(B)] - [\A), B+ [(A), (B)] =

O 0 0
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Obliczmy

A, B] =[A—(A),B—(B)]
Skorzystajmy z liniowosci komutatora

=[ABl-[A(B)]-[(4), B+ [(A), (B)] = [A B] =

O 0 0

Skorzystajmy z nieréwnosci Schwarza

lell lixIl = 1(ell

ktéra jest spetniona dla dowolnych funkcji ¢ i x z przestrzeni
Hilberta.
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Wybierzmy ¢ = Ay, x = B i podnieémy do kwadratu obie strony
nieréwnosci, wéwczas otrzymamy

2

|Av|2 1ByI? > |(AvIBY)|
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Wybierzmy ¢ = Ay, x = B i podnieémy do kwadratu obie strony
nieréwnosci, wéwczas otrzymamy

_ _ N
1A |1Byl? > |(AviBy)| .
Przeksztatémy prawg strone nieréwnosci

(i) -
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Wybierzmy ¢ = Ay, x = B i podnieémy do kwadratu obie strony
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Wybierzmy ¢ = Ay, x = B i podnieémy do kwadratu obie strony
nieréwnosci, wéwczas otrzymamy
2

|Av|2 1ByI? > |(AvIBY)|

Przeksztatémy prawg strone nieréwnosci

(AviBo)[ = |(w1ABy)[" = |(A8)[" = (4B)" (4B).
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Zauwazmy, ze
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gdzie skorzystaliSmy kolejno z hermitowskosci operatorow A i B

oraz z definicyjnej wtasnosci iloczynu skalarnego (sprzegamy przy
przestawieniu argumentoéw).
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Wréémy do nieréwnoéci Schwarza

VA28 > |(Av|By)|
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Wréémy do nieréwnoéci Schwarza

|AvlRIBel? > |(AviBe)[* =|(4B)[
= 3 ([(a8 - BA) (4B + BA)) 7 |(48 - BA)
S




Wréémy do nieréwnoéci Schwarza
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Wréémy do nieréwnoéci Schwarza
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Postarajmy sie rozdzieli¢ zmienne
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Postarajmy sie rozdzieli¢ zmienne

B = (= () +iB ()Y,
dop 1 i
» %(X_<X>)+ﬁ<px> dx.
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Postarajmy sie rozdzieli¢ zmienne

B = (= () +iB ()Y,
dop 1 i
w | (x — <X>)+ﬁ<px> dx.

Wykonajmy catkowanie
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Postarajmy sie rozdzieli¢ zmienne

Y = (- )+ iB ()0,
dy o _ [L i
T =[G e
Wykonajmy catkowanie
1 /71 ] 1
Iny = "G <2x2— <x)x> —i—%(px)x—i-lnC—i-%(@2
(S ——

dowolna stala
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Postarajmy sie rozdzieli¢ zmienne

d
B = (= () +iB ()Y,
v _ L _ !
T =[G e
Wykonajmy catkowanie

1 /1 ] 1

Iny = "G <2x2— <x)x> —i—%(px)x—i-lnC—i-%(@2
| —
dowolna stala
_ (x— () i

Y(x) = Cexp [2715 T <Px>X]
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Zadanie. Korzystajac z warunku normalizacji funkcji falowe;j

+oo
[ eGP ax =1

wyznaczy¢ stata C,
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Zadanie. Korzystajac z warunku normalizacji funkcji falowe;j

+oo
[ eGP ax =1

wyznaczy¢ stata C, a korzystajac z definicji nieoznaczonosci

potozenia
+oo
(87 = (0= )2) = [ (x= () | () dx

wyznaczy¢ stata 3.
Wskazéwka. Jaki musi by¢ znak statej G aby istniata catka
normalizacyjna?
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Ostatecznie otrzymujemy rozwigzanie

_ —4 (x = ()
P(x) = [27r (Ax)z} exp [_4(AX)2 ﬁ< >X1
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W) = [er(ax?] e [—(X‘” <>x]

4(Ax)> R
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) = o] on EEF

oo [_ (x - <x)>)

ENT
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Ostatecznie otrzymujemy rozwigzanie

) = o] on EEF

oo [_ (x - <x)>)

ENT

{277 (Ax)ﬂ -

gdzie przyjelismy (pyx) = hky.
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Ostatecznie otrzymujemy rozwigzanie

-1 x— (V)2
w(X) |:27T (Ax)z} 4 exp [—2(;(;2 + ﬁ <PX> X‘|
-3 x — (x))?
[27T(Ax)2} " exp [_(4(A<x)>2) exp (Tkxx),

gdzie przyjeliSmy (px) = fiky.

Funkcja falowa, dla ktérej iloczyn nieoznaczonosci pedu i potozenia
osigga minimum ma postaé pakietu gaussowskiego.
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PokazaliSmy, ze jezeli dwie zmienne dynamiczne s3 reprezentowane
przez liniowe operatory hermitowskie A i B spetniajace relacje
komutacji

[A, B] = ih,

to nie s3 one jednoczesnie mierzalne, a ich nieoznaczonosci
spetniaja relacje Heisenberga

AAAB >

N St
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komutacji

[A, B] = ih,

to nie s3 one jednoczesnie mierzalne, a ich nieoznaczonosci
spetniaja relacje Heisenberga

AAAB >

N St

To oznacza, ze jedli chcielibysmy zmierzyé doktadnie zmienng
reprezentowang przez operator A (AA = 0), to zmienna
reprezentowana przez operator B pozostanie
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zupetnie nieokreslona (AB = o).
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Zauwazmy, ze zasada nieoznaczonosci nie naktada zadnych
ograniczen na jednoczesny pomiar zmiennych dynamicznych
reprezentowanych przez liniowe operatory hermitowskie A i B
spetniajace relacje komutacji

[A,B]=0 = AB=BA,
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ktére zgodnie z postulatami interpretacyjnymi sa jednoczesnie
mierzalne.
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