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Rozwazmy réwnanie wtasne operatora pedu w reprezentacji
potozeniowe;j

—~ihVug (F) = B us (F).
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Rozwazmy réwnanie wtasne operatora pedu w reprezentacji
potozeniowe;j

itV s (F) = p u (7).

Zwréémy uwage, ze p = [px, py, Pz] PO prawej stronie réwnania
jest wektorem, ktérego sktadowe s3 liczbami rzeczywistymi,

Px; Py, Pz € R.
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Po rozpisaniu na sktadowe otrzymamy 3 réwnania skalarne:

i 9us(7)

Px Uﬁ(F)a
Py Uﬁ(F%

Pz Uﬁ(F)'
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Po rozpisaniu na sktadowe otrzymamy 3 réwnania skalarne:

(1)

—ih 5X = Px Uﬁ(F)a
duz ()

ih 5}/ = Py ”ﬁ(F)v
duz ()

ih 52 = pzug(r).

Ten uktad réwnan mozemy scatkowaé rozseparowujac zmienne.
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Po rozpisaniu na sktadowe otrzymamy 3 réwnania skalarne:

(1)

—ih 5X = Px Uﬁ(F)a
duz ()

ih gy = Py ”ﬁ(F)v
duz ()

ih 52 = pzug(r).

Ten uktad réwnan mozemy scatkowaé rozseparowujac zmienne.
Podstawmy

us (1) = ur(x)ua(y)us(z)

do pierwszego réwania, wéwczas otrzymamy
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duy(x)
dx

—ih u(y)uz(z) = px u1(x)u2(y)us(2).
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duy(x)
dx

—ih wa(y)us(z) = px ur(x)ua(y)us(z).
Poniewaz funkcje uy(y)us(z) sa dowolne, to wspdtczynniki przy
nich musza by¢ réwne:

dui(x)

—ih D TP ur(x).
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duy(x)
dx

—ih

w(y)us(z) = px ur(x)ua(y)us(z).

Poniewaz funkcje uy(y)us(z) sa dowolne, to wspdtczynniki przy
nich musza by¢ réwne:
dui(x)

7Ih dX = pX U]_(X)-

Podzielmy obie strony tego réwnania przez u;(x) i pomndézmy
przez dx, wéwczas otrzymamy réwnanie o zmiennych
rozdzielonych:

dug i

= —pxdx.
uy hp x
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Catkujac obustronnie

dU1 i
- — — Xd
uq /hp x
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Catkujac obustronnie

otrzymamy

i
Inulzﬁpx/dX:

Funkcje wfasne operatoréw pedu i energii 5/49



Catkujac obustronnie

dU1 i

— = [ —p.dx

uq /hpx
otrzymamy

i i
Inup = ﬁpx/dx = %pxx+ In Cq,
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Catkujac obustronnie

du1 i

— = [ —p.dx

uq /hpx
otrzymamy

i i
Inup = ﬁpx/dx = %pxx+ In Cq,

gdzie stata dowolng oznaczylismy In C3.
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Catkujac obustronnie

du1 i
=2 Ipd
U /hpx X
otrzymamy
i i
Inup = ﬁpx/dx = %pxx+ In Cq,

gdzie stata dowolng oznaczyliSmy In C;. Wykorzystujac te réwnosé
mozemy napisaé

Inu
el =
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Catkujac obustronnie

du1 i
=2 Ipd
U /hpx X
otrzymamy
i i
Inup = ﬁpx/dx = %pxx+ In Cq,

gdzie stata dowolng oznaczyliSmy In C;. Wykorzystujac te réwnosé
mozemy napisaé

eln u eln Cﬁ-%pxx _
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Catkujac obustronnie

otrzymamy

i i
Inup = ﬁpx/dx = %pxx+ In Cq,

gdzie stata dowolng oznaczyliSmy In C;. Wykorzystujac te réwnosé
mozemy napisaé

eln ur eln Cﬁ-%pxx — eln G eépxx7
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co daje

ul(x) = C1 e%pxx.
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co daje

ul(x) = C1 e%pxx.
Podobnie, podstawiajac

uz (1) = ui(x)ua(y)us(z)
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co daje

ul(x) = C1 e%pxx.
Podobnie, podstawiajac

uz (1) = ui(x)ua(y)us(z)

do réwnan

By = Py Uﬁ(’:)v

Oz = Pz Uﬁ(F)
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co daje

ul(x) = C1 e%pxx.
Podobnie, podstawiajac

uz (1) = ui(x)ua(y)us(z)

do réwnan

dus ()

- h 5)/ = py Uﬁ(F)»
dus ()

—ih 52 = Pz Uﬁ(F)

i postepujac analogicznie
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otrzymamy

u(y) = G ehPyY
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otrzymamy

w(y) =G enPY i u3(z) = G e%pzz,
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otrzymamy

n(y) = G e i u(z) = G ehPe?,

co ostatecznie daje funkcje wtasng pedu w formie:

uz(r) =
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otrzymamy

w(y) =G enPY i u3(z) = G e%pzz,

co ostatecznie daje funkcje wtasng pedu w formie:

up(F) = wu(xX)ua(y)us(z) =
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otrzymamy

w(y) =G eriPY i u3(z) = G e%pzz,
co ostatecznie daje funkcje wtasng pedu w formie:

us(F) = (X ua(y)us(z) = G eiP*Cy enPrY Cy eiPe*
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otrzymamy

w(y) =G eriPY i u3(z) = G e%pzz,
co ostatecznie daje funkcje wtasng pedu w formie:

ug (F)

u () ua(y)us(z) = Ci e7P<Cy eiPrY Gy eniPe?
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otrzymamy

w(y) =G eriPY i u3(z) = G e%pzz,
co ostatecznie daje funkcje wtasng pedu w formie:

ug (F)

u () ua(y)us(z) = Ci e7P<Cy eiPrY Gy eniPe?

= GG C3e%(pxx+pyy+pzz) =
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otrzymamy

w(y) =G eriPY i u3(z) = G e%pzz,
co ostatecznie daje funkcje wtasng pedu w formie:

ug (F)

u () ua(y)us(z) = Ci e7P<Cy eiPrY Gy eniPe?

_ L(pxx+pyy+pzz) _ atp-?
— C1C2C3eh(Px Pyy+PzZ) — CofiP :
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otrzymamy

w(y) =G enPY i u3(z) = G e%pzz,

co ostatecznie daje funkcje wtasng pedu w formie:
u(F) = w(x)m(y)us(z) = G eiPXG eiPY G efiPs?

i =

— L(pxx+pyy+pzz) _ Fpr
— C1C2C3eh(Px Pyy+PzZ) — CofiP :

gdzie state dowolne C;, G5 i C3 pofaczyliSmy w jedna statg C.
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otrzymamy

n(y) = G e i u(z) = G ehPe?,

co ostatecznie daje funkcje wtasng pedu w formie:
u(F) = w(x)m(y)us(z) = G eiPXG eiPY G efiPs?

i =

— L(pxx+pyy+pzz) _ Fpr
— C1C2C3eh(Px Pyy+PzZ) — CofiP :

gdzie state dowolne C;, G5 i C3 pofaczyliSmy w jedna statg C.
Otrzymaliémy funkcje wtasne pedu postaci

us (F) = CeiP™.
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Po skorzystaniu ze zwigzku de Broglie'go

p = ik,
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Po skorzystaniu ze zwigzku de Broglie'go

p = hk,
funkcje wtasne pedu przyjmuja postaé

up (7) = Cel*.
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Po skorzystaniu ze zwigzku de Broglie'go

p = hk,
funkcje wtasne pedu przyjmuja postaé
up (7) = Cel*.

Stata dowolng C mozemy wyznaczy¢ z warunku normalizacji

/

2
ul;(r_’)‘ d3r=1,
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Po skorzystaniu ze zwigzku de Broglie'go

p = hk,
funkcje wtasne pedu przyjmuja postaé
up (7) = Cel*.

Stata dowolng C mozemy wyznaczy¢ z warunku normalizacji

/

ale catka normalizacyjna po catej przestrzeni nie istnieje, gdyz

2
ul;(r_’)‘ d3r=1,

[ P =
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Po skorzystaniu ze zwigzku de Broglie'go

p = hk,
funkcje wtasne pedu przyjmuja postaé
up (7) = Cel*.

Stata dowolng C mozemy wyznaczy¢ z warunku normalizacji

/

ale catka normalizacyjna po catej przestrzeni nie istnieje, gdyz

2
ul;(r_’)‘ d3r=1,

/ WP up(F)dr = / Cre K7 CekTq3r —
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Po skorzystaniu ze zwigzku de Broglie'go

p = hk,
funkcje wtasne pedu przyjmuja postaé
up (7) = Cel*.

Stata dowolng C mozemy wyznaczy¢ z warunku normalizacji

/

ale catka normalizacyjna po catej przestrzeni nie istnieje, gdyz

2
ul;(r_’)‘ d3r=1,

[P = [ creFreeka - (e [ o -
—
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Po skorzystaniu ze zwigzku de Broglie'go

p = hk,
funkcje wtasne pedu przyjmuja postaé
up (7) = Cel*.

Stata dowolng C mozemy wyznaczy¢ z warunku normalizacji

/

ale catka normalizacyjna po catej przestrzeni nie istnieje, gdyz

2
ul;(r_’)‘ d3r=1,

/u;(f)uE(F)d3r: /C*e‘iE'FCeiE'Fd3r: ycy2/d3r: -
—
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Skad wnioskujemy, ze funkcje wtasne pedu nie naleza do
przestrzeni Hilberta stanéw fizycznych.
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Skad wnioskujemy, ze funkcje wtasne pedu nie naleza do
przestrzeni Hilberta stanéw fizycznych.

Funkcje up (F) mozemy jednak unormowac w szesciennym pudetku
o dowolnie duzej, ale skoriczonej objetosci L3.

/

L3

2
up(P)| d*r =1
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Skad wnioskujemy, ze funkcje wtasne pedu nie naleza do
przestrzeni Hilberta stanéw fizycznych.

Funkcje up (F) mozemy jednak unormowac w szesciennym pudetku
o dowolnie duzej, ale skoriczonej objetosci L3.

/

L3

2
P Br=1 e |CP [ &=
—

L3
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Skad wnioskujemy, ze funkcje wtasne pedu nie naleza do
przestrzeni Hilberta stanéw fizycznych.

Funkcje up (F) mozemy jednak unormowac w szesciennym pudetku
o dowolnie duzej, ale skoriczonej objetosci L3.

/

L3

2
P Br=1 e P [Er=jcPr -1,
—

L3

Funkcje wfasne operatoréw pedu i energii 9/49



Skad wnioskujemy, ze funkcje wtasne pedu nie naleza do
przestrzeni Hilberta stanéw fizycznych.

Funkcje up (F) mozemy jednak unormowac w szesciennym pudetku
o dowolnie duzej, ale skoriczonej objetosci L3.

/

L3

2
u(d| Pr=1 = |C|2/d3r:|C|2L3:1,
—
L3

a wiec z doktadnoscig do fazy zespolonej mozemy wybrac

Nlw

C=L"
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Skad wnioskujemy, ze funkcje wtasne pedu nie naleza do
przestrzeni Hilberta stanéw fizycznych.

Funkcje up (F) mozemy jednak unormowac w szesciennym pudetku
o dowolnie duzej, ale skoriczonej objetosci L3.

/

L3

2
u(d| Pr=1 = |C|2/d3r:|C|2L3:1,
—
L3

a wiec z doktadnoscig do fazy zespolonej mozemy wybrac
C=1L":
i unormowane funkcje wtasne pedu przyjma postaé

up (r) = L=3eikT
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Jezeli pudetko jest duze w poréwnaniu z rozmiarami obszaru
fizycznego dla badanego problemu, to wartosci wtasne w obecnosci
pudetka praktycznie nie ulegng zmianie.
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Jezeli Sciany pudetka s3 sztywne,
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Jezeli pudetko jest duze w poréwnaniu z rozmiarami obszaru
fizycznego dla badanego problemu, to wartosci wtasne w obecnosci
pudetka praktycznie nie ulegng zmianie.

Jezeli Sciany pudetka s3 sztywne, co odpowiada nieskonczonemu
skokowi energii potencjalnej, to funkcja falowa musi znika¢ na
Sciankach wskutek czego otrzymamy dyskretne wartosci wtasne
operatora pedu.
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Jezeli pudetko jest duze w poréwnaniu z rozmiarami obszaru
fizycznego dla badanego problemu, to wartosci wtasne w obecnosci
pudetka praktycznie nie ulegng zmianie.

Jezeli Sciany pudetka s3 sztywne, co odpowiada nieskonczonemu
skokowi energii potencjalnej, to funkcja falowa musi znika¢ na
Sciankach wskutek czego otrzymamy dyskretne wartosci wtasne
operatora pedu.

Zamiast zaktadaé znikanie funkcji falowej na $ciankach pudetka,
narzuémy periodyczne warunki brzegowe:

UE(F) = UE(F-FE),
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Jezeli pudetko jest duze w poréwnaniu z rozmiarami obszaru
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Jezeli pudetko jest duze w poréwnaniu z rozmiarami obszaru
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Jezeli Sciany pudetka s3 sztywne, co odpowiada nieskonczonemu
skokowi energii potencjalnej, to funkcja falowa musi znika¢ na
Sciankach wskutek czego otrzymamy dyskretne wartosci wtasne
operatora pedu.

Zamiast zaktadaé znikanie funkcji falowej na $ciankach pudetka,
narzuémy periodyczne warunki brzegowe:

=
oy}
—~
~
I
<
oy}
/N
=~
+
™~
N—

Funkcje wfasne operatoréw pedu i energii 10/49



Réwnosé

Funkcje wfasne operatoréw pedu i energii 11/49



Réwnosé

Jjest spetniona tylko jesli

eik.L _ ei(ka+kyL+kzL) =1,
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Réwnosé

Jjest spetniona tylko jesli

eik.L _ ei(ka+kyL+kzL) =1,

gdzie krawedzie pudetka w kierunkach osi Ox, Oy i Oz
potraktowaliémy jako niezalezne,
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Réwnosé

Jjest spetniona tylko jesli

ekl — gilkalthyltkel) 1,

gdzie krawedzie pudetka w kierunkach osi Ox, Oy i Oz

potraktowaliSmy jako niezalezne, zaktadajac jednoczesnie, ze
|Lx| = ‘Ly‘ = |L;| = L.
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Réwnosé

Jjest spetniona tylko jesli
ef/?.E — oilhxltkylkel) _ q
- - J
gdzie krawedzie pudetka w kierunkach osi Ox, Oy i Oz
potraktowaliSmy jako niezalezne, zaktadajac jednoczesnie, ze

|Lx| = [Ly| = L] = L.
Warunek ten jest spetniony jesli
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Réwnosé

Jjest spetniona tylko jesli

oKL — gilkxltkyLthel) _ q
gdzie krawedzie pudetka w kierunkach osi Ox, Oy i Oz
potraktowaliSmy jako niezalezne, zaktadajac jednoczesnie, ze
|Lx| = ‘Ly‘ = |L;| = L.

Warunek ten jest spetniony jesli

kel = ny - 2w,
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Réwnosé

Jjest spetniona tylko jesli

oKL — gilkxltkyLthel) _ q
gdzie krawedzie pudetka w kierunkach osi Ox, Oy i Oz
potraktowaliSmy jako niezalezne, zaktadajac jednoczesnie, ze
|Lx| = ‘Ly‘ = |L;| = L.
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Réwnosé

Jjest spetniona tylko jesli

oKL — gilkxltkyLthel) _ q
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potraktowaliSmy jako niezalezne, zaktadajac jednoczesnie, ze
|Lx| = ‘Ly‘ = |L;| = L.

Warunek ten jest spetniony jesli

k«l = ny-2m, k,L=n,-2m, k;L=n, 2m,
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Réwnosé

Jjest spetniona tylko jesli

ekl — gilkalthyltkel) 1,

gdzie krawedzie pudetka w kierunkach osi Ox, Oy i Oz
potraktowaliSmy jako niezalezne, zaktadajac jednoczesnie, ze
|Lx| = [Ly| = L] = L.

Warunek ten jest spetniony jesli

k«l = ny-2m, k,L=n,-2m, k;L=n, 2m,

gdzie ny, ny, n, s3 dowolnymi liczbami catkowitymi.
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To oznacza, ze sktadowe wektora falowego,
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To oznacza, ze sktadowe wektora falowego, a co za tym idzie
réwniez pedu,
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To oznacza, ze sktadowe wektora falowego, a co za tym idzie
réwniez pedu, moga przyjmowaé wartosci dyskretne

Funkcje wfasne operatoréw pedu i energii 12/49



To oznacza, ze sktadowe wektora falowego, a co za tym idzie
réwniez pedu, moga przyjmowaé wartosci dyskretne

Funkcje wfasne operatoréw pedu i energii 12/49



To oznacza, ze sktadowe wektora falowego, a co za tym idzie
réwniez pedu, moga przyjmowaé wartosci dyskretne

2T 2T
L k= 2D
y = Ny [
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To oznacza, ze sktadowe wektora falowego, a co za tym idzie
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To oznacza, ze sktadowe wektora falowego, a co za tym idzie
réwniez pedu, moga przyjmowaé wartosci dyskretne

2T 2T 2
T ky:ny-T, kZ:nz-T,

gdzie ny, n,, n, € Z s3 dowolnymi liczbami catkowitymi.
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To oznacza, ze sktadowe wektora falowego, a co za tym idzie
réwniez pedu, moga przyjmowaé wartosci dyskretne

2T 2T 2
T ky:ny-T, kZ:nz-T,

gdzie ny, n,, n, € Z s3 dowolnymi liczbami catkowitymi.
Zauwazmy, ze

2
L—oo = Tﬂ—>0

i tym samym dopuszczalne wartosci wektora falowego i pedu
czastki staja sie ciagte.
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Obliczmy iloczyn skalarny w przestrzeni Hilberta

—

(fk) =
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Obliczmy iloczyn skalarny w przestrzeni Hilberta

(Nk)y = /ulf(F)uE(F) Br =13 | k=17 43,
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Obliczmy iloczyn skalarny w przestrzeni Hilberta

TRy = [ @up) @r =173 [ ED7 a3
L3 13
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Obliczmy iloczyn skalarny w przestrzeni Hilberta

(k) = / “(Pug(F) d*r =L~ / i(k=T)-7 43,

13
R / eills—b)xt Uy —by+(ke=k)2] gy dy dz
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2w | 2w
P— =m,  —
y y L7
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Obliczmy jeden z czynnikéw

L2
/ (k)% gy
—1/2
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Obliczmy jeden z czynnikéw

L/2
/ei(kxflx)xdx _
—L/2
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Obliczmy jeden z czynnikéw

L/2 L/2
L/2 [ dx= x‘ =L, dla k=l
/ ellk=h)x 1, — —L/2 —L/2
i(kx—h)x | L/2
2 ) MR L
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Obliczmy jeden z czynnikéw

L/2 L/2
Lz i dx:x‘ =L, dla k=l
/ eilb=bx g = { —Lp2 —L/2
i(kx—h)x | L/2
—L/2 ei(kx—lx) s dla  ky # Ix
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Obliczmy jeden z czynnikéw

L/2 L/2
/ eilb=bx g = { —Lp2 —L/2
i(kx—h)x | L/2
—L/2 el"(kxi—lx) —L/27 dla kx 75 /X
L, dla ke = Iy
= el%(nx—mx)%_e—l T (nx mx)%
) dla ke #
IT(nx_mX)
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Obliczmy jeden z czynnikéw

L/2 L/2
L2 J dx=x|"" =L da k=l
/ oill—h)x 4  — —L/2 —L/2
i(kx—h)x | L/2
_L/2 e]‘(kxi—lx) _L/2 ; dla. kx # /X
L’ dla kx = /X
— i%(”x—mx)é _"2T7r(”x_m’<)%
e s _e_ s dla kx 7é /X
] T (nx mx)
L’ d].a kx - IX
= em(nx—.;;()fe—m("x—mx)’ dla kX ;é IX
IT(nxfmx)
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Obliczmy jeden z czynnikéw

L/2 L/2
/ el(ke—h)x 4y — —L/2 —L/2
i(kx—h)x | L/2
i G| el ke#k
L dla Ky = Iy
= el%(nx—mx)é_e—l T (”x—mx)% dl
) Cdla ke # Uy
IT(nx_mX)
L, dla ke = Iy
= elﬁ(nx—.;;()fe_'"("x—mx)’ dla kX ;é /x
IT(nxme)

Zauwazmy, ze ny — my = iy € Z, dlatego
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inem _

— Ay
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inem _

“IT — cos (i) 4 i sin (Axm) — (cos (Axm) — isin ()
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IMT e I — o5 (M) + i sin (i) — (cos (M) — isin (A,T))
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eiﬁxﬂ' _ e—iﬁxﬂ

cos (A1) + isin (Axm) — (cos (Axm) — isin (Ax7))
= 2isin(fym) =
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eiﬁxﬂ' _ e—iﬁxﬂ

cos (A1) + isin (Axm) — (cos (Axm) — isin (Ax7))
= 2isin(nm) =0,
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eiﬁxﬂ' _ e—iﬁxﬂ

cos (A1) + isin (Axm) — (cos (Axm) — isin (Ax7))
= 2isin(nm) =0,

dlatego dla rozpatrywanej catki otrzymujemy wzdr

L/2

/ei(kx—lx)x dx — {L, dla k. =/ ‘

0, dla ke #
—L/2
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eiﬁxﬂ' _ e—iﬁxﬂ

cos (A1) + isin (Axm) — (cos (Axm) — isin (Ax7))
= 2isin(nm) =0,

dlatego dla rozpatrywanej catki otrzymujemy wzdr

L/2

/ei(kx—lx)x dx — {L, dla k. =/ ‘

0, dla ke #
—L/2

Taki sam wzér otrzymamy dla catek

L/2 L/2
/ el (ky=h)y dy i / eilke=l)z 4.
—L/2 —L/2
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Dlatego otrzymujemy relacje ortogonalno$ci postaci

1

B!
S~
I
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Dlatego otrzymujemy relacje ortogonalno$ci postaci

L/2 L/2 L/2
</_|’_’> = L3 / ei(kX_IX)X dx / ei(ky_ly)y dy / ei(kz—/z)z dz
-L/2 ~L/2 —L/2
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Dlatego otrzymujemy relacje ortogonalno$ci postaci

L/2 L/2 L/2
(fky = L3 / oilk—h)X gy / eilh=b)y qy / oille—l)z 4
-L/2 ~L/2 —L/2
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Dlatego otrzymujemy relacje ortogonalno$ci postaci

L/2 L/2 L/2
</_|’_’> = L3 / ei(kX_IX)X dx / ei(ky_ly)y dy / ei(kz—/z)z dz
-L/2 ~L/2 —L/2
1, dla k=1
N {o, dla kAT’

Funkcje wfasne operatoréw pedu i energii 16/49



Dlatego otrzymujemy relacje ortogonalno$ci postaci

L/2 L/2 L/2
</_|’_’> = L3 / ei(kX_IX)X dx / ei(ky_ly)y dy / ei(kz—/z)z dz
-L/2 ~L/2 —L/2

gdyz ky # Ix pociaga /?75 I a to oznacza, ze pozostate dwie
sktadowe tych wektoréw moga byé
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Dlatego otrzymujemy relacje ortogonalno$ci postaci
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</_|’_’> = L3 / ei(kX_IX)X dx / ei(ky_ly)y dy / ei(kz—/z)z dz
-L/2 ~L/2 —L/2

gdyz ky # Ix pociaga /?75 I a to oznacza, ze pozostate dwie
sktadowe tych wektoréw moga byé
albo réwne = odpowiednia catka jest réwna L,
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Dlatego otrzymujemy relacje ortogonalno$ci postaci

L/2 L/2 L/2
</_|’_’> = L3 / ei(kX_IX)X dx / ei(ky_ly)y dy / ei(kz—/z)z dz
-L/2 ~L/2 —L/2

gdyz ky # Ix pociaga /?75 I a to oznacza, ze pozostate dwie
sktadowe tych wektoréw moga byé

albo réwne = odpowiednia catka jest réwna L,
albo rézne = odpowiednia catka jest réwna 0.
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Poniewaz wektory falowe ki qu okresdlone przez podanie tréjek
liczb catkowitych

(nX7 ny7 nz) ’

(mxa my, mz) s
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Poniewaz wektory falowe ki qu okresdlone przez podanie tréjek

liczb catkowitych

(nX7 ny7 nz) ’

(mxa my, mz) s

to relacje
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Poniewaz wektory falowe ki qu okresdlone przez podanie tréjek

liczb catkowitych

(nX7 ny7 nz) ’

(mxa my, mz) s

to relacje

mozemy wyrazi¢ nastepujaco

(TIK) = GOy Omen, = 7.
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gdzie symbol §;;- jest uogélnieniem delty Kroneckera
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gdzie symbol §;;- jest uogélnieniem delty Kroneckera

Definicja ta ma sens, gdyz sktadowe wektoréw Ki rmogq
przyjmowac tylko wartosci dyskretne

. B, 2
k = (nX7 ny, nz) Tﬂ-a I = (mX7 my, mz) Tﬂ-
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gdzie symbol §;;- jest uogélnieniem delty Kroneckera

Definicja ta ma sens, gdyz sktadowe wektoréw Ki rmogq
przyjmowac tylko wartosci dyskretne

2m
L )

21

K = (ny, ny, n;) [ = (my, my, m;) -

Zwiekszajac rozmiar pudetka L mozemy uczyni¢ odlegto$¢ 27 /L
pomiedzy sasiednimi dozwolonymi wartosciami k i | dowolnie matj.
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W granicy L — oo wektory Ki rbgdq przyjmowac wartosci ciagte i
warunek

—

(11k') = 677 = 01 kO1k, Ok,
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W granicy L — oo wektory Ki rbgdq przyjmowac wartosci ciagte i
warunek

—

(/]

trzeba zastapic przez

X1

) = 07F = 01k Otk Ok,

—

(1K) = 8O (T'= K) = 6(h — k)3l — ky)3(L, — ks),
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W granicy L — oo wektory Ki rbgdq przyjmowac wartosci ciagte i
warunek

—

(k) =0rg = 1k, k,00k,
trzeba zastapic przez

(1K) = 8O (T'= K) = 6(h — k)3l — ky)3(L, — ks),

gdzie wprowadziliSmy nowy obiekt matematyczny, tzw. delte
Diraca.
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Delta Diraca 6(x) jest zdefiniowana nastepujaco:

+oo
0(x)=0 dla x#0 i /5(x)dX:1.
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Delta Diraca 6(x) jest zdefiniowana nastepujaco:

+oo
0(x)=0 dla x#0 i /5(x)dle.

Korzystajac z tej definicji mozemy obliczy¢ catke z dowolnej funkgji
f(x) ciagtej w punkcie x = 0.

—+00 —+00

/ £(x)5(x) dx = £(0) / 5(x) dx = £(0).

—0o0 —0o0
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Delta Diraca 6(x) jest zdefiniowana nastepujaco:

+oo
0(x)=0 dla x#0 i /5(x)dle.

Korzystajac z tej definicji mozemy obliczy¢ catke z dowolnej funkgji
f(x) ciagtej w punkcie x = 0.

—+00 —+00

/ £(x)5(x) dx = £(0) / 5(x) dx = £(0).
Réwnosé
+oo
/ F(x)8(x) dx = £(0)
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mozna przyja¢ jako alternatywna definicje delty Diraca.
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mozna przyja¢ jako alternatywna definicje delty Diraca.
W praktyce wystarczy catkowaé po dowolnym skonczonym
przedziale zawierajacym punkt x = 0.
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mozna przyja¢ jako alternatywna definicje delty Diraca.

W praktyce wystarczy catkowaé po dowolnym skonczonym
przedziale zawierajacym punkt x = 0.

Delta Diraca nie jest funkcjg lecz dystrybucja, czyli funkcjonatem
liniowym dziatajacym w przestrzeni dostatecznie gtadkich funkcji
prébnych.
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mozna przyja¢ jako alternatywna definicje delty Diraca.

W praktyce wystarczy catkowaé po dowolnym skonczonym
przedziale zawierajacym punkt x = 0.

Delta Diraca nie jest funkcjg lecz dystrybucja, czyli funkcjonatem
liniowym dziatajacym w przestrzeni dostatecznie gtadkich funkcji
probnych. Patrz np. Laurent Schwartz Metody matematyczne w
fizyce.
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mozna przyja¢ jako alternatywna definicje delty Diraca.

W praktyce wystarczy catkowaé po dowolnym skonczonym

przedziale zawierajacym punkt x = 0.

Delta Diraca nie jest funkcjg lecz dystrybucja, czyli funkcjonatem

liniowym dziatajacym w przestrzeni dostatecznie gtadkich funkcji

probnych. Patrz np. Laurent Schwartz Metody matematyczne w

fizyce.

Delte Diraca mozna tez okresli¢ jako granice ciggu funkcyjnego, np.
0(x) = lim M

§—0 X

Funkcje wfasne operatoréw pedu i energii 21/49



Wykresy funkgji % dlag=20ig=100

0 AR ARA
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Wykresy funkgji sin(&) |5 g=20ig=100

T™X

7 35

6 30

5 25

4 20

3 15

9 10

1 S5

0 S M A

Bl -5

T A

o]
Whktady do catki [ f(x)d(x)dx pochodzace od oscylacji znikaja
—00

dla g — o0.
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Mozna pokazaé, ze delta Diraca spetnia nastepujace zwiazki

o(x) = d(=x),
i'(x) = —0'(=x),
x6'(x) —d(—x),
d(x — x;i)

0(f(x) =

i

————, gdzie f(x;)=0.
[#/(x)
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Mozna pokazaé, ze delta Diraca spetnia nastepujace zwiazki

o(x) = d(=x),
i'(x) = —0'(=x),
x6'(x) —d(—x),
d(x — x;i)

0(f(x) =

i

————, gdzie f(x;)=0.
[#/(x)

Zadanie. Udowodni¢ powyzsze wtasnosci delty Diraca.
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Kwadrat delty Diraca jest nieokreSlony.
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Kwadrat delty Diraca jest nieokreSlony.
Sens matematyczny ma natomiast splot dwéch delt Diraca:

o0

/ 5(a — x)8(x — b)dx = 6(a — b).

—00
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Korzystajac z definicji

d(x) = lim sin(gx)

g—0 X

mozemy unormowac funkcje wtasne pedu w nieskonczonej
przestrzeni.
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Korzystajac z definicji

5(x) = lim SN(&)

g—0 X

mozemy unormowac funkcje wtasne pedu w nieskonczonej
przestrzeni. W tym celu zatézmy, ze k, # I i obliczmy catke

/ oilke—b)x gy —

— 00
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Korzystajac z definicji

5(x) = lim SN(&)

g—0 X

mozemy unormowac funkcje wtasne pedu w nieskonczonej
przestrzeni. W tym celu zatézmy, ze k, # I i obliczmy catke

00 g
/ ei(kxflx)x dx = lim el'(kx*/x)x dx =
g—00
—00 g
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Korzystajac z definicji

5(x) = lim SN(&)

g—0 X

mozemy unormowac funkcje wtasne pedu w nieskonczonej
przestrzeni. W tym celu zatézmy, ze k, # I i obliczmy catke

o0 g . .
. . i(ke—h)g _ g—ilkx—k)g
/ elb=bx 4y — fim [ el—bx gy = fim £ . ©
g—00 g—00 (ks — Iy)
% g
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Korzystajac z definicji

5(x) = lim SN(&)

g—0 X

mozemy unormowac funkcje wtasne pedu w nieskonczonej
przestrzeni. W tym celu zatézmy, ze k, # I i obliczmy catke

00 g

/ el(ke—=h)x gy — g|i_)moo el (ke=h)x 15 — g|i_>moo (ks — Iy)

eill—h)g _ g=ilke—h)g
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Korzystajac z definicji

5(x) = lim SN(&)

g—0 X

mozemy unormowac funkcje wtasne pedu w nieskonczonej
przestrzeni. W tym celu zatézmy, ze k, # I i obliczmy catke

. . i(kx—1)g _ a—i(ks—I)g
/ eillobdx gy — im [ ellb=h)x 4y = fim © . ©
g—00 g—00 (ks — Iy)
0 g
= 2 lim sin [(kX — IX)g] —
g—00 « — Ix
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Korzystajac z definicji

5(x) = lim SN(&)

g—0 X

mozemy unormowac funkcje wtasne pedu w nieskonczonej
przestrzeni. W tym celu zatézmy, ze k, # I i obliczmy catke

o0 g . .
. . i(kx—I)g _ o—i(kx—Ix)g
/ eillobdx gy — im [ ellb=h)x 4y = fim © . ©
g—00 g—00 (ks — Iy)
o g
— oy SN [(kx — Ix)g] o i ST [(kx — Ix)g]
g—00 ke — Iy g—oo (ke — )
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5(x) = lim SN(&)

g—0 X

mozemy unormowac funkcje wtasne pedu w nieskonczonej
przestrzeni. W tym celu zatézmy, ze k, # I i obliczmy catke

o0 g . .
. . i(ke—h)g _ a—ilka—l)g
/ elb=bx 4y — fim [ el—bx gy = fim £ . ©
g—00 g—00 (ks — Iy)
% g

— 5 i sin [(kx — Ix)g] o Iim sin [(kx — Ix)g]
g—00 ke — Iy g—oo (ke — )
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Korzystajac z definicji

5(x) = lim SN(&)

g—0 X

mozemy unormowac funkcje wtasne pedu w nieskonczonej
przestrzeni. W tym celu zatézmy, ze k, # I i obliczmy catke

o0

g . .
. . i(kx—I)g _ o—i(kx—Ix)g
/ eillobdx gy — im [ ellb=h)x 4y = fim © . ©
g—00 g—00 (ks — Iy)
o g
— oy SN [(kx — Ix)g] o i ST [(kx — Ix)g]
g—00 ke — Iy g—oo (ke — )
= 27 §(kg — Ix).
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Zauwazmy, ze wzér

/ ei(kx—lx)x dX = 27'[' 6(kx - /X)

—00

ma sens réwniez dla k, = /.
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—00

ma sens rowniez dla k, = lx. Warunek ortogonalnoséci dla funkgji
witasnych pedu mozemy teraz wyrazi¢ nastepujaco:

—

(fk) =
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Zauwazmy, ze wzér

o

/ ei(kx—lx)x dX = 27'[' 6(kx - /X)

—00

ma sens rowniez dla k, = lx. Warunek ortogonalnoséci dla funkgji
witasnych pedu mozemy teraz wyrazi¢ nastepujaco:

—

< |E> = /u;‘(F)UE(F)d?’I’: /C*e—iﬁfceiE-Fd3r
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Zauwazmy, ze wzér

/ ei(kx—lx)x dX = 27'[' 6(kx - /X)

ma sens rowniez dla k, = lx. Warunek ortogonalnoséci dla funkgji
witasnych pedu mozemy teraz wyrazi¢ nastepujaco:

—

< |E> = /u;‘(F)UE(F)d?’I’: /C*e—iﬁfceiE-Fd3r

“+oo —+00 “+oo
— P / oi(ke—h)x dx/ei(kyfly)y dy/ei(kf/z)z dz
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Zauwazmy, ze wzér

/ ei(kx—lx)x dX = 27'[' 6(kx - /X)

ma sens rowniez dla k, = lx. Warunek ortogonalnoséci dla funkgji
witasnych pedu mozemy teraz wyrazi¢ nastepujaco:

- =

(E) = [P = [ cre e

“+oo —+00 “+oo
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Zauwazmy, ze wzér

o

/ ei(kx—lx)x dX = 27'[' 6(kx - /X)

—00

ma sens rowniez dla k, = lx. Warunek ortogonalnoséci dla funkgji
witasnych pedu mozemy teraz wyrazi¢ nastepujaco:

- =

(E) = [P = [ cre e

“+oo —+00 “+oo
— P / oi(ke—h)x dx/ei(kyfly)y dy/ei(kf/z)z dz

= |Cl27 8(ks — )27 0(ky — 1,)27 6(ky — I).
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Delta Diraca

Otrzymalismy wzér

—

(1K) = |CP(2m)*s™(

x|
|
\_\,1
D
/—\
N
)
N—r
w
S,
@
—~~
-~
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Otrzymalismy wzér

— — —

(M) =CP@m)*6®) (k — 1) = |C[*(2m)*6P) (I~ k).
W przypadku normalizacji w pudetku przyjeliSmy

— —,

(1Tk ) =0T - k),
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Otrzymalismy wzér

— — —

(M) =CP@m)*6®) (k — 1) = |C[*(2m)*6P) (I~ k).
W przypadku normalizacji w pudetku przyjeliSmy
(M) =BT~ k),

a wiec dla konsystencji wybierzemy

|C|2:W.
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Otrzymalismy wzér

— — —

(M) =CP@m)*6®) (k — 1) = |C[*(2m)*6P) (I~ k).
W przypadku normalizacji w pudetku przyjeliSmy

(1Tk ) =0T - k),

a wiec dla konsystencji wybierzemy

|C|2:W.

Pomijajac dowolny czynnik zespolony o module 1 (faze), mozemy
wybraé

C= (27?)_%.
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Unormowane funkcje wtasne pedu beda wtedy miaty postac

up (r) = (27‘(’)_%6”:'?.
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Unormowane funkcje wtasne pedu beda wtedy miaty postac

up (r) = (27‘(’)_%6”:'?.

Zauwazmy, ze delta Diraca jest parzysta, tzn.
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Unormowane funkcje wtasne pedu beda wtedy miaty postac

u () = (27)°

Zauwazmy, ze delta Diraca jest parzysta, tzn.

el

Dla dowodu skorzystajmy z przedstawienia delty Diraca jako
granicy ciagu funkcyjnego i obliczmy

) = lim Snle(=X]
o= = Jim 2
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Unormowane funkcje wtasne pedu beda wtedy miaty postac

u () = (27)°

Zauwazmy, ze delta Diraca jest parzysta, tzn.

el

Dla dowodu skorzystajmy z przedstawienia delty Diraca jako
granicy ciagu funkcyjnego i obliczmy

g—00 7T(—X) 8—0 —TX

d(—x) = lim M— lim L(gx)_
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Unormowane funkcje wtasne pedu beda wtedy miaty postac

u () = (27)°

Zauwazmy, ze delta Diraca jest parzysta, tzn.

el

Dla dowodu skorzystajmy z przedstawienia delty Diraca jako
granicy ciagu funkcyjnego i obliczmy

g—00 7T(—X) 8—0 —TX

d(—x) = lim 7Sin[g(—x)] = lim 7—sin(gx) = d(x).
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W takim razie warunek ortogonalnosci funkcji wtasnych pedu
mozemy zapisaé

—

(1KY =68 (T = k) = 6@ (k - ).
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W takim razie warunek ortogonalnosci funkcji wtasnych pedu
mozemy zapisaé

—

(1KY =68 (T = k) = 6@ (k - ).

Z réwnosci
/ el =X dx = 21 §(ky — ) = 27 8(h — ky)

—00
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W takim razie warunek ortogonalnosci funkcji wtasnych pedu
mozemy zapisaé

—

(1KY =68 (T = k) = 6@ (k - ).

Z réwnosci
/ el =X dx = 21 §(ky — ) = 27 8(h — ky)

—00

wynika przedstawienie catkowe delty Diraca

sO(I'— k) = (271r)3 /e_i(r_E)'Fd3r -1 /e"(r_’:)'?d3ra

gdzie catkowanie przebiega po catej przestrzeni.
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Z tego przedstawienia delty Diraca bedziemy czesto korzystac.
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Z tego przedstawienia delty Diraca bedziemy czesto korzystac.
Wr6émy do czastki zamknietej w szeSciennym pudetku i obliczmy

> () =

k
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Z tego przedstawienia delty Diraca bedziemy czesto korzystac.
Wr6émy do czastki zamknietej w szeSciennym pudetku i obliczmy

Z ( F) ZL 2e*lkl’L**lr

k
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Z tego przedstawienia delty Diraca bedziemy czesto korzystac.
Wr6émy do czastki zamknietej w szeSciennym pudetku i obliczmy

Z F) ZLf— —ik-F Lf— ik-?_ Lf3zeilz-(?7r_’)
k

k
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Z tego przedstawienia delty Diraca bedziemy czesto korzystac.
Wr6émy do czastki zamknietej w szeSciennym pudetku i obliczmy

Z F) ZLf— —ik-F Lf— ik-?_ Lf3zeilz-(?7r_’)
k

k

Przypomnijmy, ze w pudetku wektor falowy czastki k moze
przyjmowaé wartosci dyskretne

- 2

= (nx, ny, ny) 7 Ny, Ny, Ny € 7.
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Z tego przedstawienia delty Diraca bedziemy czesto korzystac.
Wr6émy do czastki zamknietej w szeSciennym pudetku i obliczmy

Z F) ZLf— —ik-F Lf— ik-?_ Lf3zeilz-(?7r_’)
k

k

Przypomnijmy, ze w pudetku wektor falowy czastki k moze
przyjmowaé wartosci dyskretne

- 2

= (nx, ny, ny) 7 Ny, Ny, Ny € 7.

Dlatego
. 400
L—3 Z eik~(F’—F”) _ L—3 Z ei2T7T[nx(X—X’)+ny(y—y’)+nz(z—z’)].

Nx,Ny,Nz=—00
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Prawa strone tego réwnania mozemy zapisa¢ w postaci iloczynu
trzech sum

+o0o
L—3 Z GIZTW[nx(X—X’)—i—ny(y—y’)+nz(z—z’)]

Nx,Ny ,Nz=—00

1 =

P27 / 1 I P27 /
_ <L eanx(X—X)> Z Z elTny(y—y)

ny=—00 ny=-—00

<1 I (2T ( /))
% - elTnz z—z
L n;=—oo
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Prawa strone tego réwnania mozemy zapisa¢ w postaci iloczynu
trzech sum

+o0o
L—3 Z GIZTW[nx(X—X’)—i—ny(y—y’)+nz(z—z’)]

Nx,Ny ,Nz=—00

1 & AN [1 & . /
_ Z eITnX(X—X) Z Z elT”y(y—Y)

ny=—00 ny=-—00

<1 I (2T ( /))
% - elTnz z—z
L n;=—oo

Jezeli bedziemy zwigkszaé rozmiary pudetka, tzn. L — oo, to
sasiednie dozwolone wartosci ky, k,,, k, stang sie nieskonczenie
bliskie.
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Dlatego w granicy L — oo sumowanie nalezy zastgpié przez

catkowanie
+oo
1 X P2y (x—x") 1L / iky (x—x")
- Z el LT — = — [ VTN dk,,
L~ [ 27

—0o0
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Dlatego w granicy L — oo sumowanie nalezy zastgpié przez

catkowanie
+o0o
1 =X 1L o s
Zn;ooean(X x") _ Zg/e, (x X)dkx,
X —00
ale
1
o / el O=X) qi = 0(x — X') = (X' — x).
T
—00
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Dlatego w granicy L — oo sumowanie nalezy zastgpié przez

catkowanie
+oo
1 = 12”n (x—x") 1L iky (x—x")
T - — ) dk
n —EOOG —> L 27T / ) *
X —0o
ale
17
— [ M) Qi = 5(x — X') = 6(x' — X).
2 / X
7T—C)O

W rezultacie w nieskonczonej przestrzeni otrzymamy

D) — [ i #u() k = 6 - 7).
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Rozwiniecie na funkeje wiasne pedi

Zauwazmy, ze wykorzystujac wtasnosci delty Diraca i relacje
zupetnosci dla funkcji wtasnych pedu mozemy zapisaé

o(r) =
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Zauwazmy, ze wykorzystujac wtasnosci delty Diraca i relacje
zupetnosci dla funkcji wtasnych pedu mozemy zapisaé

Wy = [ - ar

= [ (/ )uglr) k) @
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Zauwazmy, ze wykorzystujac wtasnosci delty Diraca i relacje
zupetnosci dla funkcji wtasnych pedu mozemy zapisaé

Wy = [ - ar

- (i)
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Zauwazmy, ze wykorzystujac wtasnosci delty Diraca i relacje
zupetnosci dla funkcji wtasnych pedu mozemy zapisaé

Wy = [ - ar
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Zauwazmy, ze wykorzystujac wtasnosci delty Diraca i relacje
zupetnosci dla funkcji wtasnych pedu mozemy zapisaé

(r) = /w 76 (7 — 7) d3r
[ o) ([ ety o) e
= [ ([ ) @) uel k= [ A

gdzie zmienilisSmy kolejno$¢ catkowania i wprowadziliSmy
oznaczenie

A

[ty ' = (K.

K
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W takim razie dowolna funkcje falowa v (r) nalezaca do przestrzeni
Hilberta H stanéw fizycznych mozemy rozwing¢ na funkcje wtasne
pedu ug(r) - ktdére same nie naleza do H - wg. wzoru

¢(F):/AEUE(F)d3k, gdzie Az = (kly).
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W takim razie dowolna funkcje falowa v (r) nalezaca do przestrzeni
Hilberta H stanéw fizycznych mozemy rozwing¢ na funkcje wtasne
pedu ug(r) - ktdére same nie naleza do H - wg. wzoru

¢(F):/AEUE(F)d3k, gdzie Az = (kly).

W przypadku skonczonego pudetka o krawedzi L rozwiniecie to
miatoby postac

W(r) = ZA;U;(F)-
k

Funkcje wfasne operatoréw pedu i energii 34/49



Zgodnie z postulatem Borna gesto$¢ prawdopodobienstwa P(/?)
otrzymania w wyniku pomiaru pedu (p'= hE) czastki znajdujacej
sie w stanie kwantowym opisywanym przez funkcje falowa v (r)
wartoéci zawartej w przedziale [E, K + dE] jest proporcjonalna do
kwadratu modutu wspétczynnika Ap rozwiniecia ¢(r) na funkcje
wtasne pedu.
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Zgodnie z postulatem Borna gesto$¢ prawdopodobienstwa P(/?)
otrzymania w wyniku pomiaru pedu (p'= hE) czastki znajdujacej
sie w stanie kwantowym opisywanym przez funkcje falowa v (r)
wartoéci zawartej w przedziale [E, K + dE] jest proporcjonalna do
kwadratu modutu wspétczynnika Ap rozwiniecia ¢(r) na funkcje
wtasne pedu.

Wobec tego mozemy zapisaé

-,

P(k) = c|AE|2, gdzie ¢ = const.
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Zgodnie z postulatem Borna gesto$¢ prawdopodobienstwa P(/?)
otrzymania w wyniku pomiaru pedu (p'= hE) czastki znajdujacej
sie w stanie kwantowym opisywanym przez funkcje falowa v (r)
wartoéci zawartej w przedziale [E, K + dE] jest proporcjonalna do
kwadratu modutu wspétczynnika Ap rozwiniecia ¢(r) na funkcje
wtasne pedu.

Wobec tego mozemy zapisaé

-,

P(k) = c|AE|2, gdzie ¢ = const.

Pokazemy, ze stata c jest réwna 1.
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Rozwiniecie na funkeje wiasne pedi

W zaleznosci od tego czy k przyjmuje wartosci ciagte, czy

—,

dyskretne, P(k) musi spetnia¢ warunek normalizacyjny:

/P(E) k=1 b Y Pk)=1
K
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Przyjmijmy, ze k ma rozktad ciggty.
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dyskretne, P(k) musi spetnia¢ warunek normalizacyjny:

/P(E) k=1 b Y Pk)=1
K
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W zaleznosci od tego czy k przyjmuje wartosci ciagte, czy
dyskretne, P(k) musi spetnia¢ warunek normalizacyjny:

/P(E) k=1 b Y Pk)=1
K

Przyjmijmy, ze k ma rozktad ciggty. Woéwczas

/P(E) A3k c/|AE|2 Bk = c/A;AE A3k
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W zaleznosci od tego czy k przyjmuje wartosci ciagte, czy
dyskretne, P(k) musi spetnia¢ warunek normalizacyjny:

/P(E) k=1 b Y Pk)=1
K
Przyjmijmy, ze k ma rozktad ciggty. Woéwczas
/P(E) d*k c/|AE|2 Bk = c/A;AE d*k

c/ (/ u(P () d3r’)* </ u(FY(P) d3r) Bk
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W zaleznosci od tego czy k przyjmuje wartosci ciagte, czy

—,

dyskretne, P(k) musi spetnia¢ warunek normalizacyjny:
/P(E) k=1 b Y Pk)=1
K
Przyjmijmy, ze k ma rozktad ciggty. Woéwczas
/P(E) Pk = c/|AE|2 Bk = c/A;AE d*k

_ c/ (/ (P () d3r’)* </ u(PH(7) d3r) Pk
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W zaleznosci od tego czy k przyjmuje wartosci ciagte, czy
dyskretne, P(k) musi spetnia¢ warunek normalizacyjny:

/P(E) Pk=1 b Y Pk)=
K
Przyjmijmy, ze k ma rozktad ciggty. Woéwczas
/P(E) d*k c/|AE|2 Bk = c/A;AE d*k

c/ (/ u;(ﬁ)¢(ﬁ) d3r’)* </ u(FY(P) d3r) Bk
= o[ [uewr ) @ [ e @
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Rozwiniecie na funkeje wiasne pedi

gdzie wykorzystaliSmy fakt, ze sprzezenie zespolone catki z pewnej
funkgji jest rowne catce ze sprzezenia zespolonego tej funkgji.

Funkcje wfasne operatoréw pedu i energii 37/49



Rozwiniecie na funkeje wiasne pedi

gdzie wykorzystaliSmy fakt, ze sprzezenie zespolone catki z pewnej
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Zadanie. Korzystajac z bezczasowego réwnania Schrodingera i z
réwnania don sprzezonego pokazaé, ze w przypadku bez
degeneracji, funkcje wtasne energii odpowiadajace réznym
wartosciom wtasnym s3 ortogonalne,
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réwnania don sprzezonego pokazaé, ze w przypadku bez
degeneracji, funkcje wtasne energii odpowiadajace réznym
wartosciom wtasnym s3 ortogonalne, tzn.

(E'|E) :/uz,(F)uE(F)d3r=o, dla E'#E.
W przypadku degeneracji, kiedy tej samej wartosci E odpowiadaja

dwa lub wiecej liniowo niezaleznych wektoréw wtasnych |E1),
|E2),..., mozemy dokona¢ ortogonalizacji tych wektordw.
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Np. w przypadku dwukrotnej degeneracji mozemy utworzyé
kombinacje liniowa liniowo niezaleznych wektoréw wtasnych
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Np. w przypadku dwukrotnej degeneracji mozemy utworzyé
kombinacje liniowa liniowo niezaleznych wektoréw wtasnych

|E) = a1 |E1) + a |E2)

i zazada¢ aby wektor |E) byt ortogonalny do wektora |E1), tzn.
aby (E1|E) = 0. Wéwczas

(E1|E) = (E1|(ay |E1) + a |E2)) = a1 (E1|E1) + a5 (E1|E2) =0
a  (E1|E2)
o  (E1EL)

Jesli wybierzemy wspétczynniki aj, a» tak, aby spetniaty ten
zwigzek, to wektor |E) bedzie ortogonalny do wektora |E1).
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Taka procedure ortogonalizacyjng mozna tatwo uogélnié na
dowolng liczbe wektoréw (funkcji) liniowo niezaleznych.
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Taka procedure ortogonalizacyjng mozna tatwo uogélnié na
dowolng liczbe wektoréw (funkcji) liniowo niezaleznych.

W przypadku z degeneracja wektory (funkcje) wtasne energii beda
spetniac nastepujaca relacje ortogonalnosci

(E's'|Es) = / Ut (P ues(APr = Sg1g6ys,
gdzie §g/g jest deltg Kroneckera lub Diraca, zaleznie od tego czy
mamy do czynienia z widmem energii dyskretnym lub ciggtym,

wskazniki s’ i s numeruja unormowane wektory (funkcje) wtasne
odpowiadajace zdegenerowanym wartoéciom wtasnym E’ i E.
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Funkcje wtasne energii tworza uktad ortogonalny i zupetny w
przestrzeni Hilberta H stanéw kwantowomechanicznych,
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Funkcje wtasne energii tworza uktad ortogonalny i zupetny w
przestrzeni Hilberta H stanéw kwantowomechanicznych, dlatego
rowniez moga stuzy¢ jako baza rozwinie¢ ortogonalnych.
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Wartos¢ oczekiwang operatora pedu obliczamy z definicji wg.
wzoru

(B = Y hkP(K),
K

jesli k przyjmuje wartosci dyskretne,
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Wartos¢ oczekiwang operatora pedu obliczamy z definicji wg.
wzoru

(P) = >_ hkP(k),
K
jesli k przyjmuje wartosci dyskretne, lub
(p) = /m?P(/?) a3k,

jesli k przyjmuje wartosci ciagte.
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Jedli k przyjmuje wartodci ciagle, to
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i skorzystajmy z niego we wzorze na (p)

///uk(r PR U (R (7) dr a3 dk.
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i skorzystajmy z niego we wzorze na (p)

///uk(r PR uS(FYo(F) dBr 3 d3k.

Wykonajmy catkowanie przez czesci w cafce
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i skorzystajmy z niego we wzorze na (p)

///uk(r FYihNV ur (A (F) & a3 dk.

Wykonajmy catkowanie przez czesci w cafce

[Vi@u@ e = [ (u@e) Er- [ i@vee e

Q Q Q

= [ s dr - [ (V@ ¢,
r(Q) Q

0

gdzie skorzystaliSmy z twierdzenia Stokesa oraz z faktu, ze funkcja
falowa musi znikaé na brzegu I'(Q2)
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dowolnie duzego (nieskoriczonego) obszaru catkowania Q.
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dowolnie duzego (nieskoriczonego) obszaru catkowania Q.
Wobec tego

) =
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dowolnie duzego (nieskoriczonego) obszaru catkowania Q.
Wobec tego
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dowolnie duzego (nieskoriczonego) obszaru catkowania Q2
Wobec tego

(p) = ///uk (7)o" (P) (= ihu(A V(7)) d3r a3 a3k
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dowolnie duzego (nieskoriczonego) obszaru catkowania Q2
Wobec tego
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dowolnie duzego (nieskoriczonego) obszaru catkowania Q2
Wobec tego

(p) = ///uk —ihug(AVH(F)) d*r &' dk

_ //(/ “(Alug(F) &3 )¢*(7)(—ihﬁ)¢(?)d3rd3r’.

B(F-r)

Skorzystajmy z parzystosci delty Diraca i wykonajmy catkowanie
po d3r/
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dowolnie duzego (nieskoriczonego) obszaru catkowania Q2
Wobec tego

(p) = ///uk —ihug(AVH(F)) d*r &' dk

_ //(/ “(Alug(F) &3 )¢*(7)(—ihﬁ)¢(?)d3rd3r’.

B(F-r)

Skorzystajmy z parzystosci delty Diraca i wykonajmy catkowanie
po d3r/

= [([00F - pwr @) &) (it ) o) d*
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wéwczas otrzymamy ostateczny wzér na wartos¢ oczekiwana
operatora pedu w stanie kwantowym opisywanym funkcja falowa

o(r)

(B) = WlAl) = [ () (~inV) () &
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wéwczas otrzymamy ostateczny wzér na wartos¢ oczekiwana
operatora pedu w stanie kwantowym opisywanym funkcja falowa

o(r)

(B) = WlAl) = [ () (~inV) () &

Widzimy, ze operator pedu dziata tylko na funkcje ¢(7) a nie na jej
sprzezenie zespolone 1*(r).
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wéwczas otrzymamy ostateczny wzér na wartos¢ oczekiwana
operatora pedu w stanie kwantowym opisywanym funkcja falowa

o(r)

(B) = WlAl) = [ () (~inV) () &
Widzimy, ze operator pedu dziata tylko na funkcje ¢(7) a nie na jej

sprzezenie zespolone 1*(r).
Jest to uniwersalna reguta.
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wéwczas otrzymamy ostateczny wzér na wartos¢ oczekiwana
operatora pedu w stanie kwantowym opisywanym funkcja falowa

o(r)

(B) = WlAl) = [ () (~inV) () &

Widzimy, ze operator pedu dziata tylko na funkcje ¢(7) a nie na jej
sprzezenie zespolone 1*(r).

Jest to uniwersalna reguta. Wartos$¢ oczekiwang operatora A w
stanie kwantowym opisywanym przez | 1)) obliczamy wedtug wzoru

(A) = (WlAlY)

tzn. dziatajac operatorem A na prawo na stan | ).
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Podobna konwencje przyjmujemy dla elementu macierzowego
operatora A

(Bl Al) ,

ktéry okredla amplitude prawdopodobienstwa przejscia pomiedzy
stanami kwantowymi | ¥) i | @),
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Podobna konwencje przyjmujemy dla elementu macierzowego
operatora A

(Bl Al) ,

ktéry okresla amplitude prawdopodobienstwa przejscia pomiedzy
stanami kwantowymi | ©) i | ¢), co oznacza, ze gestosé
prawdopodobienstwa przejScia pomiedzy stanami kwantowymi | ¢)
i | ¢) wyraza sie wzorem

[(IAl) 2.
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Podobna konwencje przyjmujemy dla elementu macierzowego
operatora A

(Bl Al) ,

ktéry okresla amplitude prawdopodobienstwa przejscia pomiedzy
stanami kwantowymi | ©) i | ¢), co oznacza, ze gestosé
prawdopodobienstwa przejScia pomiedzy stanami kwantowymi | ¢)
i | ¢) wyraza sie wzorem

[(IAl) 2.

Gdybysmy jednak chcieli podziata¢ operatorem A na lewo, to
musimy dokonaé jego sprzezenia hermitowskiego,
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zgodnie ze wprowadzonym uprzednio wzorem definicyjnym:

(p]AY) = (ATplyp) = (v|ATp)*
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zgodnie ze wprowadzonym uprzednio wzorem definicyjnym:

(p]AY) = (ATplyp) = (v|ATp)*

ktéry w notacji Diraca przyjmuje postaé

(lAI) = ({0 |AT) | ) = (v [AT] @)"
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zgodnie ze wprowadzonym uprzednio wzorem definicyjnym:

(p]AY) = (ATplyp) = (v|ATp)*

ktéry w notacji Diraca przyjmuje postaé

(lAI) = ({0 |AT) | ) = (v [AT] @)"
W reprezentacji potozeniowej

(rly) = ¢(7r)
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zgodnie ze wprowadzonym uprzednio wzorem definicyjnym:

(p]AY) = (ATplyp) = (v|ATp)*

ktéry w notacji Diraca przyjmuje postaé

(lAI) = ({0 |AT) | ) = (v [AT] @)"
W reprezentacji potozeniowej

(rly) = ¢(7r)

warto$¢ oczekiwang operatora A znajdujemy obliczajac catke

<m5www=/wwmma&n
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