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Niech X i Y beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K liczb
rzeczywistych lub zespolonych.
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Niech X i Y beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K liczb
rzeczywistych lub zespolonych.
Odwzorowanie A: X — Y nazywamy operatorem liniowym, jesli

A (31X1 + 22X2) = 31A (Xl) + aA (X2) ,

dla dowolnych x1,x € X i a1, a2 € K.
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Niech X i Y beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K liczb
rzeczywistych lub zespolonych.
Odwzorowanie A: X — Y nazywamy operatorem liniowym, jesli

A (31X1 + 22X2) = 31A (Xl) + aA (X2) ,

dla dowolnych x1,x € X i a1, a2 € K.
Jezeli Y =K, to operator liniowy A : X — K nazywamy
funkcjonatem liniowym.
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Przyktady. Operator rézniczkowy jest operatorem liniowym
odwzorowujacym przestrzen wektorowg funkcji rzeczywistych
rézniczkowalnych okreslonych na przedziale [a, b] C R w przestrzen

funkcji rzeczywistych na tym przedziale.
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a,f € R mamy
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Przyktady. Operator rézniczkowy jest operatorem liniowym
odwzorowujacym przestrzen wektorowg funkcji rzeczywistych
rézniczkowalnych okreslonych na przedziale [a, b] C R w przestrzen
funkcji rzeczywistych na tym przedziale. Dla f, g : [a, b] — R,

a,f € R mamy

L (af() + B8() =
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Przyktady. Operator rézniczkowy jest operatorem liniowym
odwzorowujacym przestrzen wektorowg funkcji rzeczywistych
rézniczkowalnych okreslonych na przedziale [a, b] C R w przestrzen
funkcji rzeczywistych na tym przedziale. Dla f, g : [a, b] — R,

a,f € R mamy

L (af() + g0 = o ) 4 5 980D,
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Przyktady. Operator rézniczkowy jest operatorem liniowym
odwzorowujacym przestrzen wektorowg funkcji rzeczywistych
rézniczkowalnych okreslonych na przedziale [a, b] C R w przestrzen
funkcji rzeczywistych na tym przedziale. Dla f, g : [a, b] — R,

a,f € R mamy

L (af() + g0 = o ) 4 5 980D,

b
Operator catkowy [ f(x)dx jest funkcjonatem liniowym
a
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Przyktady. Operator rézniczkowy jest operatorem liniowym
odwzorowujacym przestrzen wektorowg funkcji rzeczywistych
rézniczkowalnych okreslonych na przedziale [a, b] C R w przestrzen
funkcji rzeczywistych na tym przedziale. Dla f, g : [a, b] — R,

a,f € R mamy

L (af() + g0 = o ) 4 5 980D,

b
Operator catkowy [ f(x)dx jest funkcjonatem liniowym
a

b
[ (@f(x) + e(x)) dx =
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Przyktady. Operator rézniczkowy jest operatorem liniowym
odwzorowujacym przestrzen wektorowg funkcji rzeczywistych
rézniczkowalnych okreslonych na przedziale [a, b] C R w przestrzen
funkcji rzeczywistych na tym przedziale. Dla f, g : [a, b] — R,

a,f € R mamy

L (af() + g0 = o ) 4 5 980D,

b
Operator catkowy [ f(x)dx jest funkcjonatem liniowym
a

b

/b(af(x) + [g(x))dx = « /b f(x)dx + B/g(x)dx,
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Kazdy operator liniowy A : K" — K™, gdzie K jest ciatem liczb
rzeczywistych lub zespolonych, jest postaci y = Ax, gdzie

y1 = auxy + aexe + -+ + ainXn,
Yo = aoix1 + axppxo + -+ 4 axpXp,

Ym = @miX1 + am2x2 + -+ + amnXn,

przy czym x = (xi,x2,...,%n), ¥ = (y1,¥2,-..,¥m), ajj € K.
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Kazdy operator liniowy A : K" — K™, gdzie K jest ciatem liczb
rzeczywistych lub zespolonych, jest postaci y = Ax, gdzie

y1 = auxy + aexe + -+ + ainXn,
Yo = aoix1 + axppxo + -+ 4 axpXp,

Ym = @miX1 + am2x2 + -+ + amnXn,

przy czym x = (xi,x2,...,%n), ¥ = (y1,¥2,-..,¥m), ajj € K.
Powyzszy ukfad réwnan mozemy zapisa¢ w formie

n
yi=Y_ ajx;, i=1,2,....,m.
j=1
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Rzeczywiscie, wybierzmy baze w K"

e1 = (1,0,...,0), e =(0,1,...,0),...,e, = (0,0, ..., 1)
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Rzeczywiscie, wybierzmy baze w K"

e =(1,0,...,0), &=(0,1,...,0),...,e, =(0,0,...,1)
i baze w K™

el =(1,0,..,0), e =(0,1,...,0),....e/, = (0,0, ..., 1).
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Rzeczywiscie, wybierzmy baze w K"
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Rzeczywiscie, wybierzmy baze w K"

e =(1,0,...,0), &=(0,1,...,0),...,e, =(0,0,...,1)
i baze w K™

el =(1,0,..,0), e =(0,1,...,0),....e/, = (0,0, ..., 1).
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Rzeczywiscie, wybierzmy baze w K"

e1 = (1,0,...,0), e =(0,1,...,0),...,e, = (0,0, ..., 1)

m n n
y = Zy,-e,{:Ax:A ijej :ZXJ'AE
i—1 j=1 j=1
n m m n

= ijzaue =22 e

i=1j=1
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Rzeczywiscie, wybierzmy baze w K"

e1 = (1,0,...,0), e =(0,1,...,0),...,e, = (0,0, ..., 1)

m n n
y = Zy,-e,{:Ax:A ijej :ZXJ'AE
i—1 j=1 j=1
n m m n

n
- ZXJZQUG_ZZE’UXJG = Y= ayx,
Jj=1

i=1j=1
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Rzeczywiscie, wybierzmy baze w K"

e1 = (1,0,...,0), e =(0,1,...,0),...,e, = (0,0, ..., 1)

m n n
y = Zy,-e,{:Ax:A ijej :ZXJ'AE
i—1 j=1 j=1
n m m n

n
- ZXJZQUG_ZZE’UXJG = Y= ayx,
Jj=1

i=1j=1

dai=12,...,m
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Widzimy, ze operatory liniowe mozemy reprezentowaé poprzez
macierze — skonczenie lub nieskonczenie wymiarowe.
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Widzimy, ze operatory liniowe mozemy reprezentowaé poprzez
macierze — skonczenie lub nieskonczenie wymiarowe.
W rozpatrywanym przyktadzie macierz operatora A : K" — K™ ma

postad
a1l 412 ain
A= ax ax» an |,
aml a4m2 amn
gdzie a; € K.
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Niech A, B beda operatorami liniowymi w przestrzeni Hilberta
X(K).
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Niech A, B beda operatorami liniowymi w przestrzeni Hilberta
X(K). Dla kazdego x € X(K) definiujemy:

Matematyczne podstawy mechaniki kwantowej 7/33



Niech A, B beda operatorami liniowymi w przestrzeni Hilberta
X(K). Dla kazdego x € X(K) definiujemy:
iloczyn cA operatora A przez liczbe c € K

(cA)x = c(Ax),
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Niech A, B beda operatorami liniowymi w przestrzeni Hilberta
X(K). Dla kazdego x € X(K) definiujemy:
iloczyn cA operatora A przez liczbe c € K

(cA)x = c(Ax),
sume A + B operatoréw A i B

(A+ B)x = Ax + Bx,
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Niech A, B beda operatorami liniowymi w przestrzeni Hilberta
X(K). Dla kazdego x € X(K) definiujemy:
iloczyn cA operatora A przez liczbe c € K

(cA)x = ¢(Ax),
sume A + B operatoréw A i B
(A+ B)x = Ax + Bx,
iloczyn AB operatoréw Ai B
(AB)x = A(Bx),

ktéry rozumiemy jako ztozenie operatoréw.
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Poniewaz ztozenie operatoréw jest na ogdt nieprzemienne, to
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Poniewaz ztozenie operatoréw jest na ogdt nieprzemienne, to
definiujemy komutator [A, B] operatoréw A i B

[A,B] = AB — BA.
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Poniewaz ztozenie operatoréw jest na ogdt nieprzemienne, to
definiujemy komutator [A, B] operatoréw A i B

[A,B] = AB — BA.

Zadanie. Niech A, B, C beda operatorami liniowymi w przestrzeni
Hilberta X(K), a a, b, ¢ € K statymi wspdtczynnikami.
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Poniewaz ztozenie operatoréw jest na ogdt nieprzemienne, to
definiujemy komutator [A, B] operatoréw A i B

[A, Bl = AB — BA.
Zadanie. Niech A, B, C beda operatorami liniowymi w przestrzeni

Hilberta X(K), a a, b, ¢ € K statymi wspdtczynnikami. Pokazaé ze
komutator spetnia nastepujace wtasnosci:
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Poniewaz ztozenie operatoréw jest na ogdt nieprzemienne, to
definiujemy komutator [A, B] operatoréw A i B

[A,B] = AB — BA.

Zadanie. Niech A, B, C beda operatorami liniowymi w przestrzeni
Hilberta X(K), a a, b, ¢ € K statymi wspdtczynnikami. Pokazaé ze
komutator spetnia nastepujace wtasnosci:
i) Liniowos$¢ ze wzgledu na pierwszy argument:
[aA+ bB, C] = a[A, C] + b[B, C]
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Poniewaz ztozenie operatoréw jest na ogdt nieprzemienne, to
definiujemy komutator [A, B] operatoréw A i B

[A,B] = AB — BA.

Zadanie. Niech A, B, C beda operatorami liniowymi w przestrzeni
Hilberta X(K), a a, b, ¢ € K statymi wspdtczynnikami. Pokazaé ze
komutator spetnia nastepujace wtasnosci:
i) Liniowos$¢ ze wzgledu na pierwszy argument:
[aA + bB, C] = a[A, C| + b[B, C]
i) Antysymetria:
[A’ B] = *[B’ A]
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Poniewaz ztozenie operatoréw jest na ogdt nieprzemienne, to
definiujemy komutator [A, B] operatoréw A i B

[A,B] = AB — BA.

Zadanie. Niech A, B, C beda operatorami liniowymi w przestrzeni
Hilberta X(K), a a, b, ¢ € K statymi wspdtczynnikami. Pokazaé ze
komutator spetnia nastepujace wtasnosci:

i) Liniowos$¢ ze wzgledu na pierwszy argument:
[aA + bB, C] = a[A, C| + b[B, C]
i) Antysymetria:
[A, B] = —[B, A
i) [c, Al =[A,c]=0.
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iv) [AB, C] = A[B, C] +[A, C]B
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iv) [AB, C] = A[B, C] +[A, C]B

v) Tozsamos¢ Jacobiego:

[A,[B, C]] + [B.[C. Al] + [C.[A, B]] = 0.
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iv) [AB, C] = A[B, C] +[A, C]B

v) Tozsamos¢ Jacobiego:

[A,[B, C]] + [B.[C. Al] + [C.[A, B]] = 0.

i) Liniowo$¢ ze wzgledu na drugi argument:

[A, bB + cC] = b[A, B] + c[A, CJ.
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iv) [AB, C] = A[B, C] +[A, C]B

v) Tozsamos¢ Jacobiego:

[A,[B, C]] + [B.[C. Al] + [C.[A, B]] = 0.

i) Liniowo$¢ ze wzgledu na drugi argument:

[A, bB + cC] = b[A, B] + c[A, CJ.

iv') [A, BC] = B[A, C] + [A, B]C.
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iv) [AB, C] = A[B, C] +[A, C]B

v) Tozsamos¢ Jacobiego:

[A,[B, C]] + [B.[C. Al] + [C.[A, B]] = 0.

i) Liniowo$¢ ze wzgledu na drugi argument:

[A, bB + cC] = b[A, B] + c[A, CJ.

iv') [A,BC] = B[A, C] + [A, B]C.
Jako przyktad rozwazmy komutatory operatoréw potozenia x;,
i =1,2,3 i pedu czastki
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu.
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkcji ¢y € X zachodzi
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkcji ¢y € X zachodzi

[Xi> pj]w
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkcji ¢y € X zachodzi

[Xi> pj]w =
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkcji ¢y € X zachodzi

ad
[Xi> pj]w = [Xiv _’h&(] w =

J
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkcji ¢y € X zachodzi

.0 . 0
[XthW = [Xiv_’h%]w: —ih lxia%]w
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkcji ¢y € X zachodzi

.0 . 0
[XthW = [Xiv_’h%]w: —ih lxia%]w

Matematyczne podstawy mechaniki kwantowej 10/33



w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkcji ¢y € X zachodzi

.0 . 0
[XthW = [Xiv_’h%]w: —ih lxia%]w

_ (0% O(xinh)
= —ih (X'axj 78)9- )
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkcji ¢y € X zachodzi

.0 . 0
[XthW = lXia —’haxj] b= —ih [Xia 8)9] (
= —ih (X,-aw - 8(Xiw)> = —ih (x- 0y _ 0%, X 8¢>
0x; Ox; X; ;
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkcji ¢y € X zachodzi

.0 . 0
[XthW = lXia —’haxj] b= —ih [Xia 8)9] (
= —ih (X,-aw - 8(Xiw)> = —ih (x- 0y _ 0%, X 8¢>
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkcji ¢y € X zachodzi

., 0 . 0
[XthW = [Xiv_’h%]w: —ih th&lei/J

_ ( B¢ 3(X:¢)> — —ih (Xaw — %@/) — X&p)
"ox; Ox X %

= indy;
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkcji ¢y € X zachodzi

., 0 . 0
[XthW = [Xiv_’h%]w: —ih th&lei/J

_ ( B¢ 3(X:¢)> — —ih (Xaw — %@/) — X&p)
"ox; Ox X %

= ihdj;
[xi, xj]¥
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkcji ¢y € X zachodzi

., 0 . 0
[XthW = [Xiv_’h%]w: —ih th&lei/J

_ ( B¢ 3(X:¢)> — —ih (Xaw — %@/) — X&p)
"ox; Ox X %

ihéijp;
[xi. x5l =
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkcji ¢y € X zachodzi

., 0 . 0
[XthW = [Xiv_’h%]w: —ih th&lei/J

_ ( B¢ 3(X:¢)> — —ih (Xaw — %@/) — X&p)
"ox; Ox X %

indj;

[xi, ;] = (xixj — xjxi) ¥ =
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkcji ¢y € X zachodzi

., 0 . 0
[XthW = [Xiv_’h%]w: —ih th&lei/J

_ ( B¢ 3(X:¢)> — —ih (Xaw — %@/) — X&p)
"ox; Ox X %

indj;
i, xle = (ixg — xpxi) § = 0;
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkcji ¢y € X zachodzi

., 0 . 0
[XthW = [Xiv_’h%]w: —ih th&lei/J

_ ( B¢ 3(X:¢)> — —ih (Xaw — %@/) — X&p)
"ox; Ox X %

indj;
i, xle = (ixg — xpxi) § = 0;

[pi, pjlY
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkcji ¢y € X zachodzi

., 0 . 0
[XthW = [Xiv_’h%]w: —ih th&lei/J

_ ( B¢ 3(X:¢)> — —ih (Xaw — %@/) — X&p)
"ox; Ox X %

indj;
i, xle = (ixg — xpxi) § = 0;

[pispilYy =
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w przestrzeni Hilberta X funkcji catkowalnych z kwadratem
modutu. Dla dowolnej funkcji ¢y € X zachodzi

.0 . 0
[XthW = [Xiv_’h%]w: —ih th&lei/J

L) R (L L)
N 'O Ox; N "Ox; O 'O
ih(S,-jw;
i, xle = (ixg — xpxi) § = 0;
.0 .0
[phpj]w = [_Iham7_lh%‘| d}_
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nastepujace relacje komutacji:

[xi, pj] = iR, [xi,xj] = [pi, pj] = 0, ij=1,23.

Relacje te nazywa sie zwykle regutami kwantyzacji.

Zauwazmy, ze s3 one analogiem fundamentalnych nawiaséw
Poissona w mechanice klasycznej.

Wykorzystujac operatory x; i pj mozemy znalez¢
kwantowomechaniczne odpowiedniki zmiennych dynamicznych
znanych z mechaniki klasycznej, a w oparciu o reguty kwantyzacji
mozemy znalez¢ dla nich relacje komutacji.
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Orbitalny moment pedu

—

Np. operator orbitalnego momentu pedu [=Fxp, ktérego

sktadowe dane s3 wzorem
Li = (F'x p)i = €ijjxxjPk,

spetnia nastepujace relacje komutacji
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Orbitalny moment pedu

—

Np. operator orbitalnego momentu pedu [=Fxp, ktérego

sktadowe dane s3 wzorem
Li = (F'x p)i = €ijjxxjPk,
spetnia nastepujace relacje komutacji

[Li,x;] = ihejpxic,  [Li, pj] = ihejjicp,
[Li L] = ihele, [ L] =0, ij=1,23

Zadanie. Wyprowadzi¢ powyzsze relacje komutacji.
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Niech X bedzie przestrzenig Hilberta, a A: X — X operatorem
liniowym. Operator At : X — X nazywamy hermitowsko
sprzezonym do operatora A jesli

(ATp|) = (¢|AY)  dla wszystkich ¢, € X.
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Niech X bedzie przestrzenig Hilberta, a A: X — X operatorem
liniowym. Operator At : X — X nazywamy hermitowsko
sprzezonym do operatora A jesli

(ATp|) = (¢|AY)  dla wszystkich ¢, € X.

Jedli X = C", to macierze operatoréw A i Af maja postaé

ail a2 -+ ain ayy ax v apy
A=| axn ax - an |, Al = af, a5, -+ a5
dnl an2 dnn ain aén aZn
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(A+ B) = At + Bt
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(A+ B) = At + Bt

((A+B)gly) = (ol(A+B)w) = (plAY + By)
(plAv) + (plBy) = (Aelv) + (Bely)
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Niech X bedzie przestrzenig Hilberta. Operator liniowy A: X — X
nazywamy hermitowskim jesli
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nazywamy hermitowskim jesli

(Ap|t) = (¢]AY)  dla wszystkich ¢, ¥ € X,
co czesto zapisujemy w formie
Al = A

Jesdli operator A jest hermitowski, to liczba (1| A1) jest rzeczywista
dla kazdego 9 € X.
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Niech X bedzie przestrzenig Hilberta. Operator liniowy U : X — X
nazywamy unitarnym jesli
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Niech X bedzie przestrzenig Hilberta. Operator liniowy U : X — X
nazywamy unitarnym jesli

(Up|Uy) = (¢|v) dla wszystkich ¢, ¢ € X,
co czesto zapisujemy w formie
ut=ut,

gdyz z definicji operatora sprzezonego hermitowsko wynikaja
nastepujace réwnosci dla wszystkich ¢, € X

(UplUp) = (UlUplp) = (glv) < UU=L
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Operator unitarny nie zmienia normy wektora w przestrzeni
Hilberta, tzn. ||Uv| = ||¢||, dla dowolnego ¢ € X.
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Operator unitarny nie zmienia normy wektora w przestrzeni
Hilberta, tzn. ||Uv| = ||¢||, dla dowolnego ¢ € X.
Rzeczywiscie

|U|* =
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Operator unitarny nie zmienia normy wektora w przestrzeni
Hilberta, tzn. ||Uv| = ||¢||, dla dowolnego ¢ € X.
Rzeczywiscie
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Operator unitarny nie zmienia normy wektora w przestrzeni
Hilberta, tzn. ||Uv| = ||¢||, dla dowolnego ¢ € X.
Rzeczywiscie

[UD|? = (Up|Up) = (ply) =
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Operator unitarny nie zmienia normy wektora w przestrzeni
Hilberta, tzn. ||Uv| = ||¢||, dla dowolnego ¢ € X.
Rzeczywiscie

[UD|? = (Up|Up) = ([v) = [|9]>.
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Niech A bedzie operatorem liniowym w przestrzeni Hilberta X nad
ciatem liczb zespolonych.
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Niech A bedzie operatorem liniowym w przestrzeni Hilberta X nad
ciatem liczb zespolonych.
Rozwazmy réwnanie wtasne operatora A

A = .
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Niech A bedzie operatorem liniowym w przestrzeni Hilberta X nad
ciatem liczb zespolonych.
Rozwazmy réwnanie wtasne operatora A

A = .

Jezeli réwnanie to ma rozwigzanie dla niezerowego wektora 1 € X,
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Niech A bedzie operatorem liniowym w przestrzeni Hilberta X nad
ciatem liczb zespolonych.
Rozwazmy réwnanie wtasne operatora A

A = .

Jezeli réwnanie to ma rozwigzanie dla niezerowego wektora 1 € X,
to liczbe A € C nazywamy wartoscia wtasng,
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Niech A bedzie operatorem liniowym w przestrzeni Hilberta X nad
ciatem liczb zespolonych.
Rozwazmy réwnanie wtasne operatora A

A = .

Jezeli réwnanie to ma rozwigzanie dla niezerowego wektora 1 € X,
to liczbe A € C nazywamy wartosciag wtasng, a 1 wektorem
wtasnym odpowiadajagcym wartosci wtasnej .
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Niech A bedzie operatorem liniowym w przestrzeni Hilberta X nad
ciatem liczb zespolonych.
Rozwazmy réwnanie wtasne operatora A

A = .

Jezeli réwnanie to ma rozwigzanie dla niezerowego wektora 1 € X,
to liczbe A € C nazywamy wartosciag wtasng, a 1 wektorem
wtasnym odpowiadajagcym wartosci wtasnej .

Zadanie. Pokaza¢, ze zbiér X wszystkich wektoréw wtasnych
odpowiadajacych wartosci wtasnej A jest podprzestrzenia
przestrzeni Hilberta X.
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Niech A bedzie operatorem liniowym w przestrzeni Hilberta X nad
ciatem liczb zespolonych.
Rozwazmy réwnanie wtasne operatora A

A = .

Jezeli réwnanie to ma rozwigzanie dla niezerowego wektora 1 € X,
to liczbe A € C nazywamy wartosciag wtasng, a 1 wektorem
wtasnym odpowiadajagcym wartosci wtasnej .

Zadanie. Pokaza¢, ze zbiér X wszystkich wektoréw wtasnych
odpowiadajacych wartosci wtasnej A jest podprzestrzenia
przestrzeni Hilberta X. Wymiar podprzestrzeni X, nazywamy
krotnoscig wartosci wtasnej A.
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Wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi.
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Wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi.
W istocie, niech Ay = A\,
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Wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi.
W istocie, niech Ay = M\, wtedy

R > (¢]Ay) =
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Wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi.
W istocie, niech Ay = M\, wtedy

R > (¥]AY) = (¢[A) =
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Wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi.
W istocie, niech Ay = M\, wtedy

RS (¥]AY) = (¥[Ap) = A(¥[y) =
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Wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi.
W istocie, niech Ay = M\, wtedy

R > ($]AY) = (¥[Ap) = A(@l) = Ay
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Wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi.
W istocie, niech Ay = M\, wtedy

R > (Y]AY) = (¥[Ap) = A@l¥) = A[YlI? = AeR.
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Wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi.
W istocie, niech Ay = M\, wtedy

R > (Y]AY) = (¥[Ap) = A@l¥) = A[YlI? = AeR.

Wektory odpowiadajace réznym wartosciom wtasnym operatora
hermitowskiego A w przestrzeni Hilberta X s3 ortogonalne.
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Wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi.
W istocie, niech Ay = M\, wtedy

R > (Y]AY) = (¥[Ap) = A@l¥) = A[YlI? = AeR.

Wektory odpowiadajace réznym wartosciom wtasnym operatora
hermitowskiego A w przestrzeni Hilberta X s3 ortogonalne.
Dowdéd. Zatézmy, ze A1 i A2 s3 wartosciami wiasnymi operatora A,
A1 # A2, a 91 i ¥ odpowiadajacymi im wektorami wtasnymi.
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Wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi.
W istocie, niech Ay = M\, wtedy

R > (¥]|AY) = (¥|Mp) = A(W|p) = Al¥]? = AeR.

Wektory odpowiadajace réznym wartosciom wtasnym operatora
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Dowdéd. Zatézmy, ze A1 i A2 s3 wartosciami wiasnymi operatora A,
A1 # A2, a 91 i ¥ odpowiadajacymi im wektorami wtasnymi. Dla
operatora hermitowskiego mamy
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Wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi.
W istocie, niech Ay = M\, wtedy

R > (¥]|AY) = (¥|Mp) = A(W|p) = Al¥]? = AeR.

Wektory odpowiadajace réznym wartosciom wtasnym operatora
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Wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi.
W istocie, niech Ay = M\, wtedy

R > (¥]|AY) = (¥|Mp) = A(W|p) = Al¥]? = AeR.

Wektory odpowiadajace réznym wartosciom wtasnym operatora
hermitowskiego A w przestrzeni Hilberta X s3 ortogonalne.
Dowdéd. Zatézmy, ze A1 i A2 s3 wartosciami wiasnymi operatora A,
A1 # A2, a 91 i ¥ odpowiadajacymi im wektorami wtasnymi. Dla
operatora hermitowskiego mamy
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Wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi.
W istocie, niech Ay = M\, wtedy

R > (¥]|AY) = (¥|Mp) = A(W|p) = Al¥]? = AeR.

Wektory odpowiadajace réznym wartosciom wtasnym operatora
hermitowskiego A w przestrzeni Hilberta X s3 ortogonalne.
Dowdéd. Zatézmy, ze A1 i A2 s3 wartosciami wiasnymi operatora A,
A1 # A2, a 91 i ¥ odpowiadajacymi im wektorami wtasnymi. Dla
operatora hermitowskiego mamy
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Wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi.
W istocie, niech Ay = M\, wtedy

R > (¥]|AY) = (¥|Mp) = A(W|p) = Al¥]? = AeR.

Wektory odpowiadajace réznym wartosciom wtasnym operatora
hermitowskiego A w przestrzeni Hilberta X s3 ortogonalne.
Dowdéd. Zatézmy, ze A1 i A2 s3 wartosciami wiasnymi operatora A,
A1 # A2, a 91 i ¥ odpowiadajacymi im wektorami wtasnymi. Dla
operatora hermitowskiego mamy

(Arlp2) = (V1]A2) = (Mtile) = (P1]Xo2)
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Wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi.
W istocie, niech Ay = M\, wtedy

R > (¥]|AY) = (¥|Mp) = A(W|p) = Al¥]? = AeR.

Wektory odpowiadajace réznym wartosciom wtasnym operatora
hermitowskiego A w przestrzeni Hilberta X s3 ortogonalne.
Dowdéd. Zatézmy, ze A1 i A2 s3 wartosciami wiasnymi operatora A,
A1 # A2, a 91 i ¥ odpowiadajacymi im wektorami wtasnymi. Dla
operatora hermitowskiego mamy

(AY1|2) = (P1]AY2) = (Mti|y) = (¥1]A2e2)
A1 (1]ab2)
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Wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi.
W istocie, niech Ay = M\, wtedy

R > (¥]|AY) = (¥|Mp) = A(W|p) = Al¥]? = AeR.

Wektory odpowiadajace réznym wartosciom wtasnym operatora
hermitowskiego A w przestrzeni Hilberta X s3 ortogonalne.
Dowdéd. Zatézmy, ze A1 i A2 s3 wartosciami wiasnymi operatora A,
A1 # A2, a 91 i ¥ odpowiadajacymi im wektorami wtasnymi. Dla
operatora hermitowskiego mamy

(AY1|2) = (P1]AY2) = (Mti|y) = (¥1]A2e2)
A(Y1lY2) =
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Wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi.
W istocie, niech Ay = M\, wtedy

R > (¥]|AY) = (¥|Mp) = A(W|p) = Al¥]? = AeR.

Wektory odpowiadajace réznym wartosciom wtasnym operatora
hermitowskiego A w przestrzeni Hilberta X s3 ortogonalne.
Dowdéd. Zatézmy, ze A1 i A2 s3 wartosciami wiasnymi operatora A,
A1 # A2, a 91 i ¥ odpowiadajacymi im wektorami wtasnymi. Dla
operatora hermitowskiego mamy

(AY1|2) = (P1]AY2) = (Mti|y) = (¥1]A2e2)
M(1l2) = Aa(¥rlen),
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ale wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi,
wiec
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ale wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi,
wiec

A1(t1v2)
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ale wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi,
wiec

M(Y1ly2) =
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ale wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi,
wiec

M(P1l2) = Aa(¥]i)
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ale wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi,
wiec

M(P1l2) = N(1lz) = (M= A2) (Y1ly2) =0
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ale wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi,
wiec

M(P1l2) = N(1lz) = (M= A2) (Y1ly2) =0

wiec albo A\;1 — Ao = 0, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze A1 # A,
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ale wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi,
wiec

M(P1l2) = N(1lz) = (M= A2) (Y1ly2) =0

wiec albo A\;1 — Ao = 0, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze A1 # A,
albo (¢1]¢2) = 0, cnd.
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ale wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni

Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi,
wiec

M(P1l2) = N(1lz) = (M= A2) (Y1ly2) =0

wiec albo A\;1 — Ao = 0, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze A1 # A,
albo (¢1]¢2) = 0, cnd.

Jezeli wektory wtasne operatora hermitowskiego A tworza uktad
zupetny w przestrzeni Hilberta X,
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M(P1l2) = N(1lz) = (M= A2) (Y1ly2) =0

wiec albo A\;1 — Ao = 0, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze A1 # A,
albo (¢1]¢2) = 0, cnd.

Jezeli wektory wtasne operatora hermitowskiego A tworza uktad
zupetny w przestrzeni Hilberta X, tzn. kazdy wektor z X mozna
przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej wektoréw wtasnych
operatora A,
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ale wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi,
wiec

M(P1l2) = N(1lz) = (M= A2) (Y1ly2) =0

wiec albo A\;1 — Ao = 0, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze A1 # A,
albo (¢1]¢2) = 0, cnd.

Jezeli wektory wtasne operatora hermitowskiego A tworza uktad
zupetny w przestrzeni Hilberta X, tzn. kazdy wektor z X mozna
przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej wektoréw wtasnych
operatora A, to taki operator bedziemy nazywa¢ obserwabla.
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ale wartosci wtasne operatora hermitowskiego A w przestrzeni
Hilberta X nad ciatem liczb zespolonych s3 liczbami rzeczywistymi,
wiec

M(P1l2) = N(1lz) = (M= A2) (Y1ly2) =0

wiec albo A\;1 — Ao = 0, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze A1 # A,
albo (¢1]¢2) = 0, cnd.

Jezeli wektory wtasne operatora hermitowskiego A tworza uktad
zupetny w przestrzeni Hilberta X, tzn. kazdy wektor z X mozna
przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej wektoréw wtasnych
operatora A, to taki operator bedziemy nazywa¢ obserwabla.
Wektory wtasne operatora hermitowskiego bedacego obserwabla
mozna zatem wykorzystac jako baze rozwinie¢ ortogonalnych.
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Funkcje falowe, ktére rozpatrywaliémy do tej pory tworza
nieskonczenie wymiarowa przestrzen Hilberta H stanéw
kwantowomechanicznych, dlatego mozemy traktowac je jako
wektory.
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Funkcje falowe, ktére rozpatrywaliémy do tej pory tworza
nieskonczenie wymiarowa przestrzen Hilberta H stanéw
kwantowomechanicznych, dlatego mozemy traktowac je jako
wektory.

Przypomnijmy réwnanie wtasne operatora A

Ay = at)q,

gdzie funkcje wtasna odpowiadajaca wartosci wtasnej «
oznaczylismy 1),,.
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Funkcje falowe, ktére rozpatrywaliémy do tej pory tworza
nieskonczenie wymiarowa przestrzen Hilberta H stanéw
kwantowomechanicznych, dlatego mozemy traktowac je jako
wektory.

Przypomnijmy réwnanie wtasne operatora A

Ay = at)q,

gdzie funkcje wtasna odpowiadajaca wartosci wtasnej «
oznaczyliémy 1,. Oznaczmy

Yo =[va)  lub 9o =]a),
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Funkcje falowe, ktére rozpatrywaliémy do tej pory tworza
nieskonczenie wymiarowa przestrzen Hilberta H stanéw
kwantowomechanicznych, dlatego mozemy traktowac je jako
wektory.

Przypomnijmy réwnanie wtasne operatora A

Ay = at)q,

gdzie funkcje wtasna odpowiadajaca wartosci wtasnej «
oznaczyliémy 1,. Oznaczmy

Yo =[%a) Tub  Ys=|a),
wowczas réwnanie wtasne mozemy zapisa¢ w formie

Al o) =al a).
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lloczyn skalarny wektoréw ¢, € H zapiszemy nastgpujaco

(¢ly) = (o),
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lloczyn skalarny wektoréw ¢, € H zapiszemy nastgpujaco

(¢ly) = (o),

(¢| i |¥) nazywamy odpowiednio symbolami bra i ket Diraca; od
angielskiego terminu bracket czyli nawias.
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lloczyn skalarny wektoréw ¢, € H zapiszemy nastgpujaco

(¢ly) = (o),

(¢| i |¥) nazywamy odpowiednio symbolami bra i ket Diraca; od
angielskiego terminu bracket czyli nawias.

O ile wektor ket nalezy do przestrzeni Hilberta stanéw [¢)) € H, to
wektor bra jest funkcjonatem dziatajacym w przestrzeni Hilberta
‘H, a wiec nalezy do przestrzeni dualnej do H, (¢| € H*.
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Jezeli operator A jest obserwabla to jego wektory wtasne | «r)
tworza zupetny uktad ortogonalny w przestrzeni Hilberta H, czyli
baze.
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Zatézmy, ze widmo operatora A
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Zatézmy, ze widmo operatora A — czyli zbiér jego wszystkich
wartosci wtasnych — jest dyskretne i niezdegenerowane,
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Jezeli operator A jest obserwabla to jego wektory wtasne | «r)
tworza zupetny uktad ortogonalny w przestrzeni Hilberta H, czyli
baze.

Zatézmy, ze widmo operatora A — czyli zbiér jego wszystkich
wartosci wtasnych — jest dyskretne i niezdegenerowane, tzn. kazdej
wartosci wtasnej o odpowiada doktadnie jeden wektor wtasny

Al a)=ala).

Matematyczne podstawy mechaniki kwantowej 24/33



Jezeli operator A jest obserwabla to jego wektory wtasne | «r)
tworza zupetny uktad ortogonalny w przestrzeni Hilberta H, czyli
baze.

Zatézmy, ze widmo operatora A — czyli zbiér jego wszystkich
wartosci wtasnych — jest dyskretne i niezdegenerowane, tzn. kazdej
wartosci wtasnej o odpowiada doktadnie jeden wektor wtasny

Al a)=ala).

Zbidér wektoréow wiasnych operatora A mozemy unormowad, tak
aby dowolne dwa wektory | ) i | 3) spetniaty réwnos¢

(a|B) = bap-

Matematyczne podstawy mechaniki kwantowej 24/33



Dowolny wektor | 1) € H mozemy rozwingé w bazie wektoréw
wtasnych {| o)}
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Dowolny wektor | 1) € H mozemy rozwingé w bazie wektoréw
wtasnych {| o)}

|¢>=an|04>-
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Dowolny wektor | 1) € H mozemy rozwingé w bazie wektoréw
wtasnych {| o)}

|¢>=an|0¢>-

Wspdtczynniki rozwiniecia znajdziemy mnozac obie strony tego
réwnania przez ([
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Dowolny wektor | 1) € H mozemy rozwingé w bazie wektoréw
wtasnych {| o)}
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Wspdtczynniki rozwiniecia znajdziemy mnozac obie strony tego
réwnania przez ([

(Blv)
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Dowolny wektor | 1) € H mozemy rozwingé w bazie wektoréw
wtasnych {| o)}

|¢>=an|0¢>-

Wspdtczynniki rozwiniecia znajdziemy mnozac obie strony tego
réwnania przez ([

Bly) =
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Dowolny wektor | 1) € H mozemy rozwingé w bazie wektoréw
wtasnych {| o)}

|¢>=an|0¢>-

Wspdtczynniki rozwiniecia znajdziemy mnozac obie strony tego
réwnania przez ([

Bly)y = (] (anIOé)):
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Dowolny wektor | 1) € H mozemy rozwingé w bazie wektoréw
wtasnych {| o)}

|¢>=an|0¢>-

Wspdtczynniki rozwiniecia znajdziemy mnozac obie strony tego
réwnania przez ([

Bly)y = (] (Z cal a)) = > (Blcale)

[0}
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Dowolny wektor | 1) € H mozemy rozwingé w bazie wektoréw
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Dowolny wektor | 1) € H mozemy rozwingé w bazie wektoréw
wtasnych {| o)}

|¢>=an|0¢>-

Wspdtczynniki rozwiniecia znajdziemy mnozac obie strony tego
réwnania przez ([

Bly) = (0l (Z Cal a)) =Y (Blcala)
= an <ﬁ|0&> =
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Dowolny wektor | 1) € H mozemy rozwingé w bazie wektoréw
wtasnych {| o)}

|¢>=an|0¢>-

Wspdtczynniki rozwiniecia znajdziemy mnozac obie strony tego
réwnania przez ([

Bly)y = (] (Z cal a)) = > (Blcale)

[0}

= an <ﬁ|0&> = Zcoz(sa,@ = (3.
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Dowolny wektor | 1) € H mozemy rozwingé w bazie wektoréw
wtasnych {| o)}

|¢>=an|0¢>-

Wspdtczynniki rozwiniecia znajdziemy mnozac obie strony tego
réwnania przez ([

Bly)y = (] (Z cal a)) = > (Blcale)

[0}

= an <ﬁ|0&> = Z Cozéa,@ = (3.
[0 o
W takim razie mozemy zapisaé

[) =D (aly)|a),

«
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albo inaczej

[¥) =) _la){aly).

(e}
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albo inaczej

[¥) =) _la){aly).

(e}

W takim razie widzimy, ze
P, = | a) {af

jest operatorem rzutowym na wektor | o),
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albo inaczej

[¥) =) _la){aly).

(e}

W takim razie widzimy, ze
P, = | a) {af

jest operatorem rzutowym na wektor | «), a
dola)(al =) Pa=I
(e «

jest operatorem identycznosciowym.
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Niech | 3) # | «) bedzie innym wektorem wtasnym operatora A,
woéwczas

PaPs = [ o) (a|B) (3] =0,
0
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Niech | 3) # | «) bedzie innym wektorem wtasnym operatora A,
woéwczas

PaPs = [ o) (a|B) (3] =0,
0

co odzwierciedla ortogonalno$¢ wektoréw wtasnych do réznych
wartosci wtasnych,
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Niech | 3) # | «) bedzie innym wektorem wtasnym operatora A,
woéwczas

PoPp = | o) {a]B) (8] =0,
0

co odzwierciedla ortogonalno$¢ wektoréw wtasnych do réznych
wartosci wtasnych, natomiast

PO% = PP, =] a) (a|a) (a| = P,.
1
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Niech | 3) # | «) bedzie innym wektorem wtasnym operatora A,
woéwczas

PoPp = | o) {a]B) (8] =0,
0

co odzwierciedla ortogonalno$¢ wektoréw wtasnych do réznych
wartosci wtasnych, natomiast

PO% = PP, =] a) (a|a) (a| = P,.
1

Jest to wtasnos¢ idempotentnosdci, zachodzaca dla kazdego
operatora rzutowego.
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Dowolny operator 2 mozemy przedstawi¢ w postaci macierzy w
bazie wektoréw wiasnych obserwabli A

Qaﬁ = <Oé|Q‘ﬁ> :
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Dowolny operator 2 mozemy przedstawi¢ w postaci macierzy w
bazie wektoréw wiasnych obserwabli A

Qaﬁ = <Oé|Q‘ﬁ> :

Zauwazmy, ze macierz operatora A jest diagonalna w bazie jego
wektoréw wtasnych

Aaﬁ = <Oé|A|ﬁ> =
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Dowolny operator 2 mozemy przedstawi¢ w postaci macierzy w
bazie wektoréw wiasnych obserwabli A

Qaﬁ = <Oé|Q‘ﬁ> :

Zauwazmy, ze macierz operatora A jest diagonalna w bazie jego
wektoréw wtasnych

Aap = (alAlB) = (a|f]B) =
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Dowolny operator 2 mozemy przedstawi¢ w postaci macierzy w
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Qaﬁ = <Oé|Q‘ﬁ> :

Zauwazmy, ze macierz operatora A jest diagonalna w bazie jego
wektoréw wtasnych

Aap = (AB) = (a|B]B) = B {a|B) =
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Dowolny operator 2 mozemy przedstawi¢ w postaci macierzy w
bazie wektoréw wiasnych obserwabli A

Qaﬁ = <Oé|Q‘ﬁ> :

Zauwazmy, ze macierz operatora A jest diagonalna w bazie jego
wektoréw wtasnych

A = (alA|B) = (a|B|B) = B (alB) = Bdap =
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Dowolny operator 2 mozemy przedstawi¢ w postaci macierzy w
bazie wektoréw wiasnych obserwabli A

Qaﬁ = <Oé|Q‘ﬁ> :

Zauwazmy, ze macierz operatora A jest diagonalna w bazie jego
wektoréw wtasnych

Aap = (alA|B) = (a|B]B) = B (alB) = Bdap = adap-

Matematyczne podstawy mechaniki kwantowej 28/33



Dowolny operator 2 mozemy przedstawi¢ w postaci macierzy w
bazie wektoréw wiasnych obserwabli A

Qaﬁ = <Oé|Q‘ﬁ> :

Zauwazmy, ze macierz operatora A jest diagonalna w bazie jego
wektoréw wtasnych

Aa = (alAIB) = (alBIB) = B (alB) = Bbas = aap.
Jezeli operator liniowy B komutuje z A, tzn.

[A,B] =0
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Dowolny operator 2 mozemy przedstawi¢ w postaci macierzy w
bazie wektoréw wiasnych obserwabli A

Qaﬁ = <Oé|Q‘ﬁ> :

Zauwazmy, ze macierz operatora A jest diagonalna w bazie jego
wektoréw wtasnych

Aa = (alAIB) = (alBIB) = B (alB) = Bbas = aap.
Jezeli operator liniowy B komutuje z A, tzn.

[A,B]=0 < AB=BA,
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Dowolny operator 2 mozemy przedstawi¢ w postaci macierzy w
bazie wektoréw wiasnych obserwabli A

Qaﬁ = <Oé|Q‘ﬁ> .

Zauwazmy, ze macierz operatora A jest diagonalna w bazie jego
wektoréw wtasnych

Aap = (alAlB) = (alB|B) = B(a|fB) = Boap = dag.
Jezeli operator liniowy B komutuje z A, tzn.
[A,B]=0 < AB=BA,

to operatory A i B maja wspdlny zbiér wektoréw wtasnych,
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a wiec mozemy je jednocze$nie zdiagonalizowad.
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a wiec mozemy je jednocze$nie zdiagonalizowad.
Jak sie przekonamy w dalszym ciggu kursu, fakt ten ma istotne
znaczenie dla obserwabli kwantowomechanicznych.
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wiasnym operatora A do tej samej wartosci wiasnej «, gdyz

A(B |a) =
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Jak sie przekonamy w dalszym ciggu kursu, fakt ten ma istotne
znaczenie dla obserwabli kwantowomechanicznych.

Rzeczywiscie, jesli A |a) = « |a), to wektor B |a) jest wektorem
wiasnym operatora A do tej samej wartosci wiasnej «, gdyz

A(B o) = B(Ala)) =
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Jak sie przekonamy w dalszym ciggu kursu, fakt ten ma istotne
znaczenie dla obserwabli kwantowomechanicznych.

Rzeczywiscie, jesli A |a) = « |a), to wektor B |a) jest wektorem
wiasnym operatora A do tej samej wartosci wiasnej «, gdyz

A(B o) = B(Ala)) = B(a|a)) =
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a wiec mozemy je jednocze$nie zdiagonalizowad.

Jak sie przekonamy w dalszym ciggu kursu, fakt ten ma istotne
znaczenie dla obserwabli kwantowomechanicznych.

Rzeczywiscie, jesli A |a) = « |a), to wektor B |a) jest wektorem
wiasnym operatora A do tej samej wartosci wiasnej «, gdyz

A(B o) = B(Ala)) = B(a|a)) = a(B |a)).
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a wiec mozemy je jednocze$nie zdiagonalizowad.

Jak sie przekonamy w dalszym ciggu kursu, fakt ten ma istotne
znaczenie dla obserwabli kwantowomechanicznych.
Rzeczywiscie, jesli A |a) = « |a), to wektor B |a) jest wektorem
wiasnym operatora A do tej samej wartosci wiasnej «, gdyz

A(B o) = B(Ala)) = B(a|a)) = a(B |a)).

W takim razie, jezeli warto$¢ wtasna « jest niezdegenerowana, to
musi zachodzi¢

Bla)=cla).

Matematyczne podstawy mechaniki kwantowej 29/33



Jesdli natomiast warto$¢ wiasna « jest n-krotnie zdegenerowana,
tzn. odpowiada jej n wektoréw witasnych |ai), |a2),...,|an), to

B]a>:c1 |Ozl>—{—C2 |OQ>—{—...—|—C,, |Oé,,>,
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Jesdli natomiast warto$¢ wiasna « jest n-krotnie zdegenerowana,
tzn. odpowiada jej n wektoréw witasnych |ai), |a2),...,|an), to

B]a>:c1 |a1>+c2 |OQ>—{—...—|—C,, |Oz,,>,

wiec wektor B |«) nalezy do n-wymiarowej podprzestrzeni
przestrzeni Hilberta H rozpietej przez wektory wiasne |aq),
|a2),..., [an).
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lloczyn skalarny funkcji ¢(r),1(r), ktére sa wektorami stanu w
reprezentacji potozeniowej, zapiszemy

) = (01) = [ 6" (PR
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lloczyn skalarny funkcji ¢(r),1(r), ktére sa wektorami stanu w
reprezentacji potozeniowej, zapiszemy

0l0) = @) = [ o' AuOECr = [ 017 @) &
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lloczyn skalarny funkcji ¢(r),1(r), ktére sa wektorami stanu w
reprezentacji potozeniowej, zapiszemy

0l0) = @) = [ o' AuOECr = [ 017 @) &

przy czym utozsamiamy
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lloczyn skalarny funkcji ¢(r),1(r), ktére sa wektorami stanu w
reprezentacji potozeniowej, zapiszemy

0l0) = @) = [ o' AuOECr = [ 017 @) &

przy czym utozsamiamy

»(r) = (M) ,
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lloczyn skalarny funkcji ¢(r),1(r), ktére sa wektorami stanu w
reprezentacji potozeniowej, zapiszemy

0l0) = @) = [ o' AuOECr = [ 017 @) &

przy czym utozsamiamy

(R) = (Ay),  ¢"(F) = (olr) = (Fl)",
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lloczyn skalarny funkcji ¢(r),1(r), ktére sa wektorami stanu w
reprezentacji potozeniowej, zapiszemy

0l0) = @) = [ o' AuOECr = [ 017 @) &

przy czym utozsamiamy

WA= V), $P =@ =Fe) [Pl =L
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lloczyn skalarny funkcji ¢(r),1(r), ktére sa wektorami stanu w
reprezentacji potozeniowej, zapiszemy

0l0) = @) = [ o' AuOECr = [ 017 @) &

przy czym utozsamiamy

WA= V), $P =@ =Fe) [Pl =L

gdzie catkowanie przebiega po wszystkich mozliwych ciagtych
wartosciach 7.
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lloczyn skalarny funkcji ¢(r),1(r), ktére sa wektorami stanu w
reprezentacji potozeniowej, zapiszemy

0l0) = @) = [ o' AuOECr = [ 017 @) &

przy czym utozsamiamy

WA= V), $P =@ =Fe) [Pl =L

gdzie catkowanie przebiega po wszystkich mozliwych ciagtych
wartosciach 7.

Operator |r) (r] jest operatorem rzutowania na stan |r), ktéry jest
stanem wtasnym operatora potozenia czastki.
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Definicje operatora hermitowsko sprzezonego do operatora A
zapiszemy
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Definicje operatora hermitowsko sprzezonego do operatora A
zapiszemy

(plAp) = (Algly)
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Definicje operatora hermitowsko sprzezonego do operatora A
zapiszemy

(plAv) = (Algy) = (¥|Alp)*
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Definicje operatora hermitowsko sprzezonego do operatora A
zapiszemy

(plAv) = (Algy) = (¥|Alp)*
(plAlp)
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Definicje operatora hermitowsko sprzezonego do operatora A
zapiszemy

(plAv) = (Algy) = (¥|Alp)*
(plAlY) =
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Definicje operatora hermitowsko sprzezonego do operatora A
zapiszemy

(PlAY) = (Alply) = (v[ATp)”
(A = ((pla)]v)
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Definicje operatora hermitowsko sprzezonego do operatora A
zapiszemy

(PlAY) = (ATply) = (p|ATp)*
(lA) = (e |AT)[¥) = (W |AT] o),
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Definicje operatora hermitowsko sprzezonego do operatora A
zapiszemy

(PlAY) = (ATply) = (p|ATp)*
(lA) = (e |AT)[¥) = (W |AT] o),

przy czym zaktadamy, ze operator dziata zawsze na stan ket, chyba
ze dodatkowe nawiasy zmienia t3 regute.
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Definicje operatora hermitowsko sprzezonego do operatora A
zapiszemy

(plA)) = (Afply) = (¢]|Alp)*
(lA) = (e |AT)[¥) = (W |AT] o),
przy czym zaktadamy, ze operator dziata zawsze na stan ket, chyba

ze dodatkowe nawiasy zmienia t3 regute.
Zauwazmy, ze dla operatora hermitowskiego zachodzi

(plAY) = (AplY)
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Definicje operatora hermitowsko sprzezonego do operatora A
zapiszemy

(plA)) = (Afply) = (¢]|Alp)*
(lA) = (e |AT)[¥) = (W |AT] o),
przy czym zaktadamy, ze operator dziata zawsze na stan ket, chyba

ze dodatkowe nawiasy zmienia t3 regute.
Zauwazmy, ze dla operatora hermitowskiego zachodzi
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Definicje operatora hermitowsko sprzezonego do operatora A
zapiszemy

(PlAY) = (ATply) = (p|ATp)*
(lA) = (e |AT)[¥) = (W |AT] o),

przy czym zaktadamy, ze operator dziata zawsze na stan ket, chyba
ze dodatkowe nawiasy zmienia t3 regute.
Zauwazmy, ze dla operatora hermitowskiego zachodzi

(plAY) = (Aply) = (Y]|Ap)*
(PlAlY) = (b|Alp)*.
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Sprzezenie hermitowskie réwnania wtasnego operatora liniowego

Al a) =al a)
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Sprzezenie hermitowskie réwnania wtasnego operatora liniowego

Ala) =ala)
ma postaé

(o AT=a"(a] ,
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ma postaé
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W takim razie widzimy, ze operator rzutowy P, jest hermitowski
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Sprzezenie hermitowskie réwnania wtasnego operatora liniowego

Al a) =al a)
ma postaé
(a] AT = o™ (al,

a sprzezenie hermitowskie wektora | ) ma postac

W takim razie widzimy, ze operator rzutowy P, jest hermitowski

Pi=(la) (o)) =] a) fo] = Pa.

[0
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