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Réwnanie Schrodingera

U7, h2 B o
,hwgtt) = — o V2R 8) + V(7 U7 ).

opisujace ruch czastki o masie m w polu sity ﬁ(F, t) = BV V(r,t)
upraszcza sie jesli energia potencjalna nie zalezy jawnie od czasu

V()= V(7).
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Réwnanie Schrodingera

op(rit) W, P V(7
S = oy V) + V(U7 1),

ih

opisujace ruch czastki o masie m w polu sity ﬁ(F, t) = BV V(r,t)
upraszcza sie jesli energia potencjalna nie zalezy jawnie od czasu

V()= V(7).

Poszukajmy szczegdlnego rozwigzania réwnania Schrodingera,
ktére mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu

P (rt) = u(r)f(z).
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Réwnanie Schrédingera przybiera wéwczas postaé

2
ih u () dii(tt) — (1) l—zhm V2u (R + V(F, t)u(r”)] .

Funkcje wfasne energii 3/45



Réwnanie Schrédingera przybiera wéwczas postaé

2
ih u () dii(tt) — (1) l—zhm V2u (R + V(F, t)u(r”)] .

Dzielac obie strony przez iloczyn uf otrzymamy

L
L —
funkcja t funkcja 7
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Réwnanie Schrédingera przybiera wéwczas postaé

2
ih u (7) dii(tt) — (1) l—zhm V2u(7) + V(7 t)u(r”)] .

Dzielac obie strony przez iloczyn uf otrzymamy

L
L —
funkcja t funkcja 7

Lewa strona tego réwnania zalezy tylko od t, a prawa tylko od 7.
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Dlatego obie strony musza by¢ réwne pewnej statej, tzw. state]
separacji, ktérg oznaczymy E.

ih df(t) 1
f(t) dt u(r)

[—hvz (N + V(N u(F)} = const. = E.
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Dlatego obie strony musza by¢ réwne pewnej statej, tzw. state]
separacji, ktérg oznaczymy E.

ih df(t) 1
f(t) dt u(r)

Stad otrzymujemy dwa réwnania rézniczkowe:

[—hvz (N + V(N u(F)} = const. = E.
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Dlatego obie strony musza by¢ réwne pewnej statej, tzw. state]
separacji, ktérg oznaczymy E.

ih df(t) 1
f(t) dt u(r)

Stad otrzymujemy dwa réwnania rézniczkowe:
na czes¢ czasowa

[—hvz (N + V(N u(F)} = const. = E.
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Dlatego obie strony musza by¢ réwne pewnej statej, tzw. state]
separacji, ktérg oznaczymy E.

f’(i) dg(tt) ;F) [_hvz (F)+ V(P u(F)} = const. = E.

Stad otrzymujemy dwa réwnania rézniczkowe:
na czes¢ czasowa

i cze$¢ przestrzenna

[ Lo vm] u(?) = Eu(?)

funkgji falowej ¢ (7 t) .



Réwnanie na cze$¢ przestrzenng u (r) funkcji falowej

Y (rt)=u(r)f (1)
h? 5

nosi nazwe bezczasowego réwnania Schrodingera.
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Réwnanie na cze$¢ czasowa

L df(t)
IFLT = Ef(t)

mozna tatwo rozwigzaé metoda rozdzielenia zmiennych.
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Réwnanie na cze$¢ czasowa

L df(t)
IFLT = Ef(t)

mozna tatwo rozwigzaé metoda rozdzielenia zmiennych.

df 1
— = —Edt
f ih
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Réwnanie na cze$¢ czasowa

L df(t)
IFLT = Ef(t)

mozna tatwo rozwigzaé metoda rozdzielenia zmiennych.

df 1 i
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Réwnanie na cze$¢ czasowa

L df(t)
IFLT = Ef(t)

mozna tatwo rozwigzaé metoda rozdzielenia zmiennych.

af 1 o e
Z=ZEdt = Inf=—Et+inC = f(1)=Ce "/,
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Réwnanie na cze$¢ czasowa

L df(t)
/hT = Ef(t)

mozna tatwo rozwigzaé metoda rozdzielenia zmiennych.

af 1 o e
F=oEdt = Inf=—Et+inC = f(t)=Ce ™/,

gdzie C jest stata dowolna, ktéra mozna wtaczy¢ w czynnik
normalizacyjny funkcji u(r).
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Réwnanie na cze$¢ czasowa

L df(t)
IFLT = Ef(t)

mozna tatwo rozwigzaé metoda rozdzielenia zmiennych.

df 1 i '
—=_FEdt = Inf=——Et+InC = f(t)=Ce /"
fin " prrtn (£) = Cem%,
gdzie C jest stata dowolna, ktéra mozna wtaczy¢ w czynnik
normalizacyjny funkcji u(r).

Woéwczas szczegdlne rozwigzanie réwnania Schrodingera ma postaé

(7 t) = u(F) e
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Réwnanie
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Réwnanie

L df(t)
IHT = Ef(t)

mozemy réwniez zapisa¢ w formie

SN
Ihad)(r,t)—E?,[)(r,t),
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Réwnanie

L df(t)
IHT = Ef(t)

mozemy réwniez zapisa¢ w formie
'ha@b(Ft) Eq(r)t)
1 —_— =
at Y ) Y

a wiec w formie réwnania wiasnego operatora energii

~ 0
E—Iha
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Zauwazmy, ze réwnanie na cze$¢ przestrzenna u (F)

2m

[ Lt vm] u(?) = Eu(?)
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Zauwazmy, ze réwnanie na cze$¢ przestrzenna u (F)

[ Lt vm] u(?) = Eu(?)

2m

tez ma postac réwnania wtasnego operatora Hamiltona

. h2 )
H=—-— V(7).
VoV
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Zauwazmy, ze réwnanie na cze$¢ przestrzenna u (F)

[ Lt vm] u(?) = Eu(?)

2m

tez ma postac réwnania wtasnego operatora Hamiltona

. h2 )
H=—-— V(7).
VoV

Stata separacji E nazywamy w tym przypadku warto$cig wtasng
operatoréw E i H.
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Zauwazmy, ze réwnanie na cze$¢ przestrzenna u (F)

[ Lt vm] u(?) = Eu(?)

2m

tez ma postac réwnania wtasnego operatora Hamiltona

h2

2m

A=-——V2+ V(7).

Stata separacji E nazywamy w tym przypadku warto$cig wtasng
operatoréw EiA.

Zgodnie z réwnaniem Schrédingera operatory te s3 sobie
rownowazne nie tylko dla funkcji separowalnych, ale dla wszystkich
rozwigzan réwnania falowego.
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Poniewaz gesto$¢ prawdopodobienstwa

[ (7, 1)]
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Poniewaz gesto$¢ prawdopodobienstwa

v (7)) =
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Poniewaz gesto$¢ prawdopodobienstwa

W (AP = ¢t (Ft)v(Ft)
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Poniewaz gesto$¢ prawdopodobienstwa

| () t)|2 = P (F 1) (F t) = u* (F) olEt/h u () e—iEt/h
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Poniewaz gesto$¢ prawdopodobienstwa

| () t)|2 O* (Ft) 0 (F,t) = u* (F) olEt/h u () e—iEt/h
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Poniewaz gesto$¢ prawdopodobienstwa
W(EOP = ¢ (RO (Ft) = u (7) e/ u(7) e EN
v (A u(?)
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Poniewaz gesto$¢ prawdopodobienstwa

| () t)|2 = P (F 1) (F t) = u* (F) olEt/h u () e—iEt/h
- v A = bF
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Poniewaz gesto$¢ prawdopodobienstwa

WJ (F, t)|2 ,(b* (F: t)w(ly’ t) - (F) eiEt/fL U(F) e—iEt/h
v (@) = u(P

nie zalezy od czasu,
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Poniewaz gesto$¢ prawdopodobienstwa

| () t)|2 O* (Ft) 0 (F,t) = u* (F) olEt/h u () e—iEt/h

o (P u(@) = o (P

nie zalezy od czasu, to o funkcji falowe]

(7 t) = u(F) e/

mowimy, ze reprezentuje stan stacjonarny czastki.
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Funkcja falowa reprezentujaca czastke dobrze zlokalizowang w
przestrzeni musi spetniaé warunek normalizacyjny

/w) > d3r = 1.
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Funkcja falowa reprezentujaca czastke dobrze zlokalizowang w
przestrzeni musi spetniaé warunek normalizacyjny

/w) > d3r = 1.

Aby catka normalizacyjna po nieskoficzonym obszarze istniata
funkcja falowa ¢ (7, t) musi znika¢ w nieskonczonosci

[ (r )

|00
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Funkcja falowa reprezentujaca czastke dobrze zlokalizowang w
przestrzeni musi spetniaé warunek normalizacyjny

[l opar=1

Aby catka normalizacyjna po nieskoficzonym obszarze istniata
funkcja falowa ¢ (7, t) musi znika¢ w nieskonczonosci

[ (rit) =0

|00

W praktyce oznacza to, ze funkcja falowa musi znika¢ na
“dostatecznie” duzych odlegtosciach.
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Oproécz paczek falowych dobrze zlokalizowanych w przestrzeni przy
“wyprowadzeniu” réwnania Schrodingera rozpatrywaliSmy réwniez
funkcje falowe niezlokalizowane takie, jak np.

G(F. 1) = NelFr=en),

ktére reprezentuja czastki o dobrze okreslonym pedzie nadbiegajace
do rozpatrywanego obszaru z duzych odlegtosci, a nastepnie
odlatujace do odlegtego obszaru przestrzeni, czyli tzw. fale ptaskie.
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Oproécz paczek falowych dobrze zlokalizowanych w przestrzeni przy
“wyprowadzeniu” réwnania Schrodingera rozpatrywaliSmy réwniez
funkcje falowe niezlokalizowane takie, jak np.

G(F. 1) = NelFr=en),

ktére reprezentuja czastki o dobrze okreslonym pedzie nadbiegajace
do rozpatrywanego obszaru z duzych odlegtosci, a nastepnie
odlatujace do odlegtego obszaru przestrzeni, czyli tzw. fale ptaskie.
PokazaliSmy, ze dla fal ptaskich catka normalizacyjna po
nieograniczonym obszarze nie istnieje.
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Oproécz paczek falowych dobrze zlokalizowanych w przestrzeni przy
“wyprowadzeniu” réwnania Schrodingera rozpatrywaliSmy réwniez
funkcje falowe niezlokalizowane takie, jak np.

G(F. 1) = NelFr=en),

ktére reprezentuja czastki o dobrze okreslonym pedzie nadbiegajace
do rozpatrywanego obszaru z duzych odlegtosci, a nastepnie
odlatujace do odlegtego obszaru przestrzeni, czyli tzw. fale ptaskie.
PokazaliSmy, ze dla fal ptaskich catka normalizacyjna po
nieograniczonym obszarze nie istnieje.

Przeczy to probabilistycznej interpretacji funkcji falowe;.
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Fale ptaskie reprezentuja czastki o dobrze okreslonym pedzie i
zupetnie nieokreslonym potozeniu.
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Fale ptaskie reprezentuja czastki o dobrze okreslonym pedzie i
zupetnie nieokreslonym potozeniu.

Nie nalezg one do przestrzeni stanéw fizycznych, ktéra zawiera
tylko funkcje falowe catkowalne z kwadratem modutu.
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Fale ptaskie reprezentuja czastki o dobrze okreslonym pedzie i
zupetnie nieokreslonym potozeniu.

Nie nalezg one do przestrzeni stanéw fizycznych, ktéra zawiera
tylko funkcje falowe catkowalne z kwadratem modutu.
Poniewaz réwnanie falowe

h2
[ V2+V(7)] u(r)=Eu(r)

“2m

jest réwnaniem rézniczkowym drugiego rzedu, to,
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“2m

jest réwnaniem rézniczkowym drugiego rzedu, to, jesli tylko
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Fale ptaskie reprezentuja czastki o dobrze okreslonym pedzie i
zupetnie nieokreslonym potozeniu.

Nie nalezg one do przestrzeni stanéw fizycznych, ktéra zawiera
tylko funkcje falowe catkowalne z kwadratem modutu.
Poniewaz réwnanie falowe

h2
[—zmv% V(r*)] u(?) = Eu(?

jest réwnaniem rézniczkowym drugiego rzedu, to, jesli tylko
potencjat V/(r) jest skoficzony, znajomos¢ funkcji falowej i jej
gradientu na duzych odlegtosciach pozwala znalez¢ jednoznaczne
rozwiazanie okreslajace funkcje falowa w dowolnym punkcie
przestrzeni.
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To z kolei pozwala jednoznacznie obliczyé gestosé
prawdopodbiefistwa znalezienia czastki w tym punkcie.
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prawdopodbiefistwa znalezienia czastki w tym punkcie.
Dlatego naturalne wydaje sie przyjecie zatozenia, ze
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To z kolei pozwala jednoznacznie obliczyé gestosé
prawdopodbiefistwa znalezienia czastki w tym punkcie.
Dlatego naturalne wydaje sie przyjecie zatozenia, ze
funkcja falowa i jej gradient powinny byé

@ ciagte,

@ skonczone

@ i jednowartosciowe

w kazdym punkcie przestrzeni.
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Zatézmy, ze na pewnej ciagtej powierzchni w przestrzeni potencjat
ma nieskonczona nieciggtosc,
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Zatézmy, ze na pewnej ciagtej powierzchni w przestrzeni potencjat
ma nieskonczong nieciagtos¢, tzn. po jednej stronie tej powierzchni
energia potencjalna przyjmuje dowolng warto$¢ skonczong, a po
drugiej, np. +o0.
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Zatézmy, ze na pewnej ciagtej powierzchni w przestrzeni potencjat
ma nieskonczong nieciagtos¢, tzn. po jednej stronie tej powierzchni
energia potencjalna przyjmuje dowolng warto$¢ skonczong, a po
drugiej, np. +o0.

Jakie warunki graniczne powinna spetniaé funkcja falowa u(r) i jej
gradient Vu(7) na tej powierzchni?
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Zatézmy, ze na pewnej ciagtej powierzchni w przestrzeni potencjat
ma nieskonczong nieciagtos¢, tzn. po jednej stronie tej powierzchni
energia potencjalna przyjmuje dowolng warto$¢ skonczong, a po
drugiej, np. +o0.

Jakie warunki graniczne powinna spetniaé funkcja falowa u(r) i jej
gradient Vu(F) na tej powierzchni?

Poczatek uktadu wspétrzednych wybierzmy na powierzchni
granicznej, a 0§ Ox skierujmy prostopadle do ptaszczyzny stycznej
w punkcie przeciecia osi Ox z t3 powierzchnia.
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Zatézmy, ze na pewnej ciagtej powierzchni w przestrzeni potencjat
ma nieskonczong nieciagtos¢, tzn. po jednej stronie tej powierzchni
energia potencjalna przyjmuje dowolng warto$¢ skonczong, a po
drugiej, np. +o0.

Jakie warunki graniczne powinna spetniaé funkcja falowa u(r) i jej
gradient Vu(F) na tej powierzchni?

Poczatek uktadu wspétrzednych wybierzmy na powierzchni
granicznej, a 0§ Ox skierujmy prostopadle do ptaszczyzny stycznej
w punkcie przeciecia osi Ox z t3 powierzchnia.

Lokalnie mozna przyjaé, ze powierzchnia nieciggtosci potencjatu
jest ptaszczyzna.
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W naszym uktadzie wspdtrzednych energia potencjalna zalezy tylko
od jednej zmiennej x, V() = V(x,y,z) = V(x).
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W naszym uktadzie wspdtrzednych energia potencjalna zalezy tylko
od jednej zmiennej x, V() = V(x,y,z) = V(x).
Przyjmijmy

0, dla x <0,
V(x) _{ Vo, dla x>0,

a po6zniej dokonamy przejscia granicznego Vp — +oc.
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W naszym uktadzie wspdtrzednych energia potencjalna zalezy tylko
od jednej zmiennej x, V() = V(x,y,z) = V(x).
Przyjmijmy

0, dla x <0,
V(x) _{ Vo, dla x>0,

a po6zniej dokonamy przejscia granicznego Vp — +oc.
Zadanie. Uzasadni¢, ze bezczasowe réwnanie Schrodingera

[—fmv% vm] u(7) = Eu(?)

w przypadku jednowymiarowym, przyjmuje postaé
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77172 d?u(x)
2m  dx?

+ V(x)u(x) = E u(x).

Funkcje wfasne energii 16/45



77172 d?u(x)
2m  dx?

+ V(x)u(x) = E u(x).

Pézniej dokonamy przejscia granicznego Vy — 400, dlatego
mozemy zatozy¢, ze energia czastki spetnia warunek 0 < E < V.
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77172 d?u(x)
2m  dx?

+ V(x)u(x) = E u(x).

Pézniej dokonamy przejscia granicznego Vy — 400, dlatego
mozemy zatozy¢, ze energia czastki spetnia warunek 0 < E < V.
Zatézmy najpierw, ze x < 0, wtedy nasze réwnanie ma postac

d?u(x) 2mE
dx?
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77172 d?u(x)
2m  dx?

+ V(x)u(x) = E u(x).

Pézniej dokonamy przejscia granicznego Vy — 400, dlatego
mozemy zatozy¢, ze energia czastki spetnia warunek 0 < E < V.
Zatézmy najpierw, ze x < 0, wtedy nasze réwnanie ma postac

d%u(x 2mE
209 __27E () = —a?u().
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77172 d?u(x)
2m  dx?

+ V(x)u(x) = E u(x).

Pézniej dokonamy przejscia granicznego Vy — 400, dlatego
mozemy zatozy¢, ze energia czastki spetnia warunek 0 < E < V.
Zatézmy najpierw, ze x < 0, wtedy nasze réwnanie ma postac

2 2mE >mE
ddU(2X) == ;an u(x) = —a? u(x), gdzie a? = % = const.
X
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77172 d?u(x)
2m  dx?

+ V(x)u(x) = E u(x).

Pézniej dokonamy przejscia granicznego Vy — 400, dlatego
mozemy zatozy¢, ze energia czastki spetnia warunek 0 < E < V.
Zatézmy najpierw, ze x < 0, wtedy nasze réwnanie ma postac
d?u(x) 2mE ) 2mE

e u(x) = —a“ u(x), gdzie a® = 2 = const.
X

Zamieniajac x — t otrzymalibySmy réwnanie oscylatora
harmonicznego, wiec rozwigzanie ogdlne ma postaé
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77172 d?u(x)
2m  dx?

+ V(x)u(x) = E u(x).

Pézniej dokonamy przejscia granicznego Vy — 400, dlatego
mozemy zatozy¢, ze energia czastki spetnia warunek 0 < E < V.
Zatézmy najpierw, ze x < 0, wtedy nasze réwnanie ma postac
d?u(x) 2mE ) 2mE

e u(x) = —a“ u(x), gdzie a® = 2 = const.
X

Zamieniajac x — t otrzymalibySmy réwnanie oscylatora
harmonicznego, wiec rozwigzanie ogdlne ma postaé

u(x) = Asinax + B cos ax,
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77172 d?u(x)
2m  dx?

+ V(x)u(x) = E u(x).

Pézniej dokonamy przejscia granicznego Vy — 400, dlatego
mozemy zatozy¢, ze energia czastki spetnia warunek 0 < E < V.
Zatézmy najpierw, ze x < 0, wtedy nasze réwnanie ma postac

d2 2mE 2mE
dL;(2X) == ;an u(x) = —a? u(x), gdzie a? = % = const.

Zamieniajac x — t otrzymalibySmy réwnanie oscylatora
harmonicznego, wiec rozwigzanie ogdlne ma postaé

2mE>1/2

u(x) = Asinax + B cos ax, gdzie o= <h2
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Dla x > 0 réwnanie
R Pul)
2m  dx?
przybiera postaé
d?u(x) 2m(Vy — E)
ax2 h?2 u()

+ V(x)u(x) = E u(x)
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Dla x > 0 réwnanie
R )
2m  dx2

przybiera postaé

d2u(x 2m(Vy — E 2m(Vo — E
dL:<(2): m( 7;]2 )U(X)252U(X), ﬂ2: m( 7;)2 )

Poniewaz pdzniej dokonamy przejscia granicznego Vo — 00, to
mozemy przyjac E < Vg, a zatem 3° > 0.

+ V(x)u(x) = E u(x)
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Dla x > 0 réwnanie
h? d2u(x)
" 2m dx?
przybiera postaé
2
P _2m0B) iy, e 2% )
Poniewaz pdzniej dokonamy przejscia granicznego Vo — 00, to

mozemy przyjac E < Vg, a zatem 3° > 0.
Podstawmy

u(x):e/\x = du(x)

+ V(x)u(x) = E u(x)

d?u(x)
Y AX — )\2 AX
dx € - dx? €
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Dla x > 0 réwnanie
h? d2u(x)
2m  dx?
przybiera postaé

d2u(x 2m(Vy — E 2m(Vo — E
dL)’<(2): m( 7;]2 )U(X):ﬁ2U(X), 52: m( 7;)2 )

Poniewaz pdzniej dokonamy przejscia granicznego Vo — 00, to
mozemy przyjac E < Vg, a zatem 3° > 0.

+ V(x)u(x) = E u(x)

Podstawmy
d d?
ux) =e™ = L(Ii(;) =xe™ = dl;(;) =22 M,
Wstawmy to do naszego réwnania
d2
d”x(;) —Pux) = M= o = = A=44.
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Dlatego rozwigzanie ogblne ma postac

u(x) = Ce P 4 DetPx,
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Dlatego rozwigzanie ogblne ma postac

2m(v0—E)]1/2_

u(x) = Ce % 4+ DetPx, gdzie = { 12

Funkcje wfasne energii 18/45



Dlatego rozwigzanie ogblne ma postac

2m(v0—E)]1/2_

u(x) = Ce P + DetPx gdzie (= { 12

Zadanie. Sprawdzi¢, ze funkcje u(x) dana takim wzorem jest
rozwigzaniem réwnania u”(x) = %u(x).
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Podsumujmy.
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Podsumujmy. Funkcja falowa u(x) i jej gradient maja postac

1/2
) Asinax + Bcosax, dla x<0, a= (2};‘5) / )
u(x) = 1/2
Ce P* 4 DetPx, dla x>0, = {%} / ;
du(x)
dx
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Podsumujmy. Funkcja falowa u(x) i jej gradient maja postac

1/2
) Asinax + Bcosax, dla x<0, a= (2};‘5) / )
u(x) = 1/2
Ce P* 4 DetPx, dla x>0, = {%} / ;
du(x)
dx B
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Podsumujmy. Funkcja falowa u(x) i jej gradient maja postac

1/2

) Asinax + Bcosax, dla x<0, a= (2};‘5) / )
u(x) = 1/2
Ce P* 4 DetPx, dla x>0, = {%} / ;
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Podsumujmy. Funkcja falowa u(x) i jej gradient maja postac

1/2
() Asinax + Bcosax, dla x<0, a= (2;;‘5) / ,
u(x) = 1/2
Ce % 4 DetPx, dla x>0, B= {%} / ,
du(x) aAcos ax — aBsin ax,
dx N
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Podsumujmy. Funkcja falowa u(x) i jej gradient maja postac

1/2
() Asinax + Bcosax, dla x <0, ozz(%’f) / ,
ulx = 1/2
Ce Px + DetPx, dla x>0, g= {%} / )
du(x) aAcosax —aBsinax, dla
dx N
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Podsumujmy. Funkcja falowa u(x) i jej gradient maja postac

1/2
() Asinax + Bcosax, dla x <0, a=<2;;E> / ,
u(x) = 1/2
Ce % 4 DetPx, dla x>0, B= {%} / ,
du(x) { aAcosax — aBsinax, dla x <0,
dx N
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Podsumujmy. Funkcja falowa u(x) i jej gradient maja postac

1/2
() Asinax + Bcosax, dla x <0, ozz(%’f) / ,
u\x = 1/2
Ce Px + DetPx, dla x>0, g= {%} / )
du(x) aAcosax — aBsinax, dla x <0,
dx — BCe P* 4 ﬁDe""ﬁX,
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Podsumujmy. Funkcja falowa u(x) i jej gradient maja postac

1/2
() Asinax + Bcosax, dla x <0, ozz(%’f) / ,
u\x = 1/2
Ce % 4 DetPx, dla x>0, B= {%} / ,
du(x) aAcosax — aBsinax, dla x <0,
dx — BCe P 4+ BDetP*  dla
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Podsumujmy. Funkcja falowa u(x) i jej gradient maja postac

1/2
() Asinax + Bcosax, dla x <0, ozz(%’f) / ,
u\x = 1/2
Ce % 4 DetPx, dla x>0, B= {%} / ,
du(x) aAcosax — aBsinax, dla x <0,
dx — BCe P> + 3DetP*  dla x > 0.
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Podsumujmy. Funkcja falowa u(x) i jej gradient maja postac

1/2
() Asinax + Bcosax, dla x <0, ozz(%’f) / ,
u\x = 1/2
Ce % 4 DetPx, dla x>0, B= {%} / ,
du(x) aAcosax — aBsinax, dla x <0,
dx — BCe P> + 3DetP*  dla x > 0.

Poniewaz u(x) musi by¢ ograniczone przy x — oo = D =0.
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Podsumujmy. Funkcja falowa u(x) i jej gradient maja postac

1/2
() Asinax + Bcosax, dla x <0, ozz(%’f) / ,
u\x = 1/2
Ce % 4 DetPx, dla x>0, B= {%} / ,
du(x) aAcosax — aBsinax, dla x <0,
dx — BCe P> + 3DetP*  dla x > 0.

Poniewaz u(x) musi by¢ ograniczone przy x — oo = D =0.
Warunki ciagtosci u(x) i du/dx w punkcie x = 0 daja:

B=C i aA=-j3C.

Funkcje wfasne energii 19/45



Podsumujmy. Funkcja falowa u(x) i jej gradient maja postac

1/2
Asinax + Bcosax, dla x <0, Oz=<2§;§E) /,

u(x) = 1/2
Ce % 4 DetPx, dla x>0, B= {%} / ,
du(x) aAcosax — aBsinax, dla x <0,
dx — BCe P> + 3DetP*  dla x > 0.

Poniewaz u(x) musi by¢ ograniczone przy x — oo = D =0.
Warunki ciagtosci u(x) i du/dx w punkcie x = 0 daja:

B=C i aA=-j3C.

Vo—+0 = f—+4+00 = C=0, gdyzinaczej A— o0

i funkcje falowa u(x) bytaby nieskonczona dla x < 0.

Funkcje wfasne energii 19/45



Widzimy, ze funkcja falowa

u(x) = Asinax = Ce

znika w punkcie x =0, gdyz C = 0 i sin(a - 0) = 0, niezaleznie od
wartosci wspétczynnika A,

Funkcje wfasne energii 20/45



Widzimy, ze funkcja falowa

u(x) = Asinax = Ce

znika w punkcie x =0, gdyz C = 0 i sin(a - 0) = 0, niezaleznie od
wartosci wspotczynnika A, ale sktadowej jej gradientu w kierunku
prostopadtym do powierzchni granicznej nie znika, gdyz

du(0)

T = oA COS(O[ . 0) 75 0.
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Widzimy, ze funkcja falowa

u(x) = Asinax = Ce

znika w punkcie x =0, gdyz C = 0 i sin(a - 0) = 0, niezaleznie od
wartosci wspotczynnika A, ale sktadowej jej gradientu w kierunku
prostopadtym do powierzchni granicznej nie znika, gdyz

du(0)

dx

Warunki graniczne na powierzchi nieskofnczonego skoku energii
potencjalnej wymagaja znikania funkcji falowej na tej powierchni.

= aAcos(a-0) # 0.
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Widzimy, ze funkcja falowa

u(x) = Asinax = Ce

znika w punkcie x =0, gdyz C = 0 i sin(a - 0) = 0, niezaleznie od
wartosci wspotczynnika A, ale sktadowej jej gradientu w kierunku
prostopadtym do powierzchni granicznej nie znika, gdyz

du(0)

dx
Warunki graniczne na powierzchi nieskofnczonego skoku energii
potencjalnej wymagaja znikania funkcji falowej na tej powierchni.
Warunki graniczne nie wyznaczaja wspdtczynnika A,

= aAcos(a-0) # 0.
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Widzimy, ze funkcja falowa

u(x) = Asinax = Ce

znika w punkcie x =0, gdyz C = 0 i sin(a - 0) = 0, niezaleznie od
wartosci wspotczynnika A, ale sktadowej jej gradientu w kierunku
prostopadtym do powierzchni granicznej nie znika, gdyz

du(0)

—~ = aAcos(a-0 0.

=~ aAcos(a-0)

Warunki graniczne na powierzchi nieskofnczonego skoku energii
potencjalnej wymagaja znikania funkcji falowej na tej powierchni.
Warunki graniczne nie wyznaczaja wspétczynnika A, ktéry mozna
wyznaczy¢ z warunku normalizacji funkcji u(x)

“+o00
/ o (x)2dx = 1.
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Rozwazmy jednowymiarowy ruch czastki w prostokatnej studni
potencjatu o nieskohczonej wysokosci.

do
+00

Vi) do
+00

_ 0, dla |x|<a,
Vi(x) = { +oo, dla |x| > a.

0
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Rozwazmy jednowymiarowy ruch czastki w prostokatnej studni
potencjatu o nieskohczonej wysokosci.

do
+00

Vi) do
+00

_ 0, dla [x]<a,
Vi(x) = { +oo, dla |x| > a.

—a

0

a T

Odpowiada to idealnie sztywnym nieprzenikalnym $cianom w
punktach x = +a.
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Rozwazmy jednowymiarowy ruch czastki w prostokatnej studni
potencjatu o nieskohczonej wysokosci.

do Vi) do
+00 +00

_ 0, dla [x]<a,
Vi(x) = { +oo, dla |x| > a.

—a 0 a z

Odpowiada to idealnie sztywnym nieprzenikalnym $cianom w
punktach x = +a. Jak pokazali$my, funkcja falowa u(x) musi
znika¢ w tych punktach, co prowadzi do warunkéw brzegowych
u(+a) =0.
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Dla |x| < a jednowymiarowe réwnanie falowe ma postad

h? d2u(x) d2u(x) 2mE
Tom @ E T g = e v
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Dla |x| < a jednowymiarowe réwnanie falowe ma postad

h? d2u(x) d2u(x) 2mE
o a2 T u(x) = o2 - u(x).

Rozwigzanie ogblne ma postac

u(x) = Asin(ax)+ Bcos(ax), a= (ZmE)é

du(x)

- dx

= aAcos(ax) — aBsin(ax).
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Dla |x| < a jednowymiarowe réwnanie falowe ma postad

d?u(x) 2mE

R? d%u(x)
o a2 T u(x) = D2 T u(x).

Rozwigzanie ogblne ma postac

u(x) = Asin(ax) + Bcos(ax), o= (Q;;E) :
= dzg(x) = aAcos(ax) — aBsin(ax).

A warunki brzegowe daja

u(a) = Asin(wa) + Bcos(aa) =0,
u(—a) = —Asin(aa)+ Bcos(aa) =0.
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Dodajac i odejmujac stronami powyzsze dwa réwnania, a nastepnie
dzielac przez 2 otrzymujemy

Bcos(aa) =0 i Asin(aa) = 0.
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Dodajac i odejmujac stronami powyzsze dwa réwnania, a nastepnie
dzielac przez 2 otrzymujemy

Bcos(aa) =0 i Asin(aa) = 0.

Warunki te mozna spetni¢ przyjmujac A= B =0, ale to
odpowiada u(x) = 0 dla wszystkich |x| < a.
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Dodajac i odejmujac stronami powyzsze dwa réwnania, a nastepnie
dzielac przez 2 otrzymujemy

Bcos(aa) =0 i Asin(aa) = 0.

Warunki te mozna spetni¢ przyjmujac A= B =0, ale to
odpowiada u(x) = 0 dla wszystkich |x| < a.
Jednoczesne spetnienie réwnan

cos(aa) =0 i sin(aa) =0

tez jest niemozliwe.
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Dlatego przyjmijmy

A=0, Iub B =0,
cos(awa) =0 " sin(wa) =0
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Dlatego przyjmijmy

A=0, B =0,
lub .
cos(aa) =0 sin(aa) =0
aa = ny, nnieparzyste aa=nz, nparzyste
u(x) = Bcos X, u(x) = Asin X
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Dlatego przyjmijmy

A=0, lub B =0,

cos(aa) =0 sin(wa) =0
aa = ny, nnieparzyste aa=nz, nparzyste
u(x) = Bcos X, u(x) = Asin X

2mE a?h? m2h2n?
2
= = E= = E= =1,2,3,..
“ h? 2m gmaz = | O
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Dlatego przyjmijmy

A=0, lub B =0,

cos(aa) =0 sin(wa) =0
aa = ny, nnieparzyste aa=nz, nparzyste
u(x) = Bcos X, u(x) = Asin X

2mE a?h? m2h2n?
2
= = E= = E= =1,2,3,..
“ h? 2m gmaz = | O

Przypadek n = 0 daje u(x) = Asin0 = 0, dlatego go pomijamy.
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Dlatego przyjmijmy

A=0, lub B =0,

cos(aa) =0 sin(wa) =0
aa = ny, nnieparzyste aa=nz, nparzyste
u(x) = Bcos X, u(x) = Asin X

2mE a?h? m2h2n?
2
= = E= = E= =1,2,3,..
“ h? 2m gmaz = | O

Przypadek n = 0 daje u(x) = Asin0 = 0, dlatego go pomijamy.

Jedlin< 0 = LI(X) = BCOS@% lub U( ) —Asin \n2|:x,

czyli rozwigzania s3 liniowo zalezne od rozwigzan dla n > 0.
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Otrzymalismy dyskretne poziomy energetyczne numerowane liczba
kwantowa n=1,2,3, ...
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Otrzymalismy dyskretne poziomy energetyczne numerowane liczba
kwantowa n=1,2,3, ...
Najnizszy poziom energetyczny odpowiada n =1

m2h2

0= 5—>-
8ma?

Jest to energia stanu podstawowego.
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Otrzymalismy dyskretne poziomy energetyczne numerowane liczba
kwantowa n=1,2,3, ...
Najnizszy poziom energetyczny odpowiada n =1

m2h2

0= 5—>-
8ma?

Jest to energia stanu podstawowego. Zauwazmy, ze jest ona
niezerowa.
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Otrzymalismy dyskretne poziomy energetyczne numerowane liczba
kwantowa n=1,2,3, ...
Najnizszy poziom energetyczny odpowiada n =1

m2h2

0= 5—>-
8ma?

Jest to energia stanu podstawowego. Zauwazmy, ze jest ona
niezerowa.

Oszacujmy minimalng warto$¢ energii kinetycznej czastki z zasady
nieoznaczonosci, AxAp ~ h
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Otrzymalismy dyskretne poziomy energetyczne numerowane liczba
kwantowa n=1,2,3, ...
Najnizszy poziom energetyczny odpowiada n =1

m2h2

0= 5—>-
8ma?

Jest to energia stanu podstawowego. Zauwazmy, ze jest ona
niezerowa.

Oszacujmy minimalng warto$¢ energii kinetycznej czastki z zasady
nieoznaczonosci, AxAp ~ h

h
Ax~a = pr;,
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a zatem minimalna wartoé¢ energii kinetycznej E = p?/2m
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a zatem minimalna wartoé¢ energii kinetycznej E = p?/2m

(&) w

2m  2ma?

Emmin ~ ~ EO .
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a zatem minimalna wartoé¢ energii kinetycznej E = p?/2m

(&) w

2m  2ma?

Emmin ~ ~ EO .

Widzimy, ze rzad wielkoSci energii stanu podstawowego zgadza sie
z zasadg nieoznaczonosci.
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Rozwazmy jednowymiarowy ruch czastki w prostokatnej studni
potencjatu o skonczonej wysokosci.

V(z)

TV0

_J 0, dla |x|<a,
Vi(x) = { Vo, dla |x| > a.

—a 0 a X
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Rozwazmy jednowymiarowy ruch czastki w prostokatnej studni
potencjatu o skonczonej wysokosci.

V(z)

TV0

_J 0, dla |x|<a,
Vi(x) = { Vo, dla |x| > a.

—a 0 a x

Dla |x| < a mamy takie samo réwnanie i rozwigzanie jak w
przypadku studni nieskonczone;.
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Dla |x| > a réwnanie falowe ma posta¢

_ﬁ d?u(x)
2m  dx?

2U X m —
+ Vou(x) = Eu(x) = ddx(2) _ 2 (‘7/;2 E) ).
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Dla |x| > a réwnanie falowe ma posta¢

_ﬁ d?u(x)
2m  dx?

Musimy rozwazy¢ dwa przypadki.

2U X m —
+ Vou(x) = Eu(x) = ddx(2) _ 2 (‘7/;2 E) ).
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Dla |x| > a réwnanie falowe ma posta¢

h? d%u(x)
2m  dx?2
Musimy rozwazy¢ dwa przypadki.
E < Vy = wspbdtczynnik po prawej stronie réwnania jest
dodatni.

2U X m —
+ Vou(x) = Eu(x) = ddx(2) _ 2 (‘7/;2 E) ).
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Dla |x| > a réwnanie falowe ma posta¢

h? d%u(x)
2m  dx?2
Musimy rozwazy¢ dwa przypadki.
E < Vy = wspbdtczynnik po prawej stronie réwnania jest
dodatni. Oznaczmy

2U X m —
+ Vou(x) = Eu(x) = ddx(2) _ 2 (‘7/102 E) ).
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Dla |x| > a réwnanie falowe ma posta¢

d?u(x)  2m(Vo — E)

ﬁ d?u(x)
dx2 h2

2m dx?
Musimy rozwazy¢ dwa przypadki.

E < Vy = wspbdtczynnik po prawej stronie réwnania jest
dodatni. Oznaczmy

+ Vou(x) = Eu(x) = u(x).

1
2m 2m 2
P %-B = 5= |G-
Witedy nasze réwnanie przybiera postaé
d®u(x) 2
dX2 — ﬁ U(X)7

a rozwigzanie ogdlne ma postal

u(x) = Ce P> + De".
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Funkcja u(x) musi znikaé przy x — o0 =

@ jeSlix>a = D=0,
@ajedlix<—a = C=0.
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Funkcja u(x) musi znikaé przy x — +oo0 =

@ jeSlix>a = D=0,
@ ajedllix<—a = C=0.

Podsumujmy nasze wyniki dla u(x)

DePx, dla x < —a,
ulx) = Asin(ax) + Bcos(ax), dla |x| < a,
Ce Px, dla x> a.
Obliczmy pochodna

Bx —_
du(x) BDeP*, . dla x < —a,
1 = aAcos(ax) — aBsin(ax), dla |x| < a,
X —BCeBx, dla x> a.
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Warunki “zszycia” funkcji falowej i jej gradientu w punktach
x = +a wynikajace z zadania ciagtosci dla x € (—o0, +0)
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Warunki “zszycia” funkcji falowej i jej gradientu w punktach
x = +a wynikajace z zadania ciagtosci dla x € (—o0, +0)

De=P2 = — Asin(aa) + B cos(«a) (1)
Asin(aa) + B cos(aa) = Ce P2 (2)
De52 = qAcos(aa) + aBsin(aa) (3)
aAcos(aa) — aBsin(aa) = —3Ce™P2 (4)
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Warunki “zszycia” funkcji falowej i jej gradientu w punktach
x = +a wynikajace z zadania ciagtosci dla x € (—o0, +0)

De=P2 = — Asin(aa) + B cos(«a) (1)
Asin(aa) + B cos(aa) = Ce P2 (2)
De52 = qAcos(aa) + aBsin(aa) (3)
aAcos(aa) — aBsin(aa) = —3Ce™P2 (4)

m+@ =
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Warunki “zszycia” funkcji falowej i jej gradientu w punktach
x = +a wynikajace z zadania ciagtosci dla x € (—o0, +0)

De=P2 = —Asin(aa) + B cos(a) (
Asin(aa) + B cos(aa) = Ce P2 (
De52 = qAcos(aa) + aBsin(aa) (
aAcos(aa) — aBsin(aa) = —3Ce™P2 (

1
2
3

— — N

4

= 2Bcos(aa) = (C+ D)e "2 (5)
=
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Warunki “zszycia” funkcji falowej i jej gradientu w punktach
x = +a wynikajace z zadania ciagtosci dla x € (—o0, +0)

De=P2 = —Asin(aa) + B cos(a) (
Asin(aa) + B cos(aa) = Ce P2 (
De52 = qAcos(aa) + aBsin(aa) (
aAcos(aa) — aBsin(aa) = —3Ce™P2 (

1
2
3

— — N

4

(1)+(2) =  2Bcos(aa)=(C+ D)e P2 (5)
(2)-(1) =  2Asin(aa) = (C - D)e P2 (6)
G)+# =
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Warunki “zszycia” funkcji falowej i jej gradientu w punktach
x = +a wynikajace z zadania ciagtosci dla x € (—o0, +0)

De=P2 = — Asin(aa) + B cos(«a) (1)
Asin(aa) + B cos(aa) = Ce="2 2)
De52 = qAcos(aa) + aBsin(aa) (3)
aAcos(aa) — aBsin(aa) = —3Ce™P2 (4)
(1) +(2) = 2B cos(aa) = (C + D) o2 (5)
(2) = (1) = 2Asin(aa) = (C — D) e P2 (6)
(3)+(4) = 2aAcos(ea) = B(D — C) e P2 (7)
B)-14 =
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Warunki “zszycia” funkcji falowej i jej gradientu w punktach
x = +a wynikajace z zadania ciagtosci dla x € (—o0, +0)

De=P2 = —Asin(aa) + B cos(a) (1)
Asin(aa) + B cos(aa) = Ce P2 (2)
BDe~P? = aAcos(aa) + aBsin(aa) (3)
aAcos(aa) — aBsin(aa) = —3Ce™P2 (4)
(1)+(2) =  2Bcos(aa)=(C+ D)e P2 (5)
(2)-(1) =  2Asin(aa) = (C - D)e P2 (6)
(3)+(4) = 2aAcos(aa)=p(D— C)e P2 (7)
(3)—(4) =  2aBsin(aa) =3 (D + C)e P2 (8)
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Przyjmijmy A = 0, wtedy
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Przyjmijmy A = 0, wtedy
6)i(7) = C=D
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Przyjmijmy A = 0, wtedy
6)i(7) = C=D
(5)i(8) = Becos(aa) = Ce "2 i aBsin(aa) = 3Ce "2,
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Przyjmijmy A = 0, wtedy

6)i(7) = C=D

(5)i(8) = Becos(aa) = Ce "2 i aBsin(aa) = 3Ce "2,
a dzielac stronami otrzymamy

atg(aa) = 4, A=0, C=D. (1)
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Przyjmijmy A = 0, wtedy

6)i(7) = C=D

(5)i(8) = Becos(aa) = Ce "2 i aBsin(aa) = 3Ce "2,
a dzielac stronami otrzymamy

atg(aa) = 4, A=0, C=D. (1)

Przyjmijmy B = 0, wtedy
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Przyjmijmy A = 0, wtedy

6)i(7) = C=D

(5)i(8) = Becos(aa) = Ce "2 i aBsin(aa) = 3Ce "2,
a dzielac stronami otrzymamy

atg(aa) = 4, A=0, C=D. (1)

Przyjmijmy B = 0, wtedy
(5)i(8) = C=-D
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Przyjmijmy A = 0, wtedy

6)i(7) = C=D

(5)i(8) = Becos(aa) = Ce "2 i aBsin(aa) = 3Ce "2,
a dzielac stronami otrzymamy

atg(aa) = 4, A=0, C=D. (1)
Przyjmijmy B = 0, wtedy

(5)i(8) = C=-D
(6)i(7) = Asin(aa) = —De P2 i aAcos(aa) = BDe™"?,
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Przyjmijmy A = 0, wtedy

6)i(7) = C=D

(5)i(8) = Becos(aa) = Ce "2 i aBsin(aa) = 3Ce "2,
a dzielac stronami otrzymamy

a tg(aa) = G, A=0, C=0D. (D

Przyjmijmy B = 0, wtedy

(5)i(8) = C=-D

(6)i(7) = Asin(aa) = —De P2 i aAcos(aa) = BDe™"?,
a dzielgc stronami otrzymamy

a ctg(aa) = -0, B=0, C=-D. (II)
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Zauwazmy, ze taczac warunki « tg(aa) = 3 z réwnan (1) i
a ctg(aa) = —fF z réwnan (1) otrzymamy
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Zauwazmy, ze taczac warunki « tg(aa) = 3 z réwnan (1) i
a ctg(aa) = —fF z réwnan (1) otrzymamy

o ctg(aa) = —a tg(aa) = tg?(ad) = -1 < tg(aa) = =+i,
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Zauwazmy, ze taczac warunki « tg(aa) = 3 z réwnan (1) i
a ctg(aa) = —fF z réwnan (1) otrzymamy

actg(aa) = —atg(ea) = tg?(aa)=-1 < tg(aa) = +i,

a my mamy

1
2mE\ 2
&:<;>2>07

co daje rzeczywiste wartosci tg («a), a nie urojone.
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Zauwazmy, ze taczac warunki « tg(aa) = 3 z réwnan (1) i
a ctg(aa) = —fF z réwnan (1) otrzymamy

actg(aa) = —atg(ea) = tg?(aa)=-1 < tg(aa) = +i,

a my mamy

1
2mE\ 2
a = 2 > 0,
co daje rzeczywiste wartosci tg («a), a nie urojone.

Sprzecznosci tej unikniemy zaktadajac, ze istniejg dwie niezalezne
klasy rozwigzan:

@ pierwsza klasa spetnia warunki (1),

@ a druga klasa spetnia warunki (I1).
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Aby znalez¢ dozwolone poziomy energii rozwazmy réwnania

1

a ctg(aa) = —p, o= (2’,{’—2E)§ > 0,

o tg(aa) = 6. =[-8

N|=

Funkcje wfasne energii 34/45



Aby znalez¢ dozwolone poziomy energii rozwazmy réwnania

1

a ctg(aa) = —p, o= (2’,{’—2E)§ > 0,

o tg(aa) = 6. =[-8

N|=

Mnozac obustronnie przez a otrzymamy

aactg(wa) = —pa,
aatg(aa) = pa.
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Aby znalez¢ dozwolone poziomy energii rozwazmy réwnania

1

a ctg(aa) = —p, o= (2’,{’—2E)§ > 0,

o tg(aa) = 6. =[-8

N|=

Mnozac obustronnie przez a otrzymamy

aactg(wa) = —pa,
aatg(aa) = pa.

Podstawmy

§=aa, n = Ba, §n=>0,
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Aby znalez¢ dozwolone poziomy energii rozwazmy réwnania

1

a ctg(aa) = —p, o= (2’,{’—2E)§ > 0,

o tg(aa) = 6. =[-8

N|=

Mnozac obustronnie przez a otrzymamy

aactg(wa) = —pa,
aatg(aa) = pa.

Podstawmy

§=aa, n = Ba, §n=>0,

wdwczas otrzymamy
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ctgg = —,
§tgl = n.
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ctgg = —,
§tgl = n.

Zauwazmy ponadto, ze

2mE , 2m(Vo—E) , 2mVpa®
7712 a h2 a = h2 r-.

&4 =
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ctgg = —,
§tgl = n.

Zauwazmy ponadto, ze

2mE , 2m(Vo—E) , 2mVpa®
7712 a h2 a = h2 r-.

&4 =

Czyli dopuszczalne wartosci zmiennych £ i 7 lezg na okregu o
$rodku w poczatku uktadu wspoétrzednych i promieniu

1
2mV032 2
r= 72 ,

a scislej na | ¢éwiartce takiego okregu, gdyz &, > 0.
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Rozwiazania znajdziemy graficznie wykreslajac krzywe n = £ tg £ |

n = —¢& ctg & — funkcje te maja doktadnie takie same asymptoty
jak tg€ i ctg€ — oraz | éwiartki okregu €2 +n? = r2.

n
Y

n=_E,tg¢ n=-Ectg
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Rozwiazania znajdziemy graficznie wykreslajac krzywe n = £ tg £ |

n = —¢& ctg & — funkcje te maja doktadnie takie same asymptoty
jak tg€ i ctg€ — oraz | éwiartki okregu €2 +n? = r2.

n
Y

n=_E,tg¢ n=-Ectg
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Przypomnijmy, ze

2mVya? h?r?
r:<m03> = Voa2:—r.

NI

h2 2m
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Przypomnijmy, ze

h2 2m
Widzimy, ze dla
2%2
0<r<™ & 0<VR<lt
2 8m

mamy doktadnie jedno rozwigzanie | klasy.
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Przypomnijmy, ze

Widzimy, ze dla

mamy doktadnie jedno rozwigzanie | klasy.

Z kolei dla
T<r<n & 7T2h2<v;,;2<7r2h2
—xrsm — X X~
2 8m 0 2m

mamy jedno rozwigzanie | klasy i jedno rozwiazanie Il klasy.
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Dla

2h2 2h2
r<r<on o T y2c T
2 2m 8m

mamy dwa rozwigzania | klasy i jedno rozwigzanie Il klasy, itd.
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Dla

2h2 2h2
r<r<on o T y2c T
2 2m 8m

mamy dwa rozwigzania | klasy i jedno rozwigzanie Il klasy, itd.
Ze wzrostem Vpa® beda pojawia¢ sie kolejne dopuszczalne poziomy
energetyczne, ktére
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Dla

2h2 2h2
7r<r<§7r & T <V032<97T
2 2m 8m

mamy dwa rozwigzania | klasy i jedno rozwigzanie Il klasy, itd.

Ze wzrostem Vpa® beda pojawia¢ sie kolejne dopuszczalne poziomy
energetyczne, ktére odpowiadaja dozwolnym wartosciom &g i 1
bedacym wspétrzednymi punktéw przeciecia.
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Dla

2h2 2h2
7r<r<§7r & T <V032<97T
2 2m 8m

mamy dwa rozwigzania | klasy i jedno rozwigzanie Il klasy, itd.

Ze wzrostem Vpa® beda pojawia¢ sie kolejne dopuszczalne poziomy
energetyczne, ktére odpowiadaja dozwolnym wartosciom &g i 1
bedacym wspétrzednymi punktéw przeciecia.

Poziomy te mozemy wyznaczy¢ z réwnania

20— = E= .
a2 h2 2ma?

1
0o b (2mE>2 & 2mE £ h2&5
a

T -
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Rozwigzanie nalezace do | klasy ma postac

CePx, dla x < —a,
u(x) = Bcos(ax), dla |x|< a,
Ce P, dla x> a.
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Rozwigzanie nalezace do | klasy ma postac

CePx, dla x < —a,
u(x) = Bcos(ax), dla |x|< a,
Ce P, dla x> a.

Rozwiazanie nalezace do Il klasy ma postaé

DePx dla x < —a,
u(x) = Asin(ax), dla |x| < a,
—De B*, dla x> a.
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Rozwigzanie nalezace do | klasy ma postac

CePx, dla x < —a,
u(x) = Bcos(ax), dla |x|< a,
Ce P, dla x> a.

Rozwiazanie nalezace do Il klasy ma postaé

DePx dla x < —a,
u(x) = Asin(ax), dla |x| < a,
—De B*, dla x> a.

Zadanie. Pokazaé, ze funkcje falowe | klasy s3 parzyste, tzn.
u(—x) = u(x), a funkcje Il klasy sa nieparzyste, u(—x) = —u(x).
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Taki podziat funkcji wtasnych na parzyste i nieparzyste wynika z
symetrii potencjatu

Vo, dla x < —a,

V(x) = 0, dla |x|<a, = V(—x) = V(x).
Vo, dla x> a,
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Taki podziat funkcji wtasnych na parzyste i nieparzyste wynika z
symetrii potencjatu

Vo, dla x < —a,
V(x) = 0, dla |x|<a, = V(—x) = V(x).
Vo, dla x> a,

Napiszmy réwnanie falowe z potencjatem V/(x)

_fi d2u(x)
2m  dx?

+ V(x)u(x) = Eu(x)

i dokonajmy zamiany zmiennej x — —x.
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Przy zamianie x — —x

V(x) — V(=x)=V(x),

552 B d(iﬁzd(fx)d(fx):(‘i) (‘@Ziﬁ
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Przy zamianie x — —x

V) = V() = V(). 2
% - d(ix)2 B d(fx) d(ix) N <‘ddx) (‘fx> :;7

Dlatego otrzymujemy réwnanie

hfz d?u(—x)

o T + V(x)u(—x) = Eu(—x).
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Przy zamianie x — —x

V) = V() = V(). 2
% - d(ix)2 B d(fx) d(ix) N <‘ddx) (‘fx> :;7

Dlatego otrzymujemy réwnanie

hfz d?u(—x)

o T + V(x)u(—x) = Eu(—x).

Widzimy, ze u(x) i u(—x) spefaniaja doktadnie takie samo
réownanie falowe, z taka sama wartoscig wtasna E.
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Zatbézmy, ze energii E odpowiada tylko jedna niezalezna funkcja
falowa u(x), tzn. nie ma degeneracji.
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Zatbézmy, ze energii E odpowiada tylko jedna niezalezna funkcja
falowa u(x), tzn. nie ma degeneracji.

Witedy funkcja u(—x) musi by¢ liniowo zalezna od u(x), a wiec
istnieje stata ¢ taka, ze

u(—x) = eu(x).
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Zatbézmy, ze energii E odpowiada tylko jedna niezalezna funkcja
falowa u(x), tzn. nie ma degeneracji.

Witedy funkcja u(—x) musi by¢ liniowo zalezna od u(x), a wiec
istnieje stata ¢ taka, ze

u(—x) = eu(x).
Dokonajmy zamiany zmiennej x — —x.

u(x) = eu(—x).
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Zatbézmy, ze energii E odpowiada tylko jedna niezalezna funkcja
falowa u(x), tzn. nie ma degeneracji.

Witedy funkcja u(—x) musi by¢ liniowo zalezna od u(x), a wiec
istnieje stata ¢ taka, ze

u(—x) = eu(x).
Dokonajmy zamiany zmiennej x — —x.

u(x) = eu(—x).
Zatem

ux) =eu(—x) =u(x) = =1 & ec==+1.
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Widzimy, ze jesli nie ma degeneracji, to funkcje falowe
symetrycznego potencjatu musza by¢
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Widzimy, ze jesli nie ma degeneracji, to funkcje falowe
symetrycznego potencjatu musza by¢ albo parzyste
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Widzimy, ze jesli nie ma degeneracji, to funkcje falowe
symetrycznego potencjatu musza by¢ albo parzyste

albo nieparzyste

u(—x) = —u(x), (e = —-1).
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Widzimy, ze jesli nie ma degeneracji, to funkcje falowe
symetrycznego potencjatu musza by¢ albo parzyste

albo nieparzyste

u(—x) = —u(x), (e = —-1).

O takich funkcjach falowych méwimy, ze maja okreslona
parzysto$¢: dodatnig (¢ = 1) lub ujemna (e = —1).
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Poprzednio zatozyliSmy, ze E < V, a teraz rozwazmy przypadek
E > W.
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Poprzednio zatozyliSmy, ze E < V, a teraz rozwazmy przypadek
E > V4. Réwnanie falowe dla |x| > a zapisujemy w formie

2U X m
Tu0)— 27 (£ v u(),

Funkcje wtasne energii 44/45



Poprzednio zatozyliSmy, ze E < V, a teraz rozwazmy przypadek
E > V4. Réwnanie falowe dla |x| > a zapisujemy w formie

d2u(x 2m
dx(2) =~z (E- V) ulx).
Zdefiniujmy
1
> 2m 2m 2
/ =77 (E-Vo) = a/:[hz (E—Vo)] ;
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Poprzednio zatozyliSmy, ze E < V, a teraz rozwazmy przypadek
E > V4. Réwnanie falowe dla |x| > a zapisujemy w formie

d?u(x 2m
dx(2) =~z (E- V) ulx).
Zdefiniujmy
1
> 2m 2m 2
! =77 (E-Vo) = a/:[hz (E—Vo)] ;

woéwczas réwnanie falowe przybiera postaé

d?u(x)

o —a'? u(x).
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Rozwigzanie ogélne dla |x| > a ma postac

u(x) = A’sin(a’x) + B cos(a'x).
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Rozwigzanie ogélne dla |x| > a ma postac

u(x) = A’sin(a’x) + B cos(a'x).

Wspétczynniki A" i B’ mozna wybraé w taki sposéb, aby to
rozwiazanie “zszy¢" w sposéb gtadki,
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Rozwigzanie ogélne dla |x| > a ma postac

u(x) = A’sin(a’x) + B cos(a'x).
Wspétczynniki A" i B’ mozna wybraé w taki sposéb, aby to

rozwiazanie “zszy¢" w sposéb gtadki, tzn. z zachowaniem ciggtosci
pierwszej pochodnej,
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Rozwigzanie ogélne dla |x| > a ma postac

u(x) = A’sin(a’x) + B cos(a'x).

Wspétczynniki A" i B’ mozna wybraé w taki sposéb, aby to
rozwiazanie “zszy¢" w sposéb gtadki, tzn. z zachowaniem ciggtosci
pierwszej pochodnej, z rozwigzaniem dla |x| < a

u(x) = Asin(ax) + B cos(ax), a= (2;:2E>§ .
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Rozwigzanie ogélne dla |x| > a ma postac
u(x) = A’sin(a’x) + B cos(a'x).
Wspétczynniki A" i B’ mozna wybraé w taki sposéb, aby to

rozwiazanie “zszy¢" w sposéb gtadki, tzn. z zachowaniem ciggtosci
pierwszej pochodnej, z rozwigzaniem dla |x| < a

u(x) = Asin(ax) + B cos(ax), a= (2;:2E>§ .

Dlatego energia czastki moze przyjmowaé dowolne, ciggte wartosci.
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