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Potwierdzony doswiadczalnie, zaréwno dla fotonéw jak i czastek
materii, zwigzek de Broglie’'go pomiedzy pedem a dtugoscia fali
czastki

F=hk

sugeruje uzycie do ich opisu skoncentrowanych wigzek fal, tzw.
paczek falowych.
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Potwierdzony doswiadczalnie, zaréwno dla fotonéw jak i czastek
materii, zwigzek de Broglie’'go pomiedzy pedem a dtugoscia fali
czastki

F=hk

sugeruje uzycie do ich opisu skoncentrowanych wigzek fal, tzw.
paczek falowych.

= Woprowadzmy pojecie tzw. funkcji falowej ¢(x,y, z, t)
zaleznej od wspétrzednych przestrzennych x, y,z i od czasu t lub
krécej, od wektora potozenia czastki i od czasu (7, t).
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Zaktadamy, ze funkcja falowa (7, t) ma nastepujace wtasnosci:

@ moze interferow¢ sama ze soba, co ttumaczytoby wyniki
doswiadczen dyfrakcyjnych,

@ przyjmuje duze wartosci tam, gdzie istnieje duze
prawdopodobienstwo znalezienia czastki, a wszedzie gdzie
indziej mate,

@ opisuje pojedyncza czastke, a nie statystyczny rozktad duzej
liczby czastek.
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Funkcja falowa i jej transformata Fouriera
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U’(l) o(k) Ak

4—)\ U—»

Funkcja falowa i jej transformata Fouriera
Zaniedbajmy rozmiary paczki falowej, woéwczas predko$¢ grupowa
jest rébwna

dk — d(

dew d(w) dE _ d(p?/2m) P
hk) dp dp m

= V.
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U)(.L) o(k) Ak

4—)\ U—»

Funkcja falowa i jej transformata Fouriera
Zaniedbajmy rozmiary paczki falowej, woéwczas predko$¢ grupowa
jest rébwna

dk — d(

) dp dp

Opis czastki za pomoca paczki falowej zgadza sie z opisem
klasycznym, jesli mozna zaniedbaé rozmiary paczki falowej.

dew d(w) dE _ d(p?/2m) P
hk m

= V.
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Aby méc opisywac ilosciowo zjawiska kwantowe powinnismy
dysponowaé réwnaniem na funkcje falowa (7, t).
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Aby méc opisywac ilosciowo zjawiska kwantowe powinnismy
dysponowaé réwnaniem na funkcje falowa (7, t).

Dla uproszczenia ograniczymy sie na chwile do uktadu
jednowymiarowego opisywanego funkcja 9(x, t).
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Aby méc opisywac ilosciowo zjawiska kwantowe powinnismy
dysponowaé réwnaniem na funkcje falowa (7, t).

Dla uproszczenia ograniczymy sie na chwile do uktadu
jednowymiarowego opisywanego funkcja 9(x, t).
Poszukujemy réwnania falowego na v(x, t) o nastepujacych
wiasnosciach:

@ powinno byé ono réwnaniem liniowym tak, aby byfa spetniona
zasada superpozycji, ktéra pozwala uwzgledniac efekty
interferencyjne,

@ wspotczynniki wystepujace w réwnaniu moga zawieraé
wytacznie stafe takie, jak h, masa, czy tadunek czastki, a nie
wielkosci charakteryzujace ruch (ped, energia, liczba falowa,
czestosé).
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Drugi warunek faczy sie z pierwszym. Chodzi o to, zeby mozna
byto dodawa¢ do siebie rozwigzania odpowiadajace réznym
wartosciom zmiennych dynamicznych.
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Drugi warunek faczy sie z pierwszym. Chodzi o to, zeby mozna
byto dodawa¢ do siebie rozwigzania odpowiadajace réznym
wartosciom zmiennych dynamicznych.

Z dotychczasowego kursu fizyki, a w szczegdlnosci z analizy
doswiadczen dyfrakcyjnych wiemy, ze funkcja falowa v(x, t)
reprezentujaca czastke o catkowicie nieokreslonym potozeniu i
doktadnie znanym pedzie p i energii E biegnaca w dodatnim
kierunku osi x powinna mie¢ jedng z postaci:

cos(kx — wt), sin(kx — wt), el (lx—wt) e i(kxwt),
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Przypomnijmy wzdr na energie czastki swobodnej znany z
mechaniki klasycznej
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Przypomnijmy wzdr na energie czastki swobodnej znany z
mechaniki klasycznej

_ P
2m
i skorzystajmy ze zwigzkéw p = hk i E = hw:
h2 k2 N hk?
= — w = —.
2m 2m
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Réwnanie falowe — ‘wyprowadzenic: G

Skoncentrujmy sie na funkgji e/(kx—w1t),
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Skoncentrujmy sie na funkgji e/(kx—w1t),

Zrézniczkujmy ja najpierw po x, a pdzniej po t:

o . .
i(kx—wt) ;g ai(kx—wt)

8xe ike ,

gt pilkwt) o ailkc-wt)
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Skoncentrujmy sie na funkgji e/(kx—w1t),

Zrézniczkujmy ja najpierw po x, a pdzniej po t:

gei(kx—wt) _ I-kei(kx—wt)
Ox ’
gei(kx—wt) _ _I-wei(kx—wt).
ot
Z uwagi na zwigzek w = %kz nasze rownanie powinno mieé
postac o 024
i
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Skoncentrujmy sie na funkgji e/(kx—w1t),

Zrézniczkujmy ja najpierw po x, a pdzniej po t:

gei(kx—wt) _ I-kei(kx—wt)
Ox ’
gei(kx—wt) _ _I-wei(kx—wt).
ot
Z uwagi na zwigzek w = %kz nasze rownanie powinno mieé
postac o 024
i

¢(X, t) — ei(kx—wt) = _iwei(kx—wt) =~ (—k2) ei(kx—wt)

_iw ih(hw) iRE ik p* iR

= S - — 7
k2 h2k2 p2  p?2m 2m’
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a wiec 9(x, t) = /(1) spetnia nastepujace réwnanie falowe:

oy _ ih 0%
ot  2m Ox2
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a wiec 9(x, t) = /(1) spetnia nastepujace réwnanie falowe:

ik 0%y p00 _ B 0%

ot 2m 0x2 - 6t 2m Ox2’
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a wiec 9(x, t) = /(1) spetnia nastepujace réwnanie falowe:

ik 0%y p00 _ B 0%

ot 2m 0x2 - 6t 2m Ox2’

W przypadku tréjwymiarowym zachodza nastepujace zwiazki:
5=hk, k=|kl="—

a funkcja falowa czastki o okre$lonym pedzie i energii i zupetnie
nieokreslonym potozeniu (7, t) = ei(k-F—wt)

falowe

spetnia réwnanie
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a wiec 9(x, t) = /(1) spetnia nastepujace réwnanie falowe:

ik 0%y p00 _ B 0%

ot 2m 0x2 - 6t 2m Ox2’

W przypadku tréjwymiarowym zachodza nastepujace zwiazki:
5=hk, k=|kl="—

a funkcja falowa czastki o okre$lonym pedzie i energii i zupetnie

nieokreslonym potozeniu (7, t) = ei(k-F=wt) spetnia réwnanie
falowe
8w R,
\Y
81’ " 2m ¥

Zadanie. Pokaza¢, ze tak w istocie jest.
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P . , . . 2 . .
Poréwnujac réwnanie /h%—lf = —f—m V24 ze zwiazkiem

_ P

" 2m
widzimy, ze energie i ped czastki swobodnej mozemy reprezentowaé
operatorami rézniczkowymi dziatajagcymi na funkcje falowa :

E— ihaat, g — —ihV.
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P . , . . 2 . .
Poréwnujac réwnanie /h%—lf = —;—m V24 ze zwiazkiem

_ P
2m

widzimy, ze energie i ped czastki swobodnej mozemy reprezentowaé
operatorami rézniczkowymi dziatajagcymi na funkcje falowa :

E— ihaat, g — —ihV.

Zadanie. Przeanalizowa¢ wymiary fizyczne w powyzszych wzorach.
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P . , . . 2 . .
Poréwnujac réwnanie /h%—lf = —;—m V24 ze zwiazkiem

_ P
2m

widzimy, ze energie i ped czastki swobodnej mozemy reprezentowaé
operatorami rézniczkowymi dziatajagcymi na funkcje falowa :

E— ihaat, g — —ihV.

Zadanie. Przeanalizowa¢ wymiary fizyczne w powyzszych wzorach.
Jezeli na czastke dziata potencjalna sita zewnetrzna

F(7 t) = —VV(7t),
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to jej catkowita energia ma postac

p?
E=—+V(rt
2m+ (r7 )7

a réwnanie falowe przyjmuje postac

- 2
w(rt) 7 V2Y(F, t) + V(F, t)(F, t).

ih ot 2m

Jest to réwnanie falowe Schrodingera opisujace ruch czastki o
masie m w polu sity danej réwnaniem F(r,t) = =V V(1 t).
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to jej catkowita energia ma postac

=2

p .
E=—+4V(rt
2m+ (r7 )7

a réwnanie falowe przyjmuje postac

> 2

L L)
Jest to réwnanie falowe Schrodingera opisujace ruch czastki o
masie m w polu sity danej réwnaniem F(7,t) = —V V/(F, t).
Chociaz wyprowadzenie réwnania Schrodingera miato charakter
heurystyczny, to za jego stusznoscig przemawia zgodnos$é
uzyskiwanych na jego podstawie przewidywan teoretycznych z
doswiadczeniem.
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Zaktadamy, ze funkcja falowa (7, t) bedaca rozwigzaniem
réwnania Schrodingera daje petny kwantowomechaniczny opis
czastki o masie m i energi potencjalnej V(7 t) i w tym sensie
spetnia role analogiczna do klasycznej trajektorii 7{t).
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Zaktadamy, ze funkcja falowa (7, t) bedaca rozwigzaniem
réwnania Schrodingera daje petny kwantowomechaniczny opis
czastki o masie m i energi potencjalnej V(7 t) i w tym sensie
spetnia role analogiczna do klasycznej trajektorii 7{t).
Zatozylismy, ze funkcja falowa powinna by¢ duza tam, gdzie
prawdopodobienstwo znalezienia czastki jest najwieksze. To
sugeruje konieczno$¢ statystycznej interpretacji funkcji .
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Zaktadamy, ze funkcja falowa (7, t) bedaca rozwigzaniem
réwnania Schrodingera daje petny kwantowomechaniczny opis
czastki o masie m i energi potencjalnej V(7 t) i w tym sensie
spetnia role analogiczna do klasycznej trajektorii 7{t).
Zatozylismy, ze funkcja falowa powinna by¢ duza tam, gdzie
prawdopodobienstwo znalezienia czastki jest najwieksze. To
sugeruje konieczno$¢ statystycznej interpretacji funkcji .
Wyobrazmy sobie duza liczbe kopii rozpatrywanego uktadu
fizycznego opisywanego ta samga funkcja falowa (7, t). Wynik
pomiaru dowolnej wielko$ci fizycznej w okreslonej chwili czasu nie
bedzie na ogdt identyczny, a okreslona warto$¢ liczbowa bedzie
przyjmowana z okre$lonym prawdopodobienstwem.
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Poniewaz funkcja falowa moze by¢ zespolona, to zatozymy, ze
kwadrat modutu funkcji falowej jest gestoscig prawdopodobierstwa
znalezienia czastki w elemencie objetosci d3r = dxdydz wokét

punktu 7w chwili t.
P(7, t) = ¢* (7, t)(F, t) = (7 1) %,

a P(7,t)d3r jest odpowiednim prawdopodobierstwem.
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Poniewaz funkcja falowa moze by¢ zespolona, to zatozymy, ze
kwadrat modutu funkcji falowej jest gestoscig prawdopodobierstwa
znalezienia czastki w elemencie objetosci d3r = dxdydz wokét
punktu 7w chwili t.

P(F,t) = v (R ) (7 t) = [b(7 1) %,

a P(7,t)d3r jest odpowiednim prawdopodobierstwem.

Poniewaz prawdopodobienstwo znalezienia czastki gdziekolwiek jest
rowne jednosci, to funkcja falowa ¢ musi spetniaé¢ warunek
normalizacyjny

[l 0P e =1,
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gdzie catkowanie przebiega po catym obszarze przestrzeni
tréjwymiarowej, w ktérym czastka moze sie znajdowad.
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gdzie catkowanie przebiega po catym obszarze przestrzeni
tréjwymiarowej, w ktérym czastka moze sie znajdowad.
Jesli obszar ten jest nieskonczony, to catka normalizacyjna nie musi

istnied.
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gdzie catkowanie przebiega po catym obszarze przestrzeni
tréjwymiarowej, w ktérym czastka moze sie znajdowad.

Jesli obszar ten jest nieskonczony, to caifka normalizacyjna nie musi
istnie¢. Na przyktad, dla 9 (7, t) = Ne/(*™=“t) mamy

[l ofar= [ (@ ouE o -
/N*efi(ﬂ-F—wt)Nei(E-F’fwt)d3r — ’N‘2/d3r = 00,

~——
00

a wiec catka normalizacyjna nie istnieje.
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gdzie catkowanie przebiega po catym obszarze przestrzeni
tréjwymiarowej, w ktérym czastka moze sie znajdowad.

Jesli obszar ten jest nieskonczony, to caifka normalizacyjna nie musi
istnie¢. Na przyktad, dla 9 (7, t) = Ne/(*™=“t) mamy

[0l @ = [ 0u e =

/N*efi(ﬂ-F—wt)Nei(E-F’fwt)d3r — ’N‘2 /d3r = 00,

~——
00

a wiec catka normalizacyjna nie istnieje. Wspotczynnik N musi by¢
staty, aby funkcja v spetniata réwnanie falowe.
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gdzie catkowanie przebiega po catym obszarze przestrzeni
tréjwymiarowej, w ktérym czastka moze sie znajdowad.

Jesli obszar ten jest nieskonczony, to caifka normalizacyjna nie musi
istnie¢. Na przyktad, dla 9 (7, t) = Ne/(*™=“t) mamy

[0l @ = [ 0u e =

/N*efi(ﬂ-F—wt)Nei(E-F’fwt)d3r — ’N‘2 /d3r = 00,
~——
[ee]
a wiec catka normalizacyjna nie istnieje. Wspotczynnik N musi by¢
staty, aby funkcja v spetniata réwnanie falowe.
Na razie bedziemy zaktadad, ze obszar, w ktérym moze znajdowaé
sie czastka jest skonczony.
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Pokazemy, ze warunek normalizacyjny funkcji falowej ¢ = (7, t)
czastki w dowolnym skonczonym obszarze przestrzeni Q2 nie zalezy
od czasu.
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Pokazemy, ze warunek normalizacyjny funkcji falowej ¢ = (7, t)
czastki w dowolnym skonczonym obszarze przestrzeni Q2 nie zalezy
od czasu. Obliczmy

2 ! w2 adr = ! 9 () d*r = ! (050 + %) .
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Pokazemy, ze warunek normalizacyjny funkcji falowej ¢ = (7, t)
czastki w dowolnym skonczonym obszarze przestrzeni Q2 nie zalezy

od czasu. Obliczmy

d B R

S Jwrer= [ S waee= [(v5+ She) e
Q Q Q

Skorzystajmy z réwnania Schrodingera

8'1,/) h2 2 8@[1 Ih 2
A & R v¢
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Pokazemy, ze warunek normalizacyjny funkcji falowej ¢ = (7, t)
czastki w dowolnym skonczonym obszarze przestrzeni Q2 nie zalezy
od czasu. Obliczmy

i!wd%:!;w)d !(w L

Skorzystajmy z réwnania Schrodingera

81/) h2
8t

oy ih
— V4V = aif_z’m 2¢+ VY

i z rbwnania sprzezonego, przy zatozeniu V = V/(r,t) = V*(r, t),
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Pokazemy, ze warunek normalizacyjny funkcji falowej ¢ = (7, t)
czastki w dowolnym skonczonym obszarze przestrzeni Q2 nie zalezy
od czasu. Obliczmy

i!wd%:!;w)d !(w L

Skorzystajmy z réwnania Schrodingera

81/) h2
8t

oy ih
— V4V = aif_z’m 2¢+ VY

i z rbwnania sprzezonego, przy zatozeniu V = V/(r,t) = V*(r, t),

ot _ h
ot

oyp* o /h

—ih 9t

2
v%/; + VY = v%z; - v«z;*.
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[0 = [l @) e
Q

Q
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L forer = B [l @l
Q




d 2 13

_ d —

5 [
Q

o [ [orv2e - (V2r) o]
Q

o[9[~ () u] @
Q

o [ [orFe— (Fu) v] arn

r(Q)




i [ 1P = g [lorvre= () o] ar
Q

Q

= G [wrTe - () ]
Q

= o [ [ (Fur) 0] ar
r(Q)

W ostatniej réwnosci wykorzystaliSmy twierdzenie Stokesa
/ﬁﬁd%: / F.dl = / Fodl p,
Q r(Q) r(Q)

Fpn oznacza sktadowa wektora F normalng do powierzchni I'(€2).
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Otrzymalis$my wzor
d 2 13, i * =%
S fwe@r=ot [ [wrvs - (997) ] ar.
Q r(Q)
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Otrzymalis$my wzor

< [wiar= 0 [ 9y - (F9) 0] dr,
o) r(Q)

Rozszerzmy obszar catkowania Q na caty przestrzen.
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Otrzymalis$my wzor

< [wiar= 0 [ 9y - (F9) 0] dr,
o) r(Q)

Rozszerzmy obszar catkowania Q na caty przestrzen. Poniewaz
funkcja falowa 1 powinna znika¢ w nieskonczonosci, to widzimy, ze

d 2 .3

— d>r =

dt / |w| r=>0
Q

czyli catka normalizacyjna jest niezalezna od czasu.

Réwnanie Schrédingera 19/34



Zdefiniujmy wektor pradu prawdopodobienstwa

S(rt) = o [rFu — (Fu) ).
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Zdefiniujmy wektor pradu prawdopodobienstwa

Cl > _ ih * = %
S(F ) = —5 - [0V — (Vo) ¥
Przy jego uzyciu réwnanie

G [P = o [9 [wu - (Fv) v] o
Q Q

Réwnanie Schrédingera 20/34



Zdefiniujmy wektor pradu prawdopodobienstwa

Cl = _ ih * =%
S(F ) = —5 - [0V — (Vo) ¥
Przy jego uzyciu réwnanie
d 23 _ Ih =1 o SR 3
= [wR@r= ot [9 [0S0 - (Vv7) o] a*
Q Q
mozna zapisaé w postaci

/ {gtp(?, 04V S t)} &Br =0,

a poniewaz obszar catkowania 2 jest dowolny, to
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otrzymujemy réwnanie w postaci rézniczkowej

a P4 = 37 J—
5’3(“ t)+V-S(r,t)=0.
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otrzymujemy réwnanie w postaci rézniczkowej

a P = 37 J—
5’3(“ t)+V-S(r,t)=0.

Jest to tzw. réwnanie ciggtosci.
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otrzymujemy réwnanie w postaci rézniczkowej

a P = 37 J—
aP(r, t)+V-S(r,t)=0.

Jest to tzw. réwnanie ciggtosci. Réwnanie to jest analogiczne do
prawa zachowania cieczy o gestosci P i gestosci pradu S.
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otrzymujemy réwnanie w postaci rézniczkowej

9 5 - = 2

—P(rit)+V-5(r,t) =0.

ot

Jest to tzw. réwnanie ciggtosci. Réwnanie to jest analogiczne do
prawa zachowania cieczy o gestosci P i gestosci pradu S.
Wektor S(F, t) mozemy zapisaé w formie

S(7,t) = Re (w*_r:;hw) .

Operator (—ih/m)ﬁ jest operatorem predkosci, ale w
przeciwienstwie do gestosci prawdopodobienistwa P wektor S nie
podlega pomiarowi.
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Gestos$¢ prawdopodobienstwa P(r, t) umozliwia obliczenie wartosci
oczekiwanej dowolnego operatora A(F, t), bedacego dowolna
funkcja potozenia i czasu, w stanie kwantowomechanicznym
okreslonym przez funkcje falowa (7, t).

W) = [AFOPFE DS = [0 OAG ) 67 O &
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Gestos$¢ prawdopodobienstwa P(r, t) umozliwia obliczenie wartosci
oczekiwanej dowolnego operatora A(F, t), bedacego dowolna
funkcja potozenia i czasu, w stanie kwantowomechanicznym
okreslonym przez funkcje falowa (7, t).

= [AGOPEDEr = [0 (@ 0AG ) w0 dr.

Na przyktad, warto$¢ oczekiwana operatora potozenia 7

@ = [ EFeE P
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Gestos$¢ prawdopodobienstwa P(r, t) umozliwia obliczenie wartosci
oczekiwanej dowolnego operatora A(F, t), bedacego dowolna
funkcja potozenia i czasu, w stanie kwantowomechanicznym
okreslonym przez funkcje falowa (7, t).

= [AGOPEDEr = [0 (@ 0AG ) w0 dr.

Na przyktad, warto$¢ oczekiwana operatora potozenia 7

@ = [ EFeE P

co jest rbwnowazne uktadowi trzech réwnan:

- /@b*xwd%, {y) = /¢*y¢d3r, (2) = /¢*Z¢d3r.
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Podobnie, dla operatora energii potencjalnej otrzymamy

W)= [VEPEYEr = [ EOVED6E P
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Podobnie, dla operatora energii potencjalnej otrzymamy

W)= [VEPEYEr = [ EOVED6E P
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Podobnie, dla operatora energii potencjalnej otrzymamy

W) = [VEOPEDEr = [0 EOVEDHE D S

A jak obliczy¢ wartosci oczekiwane operatoréw energii i pedu?
Skorzystajmy z klasycznego wyrazenia na energie czastki

P>
E=_——+V(F
o T V(L)

Réwnanie Schrédingera 23/34



Podobnie, dla operatora energii potencjalnej otrzymamy

W) = [VEOPEDEr = [0 EOVEDHE D S
A jak obliczy¢ wartosci oczekiwane operatoréw energii i pedu?

Skorzystajmy z klasycznego wyrazenia na energie czastki

P>
E=_——+V(F
o T V(L)

Dla wartosci oczekiwanych zachodzi
)
p
EyY=(—+V
(E) <2m+ >
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a wprowadzajac operatory rézniczkowe

E= ihaat, p=—ihV

otrzymamy
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a wprowadzajac operatory rézniczkowe

E= ihaat, p=—ihV

<ih§t> = < 2 g + v>

W takim razie, aby zachowa¢ konsystencje z réwnaniem
Schrodingera, dla wartosci oczekiwanych w stanie kwantowym
opisywanym funkcja falowa v (r, t) powinnismy przyjaé

/@z} /h (7 ) r_/¢ ( v2+v>¢( £ dr,

gdzie odpowiednie operatory dziataja na (7, t), a nie na ¥*(r, t).
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Do uzasadnienia tej reguty wrécimy jeszcze w dalszej czesci kursu.
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Do uzasadnienia tej reguty wrécimy jeszcze w dalszej czesci kursu.
Wzér na warto$¢ oczekiwang operatora pedu p = —ihV jest
rownowazny trzem réwnaniom skalarnym:

0
() = —in [ w50,
0
(py) = —ih/w*(;ﬁd%
by = —in [0Sl
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Oczekujemy, ze jedli zmiana energii potencjalnej w obszarze paczki
falowej bedzie zaniedbywalna, to ruch paczki falowej bedzie zgodny
z ruchem odpowiadajacej jej czastki klasycznej.
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z ruchem odpowiadajacej jej czastki klasycznej.

Przez potozenie i ped czastki bedziemy rozumieé wartosci
oczekiwane odpowiadajacych im operatordéw.
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Oczekujemy, ze jedli zmiana energii potencjalnej w obszarze paczki
falowej bedzie zaniedbywalna, to ruch paczki falowej bedzie zgodny
z ruchem odpowiadajacej jej czastki klasycznej.

Przez potozenie i ped czastki bedziemy rozumieé wartosci
oczekiwane odpowiadajacych im operatordéw.

Obliczmy

d [ . o,
S = v xwdf‘r—/a(w x ) d&r
I x¢d3r—|—/wx d3r.
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Oczekujemy, ze jedli zmiana energii potencjalnej w obszarze paczki
falowej bedzie zaniedbywalna, to ruch paczki falowej bedzie zgodny
z ruchem odpowiadajacej jej czastki klasycznej.

Przez potozenie i ped czastki bedziemy rozumieé wartosci
oczekiwane odpowiadajacych im operatordéw.

Obliczmy

S 9,
S = v xwdf‘r—/a(w x ) d&r
- [ x¢d3r—|—/wx d3r.

Skorzystajmy z réwnania Schrodingera i z réwnania do niego
sprzezonego.
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Woéwczas otrzymujemy

d _ 8¢* 3 3
a(x) = XQ,/}d —1—/1/) X—d
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Woéwczas otrzymujemy
i(x) = / *X1/Jd3 —I—/UJX
dt B ot
_ R o 3
- ,nl /( vy +vw)xwd

o o) o]
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Woéwczas otrzymujemy

i — O 3 * %3
dt<X> B /8t X¢dr+/¢xatdr

2
_ ,171[_/ <_Z’1v2¢*+ vz,z)*) xd3r

v [ (—f;Ww vw) dﬂ
= P x (V2) - (V) x| @,

2m
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Woéwczas otrzymujemy
d . oY~ * aiw 3
&= /8t r+/¢X6tdr
1 2, 3
:E_/ V¢+V@/} xd’r
* h 2 3
+ /¢x g2 4 ve | &3
2m
ih

- = (v x (V20) — (V20 xy| d*r.

W drugiej catce wykonamy catkowanie przez czesci.

Réwnanie Schrédingera 29/34



/(v%p*) x¢d3r:/ﬁ. [(W*) xw} d%—/(W*) -V (xy) &B3r




J (v20) mor= [ [(F0) xu] = [ (o) 9 )
= [ [(9v) xv] ara— [ (Fv7) - 9 ()

brzeg

0

Pierwsza catka po prawej stronie znika, gdyz funkcja falowa i jej
gradient znikaja na brzegu obszaru o nieskoniczonych (duzych)
rozmiarach, a druga catke jeszcze raz catkujemy przez czesci.
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—/(W) ¥ (xe) d /v (079 ()] @
0

+ [ ) ¥ /w[a‘ﬁ V2w]d3

gdzie pierwsza catka znika na mocy twierdzenia Stokesa,
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—/(W) ¥ (xe) d /v (079 ()] @
0

+ [ ) ¥ /w[a‘ﬁ Vzw]d3

gdzie pierwsza catka znika na mocy twierdzenia Stokesa, a przy
przeksztatceniu drugiej wykorzystali$my réwnosé

V2 (xip) = V (xt) = [(vx) W+ xw] V- [w + XW]
= gf (j::)/ Vi 4+ xV2p = 22‘”

X

+ xV?).
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Podsumujmy
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Podsumujmy
T = g [ [5x (920) = (v207) o]
_ 2’h {w X V2 — {w —wﬂz) V%Hd%

_ _m/w?ﬁd%: ;/w* (—ihax> Y& = % (px) .

Zadanie. Pokaza¢, ze analogiczne zwigzki zachodza dla
sktadowych y i z.
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Zadanie. W taki sam sposéb pokazac, ze

)
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Zadanie. W taki sam sposéb pokazac, ze

- [egerer=(-5)

Analogiczne zwigzki dostajemy dla sktadowych p, i p.
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Zadanie. W taki sam sposéb pokazac, ze

oV
= d3r =
/w v < 0x>
Analogiczne zwigzki dostajemy dla sktadowych p, i p,. Dlatego
mozemy zapisaé:

d 1 d -
TN=—E), LE=(-YV).

Réwnania te stanowia tres¢ twierdzenia Ehrenfesta. Stanowi ono
przyktad zasady korespondencji.
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Zadanie. W taki sam sposéb pokazac, ze

oV
= d3r =
/w v < 0x>
Analogiczne zwigzki dostajemy dla sktadowych p, i p,. Dlatego
mozemy zapisaé:

d 1 d -
TN=—E), LE=(-YV).

Réwnania te stanowia tres¢ twierdzenia Ehrenfesta. Stanowi ono
przyktad zasady korespondencji.

Ruch klasyczny i kwantowy sa ze soba zgodne, jesli zmiana energii
potencjalnej w obszarze paczki falowej jest zaniedbywalna.

Roéwnanie Schrédingera 34/34



