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Poszukajmy rozwigzah swobodnego réwnania Diraca

(178, — m) (x) = 0

w postaci fal ptaskich.

Rozwigzania swobodnego réwnania Diraca 2/62



Poszukajmy rozwigzah swobodnego réwnania Diraca

(178, — m) (x) = 0

w postaci fal ptaskich.
Dokonajmy podstawien

¢(+)(x) = e *yk), dla energii dodatniej,

Rozwigzania swobodnego réwnania Diraca 2/62



Poszukajmy rozwigzah swobodnego réwnania Diraca

(178, — m) (x) = 0

w postaci fal ptaskich.
Dokonajmy podstawien

¢(+)(x) = e *yk), dla energii dodatniej,
v (x)

Rozwigzania swobodnego réwnania Diraca 2/62



Poszukajmy rozwigzah swobodnego réwnania Diraca

(178, — m) (x) = 0

w postaci fal ptaskich.
Dokonajmy podstawien

¢(+)(x) = e *yk), dla energii dodatniej,

Rozwigzania swobodnego réwnania Diraca 2/62



Poszukajmy rozwigzah swobodnego réwnania Diraca

(178, — m) (x) = 0

w postaci fal ptaskich.
Dokonajmy podstawien

¢(+)(x) = e *yk), dla energii dodatniej,
PO)x) = e™v(k), dla energii ujemne;j.

Rozwigzania swobodnego réwnania Diraca 2/62



Poszukajmy rozwigzah swobodnego réwnania Diraca
(iv" 0y — m)y(x) =0

w postaci fal ptaskich.
Dokonajmy podstawien

P (x) = e *u(k), dla energii dodatniej,
PO)x) = e™v(k), dla energii ujemne;j.

Zakfadamy, ze zerowa skfadowa czteropedu czastki jest réwna jej

energii, tzn. k® = E = \/k2 + m? > 0.
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Poszukajmy rozwigzah swobodnego réwnania Diraca

(178, — m) (x) = 0

w postaci fal ptaskich.
Dokonajmy podstawien

w(+)(x) = e *yk), dla energii dodatniej,
PO)x) = e™v(k), dla energii ujemne;j.

Zakfadamy, ze zerowa skfadowa czteropedu czastki jest réwna jej
energii, tzn. k® = E = \/k2 + m? > 0.
Oczywiécie k? = E? — k2 = m2, gdzie m # 0 jest masa czastki.
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Obliczmy

"o, eTikx —
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Obliczmy

i’y“@uejﬁkx = iv"0, (Fikyx") etk — 4 7“k,,5l’je¥"kx =4 ’y“kuejFikX.
Po uproszczeniu eksponent réwnanie Diraca przyjmuje postaé

(vk, — m)u(k) =0, dla energii dodatniej,
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W uktadzie spoczynkowym czastki, w ktérym jej czteroped wynosi
k* = (m,0) réwnania te przyjmuja postaé
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Rozwigzania o energii dodatniej reprezentuja czastki,
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Rozwigzania o energii dodatniej reprezentuja czastki, a rozwigzania
0 energii ujemnej reprezentuja antyczastki.
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Rozwigzania o energii dodatniej reprezentuja czastki, a rozwigzania
0 energii ujemnej reprezentuja antyczastki.

Poniewaz antyczastka tez powinna mie¢ dodatnia energie, to
bedziemy ja traktowal jako czastke propagujaca sie w kierunku
przeciwnym do kierunku uptywu czasu.
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Rozwigzania o energii dodatniej reprezentuja czastki, a rozwigzania
0 energii ujemnej reprezentuja antyczastki.

Poniewaz antyczastka tez powinna mie¢ dodatnia energie, to
bedziemy ja traktowal jako czastke propagujaca sie w kierunku
przeciwnym do kierunku uptywu czasu.

W reprezentacji Diraca

I 0
0 _

gdzie | i 0 s3 odpowiednio macierzg jednostkowa i macierza zerowa
2 x 2.
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Zapiszmy spinory Diraca dla czastki i dla antyczastki w formie

uj v
u= , v = .
uy Vi
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Zapiszmy spinory Diraca dla czastki i dla antyczastki w formie

uj v
u= , v = .
uy Vi

Réwnanie Diraca dla czastki w uktadzie spoczynkowym

(70 - ]I) u(m,0) =0,

przybiera postac
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Po uproszczeniu otrzymamy

0 0 w(m,0) \
( 0 —2I ) ( u,l/(m,6) ) =0

~—
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Po uproszczeniu otrzymamy

0 0 u(m,@) B o
( 0 -2 > ( Ull/(m,ﬁ) > =0 = uy(m0)=0.
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Po uproszczeniu otrzymamy

0 0 u/(m,ﬁ B -
( 0 —2 > ( uy(m, 0) ) =0 = uy(m0)=0.

Natomiast réwnanie to nie ogranicza dwéch gérnych sktadowych
spinora u(m,0), ktére oznaczylismy u;(m,0).

~—
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Po uproszczeniu otrzymamy

0 0 u(m,ﬁ) B o
(5 2)(und)-o = wmo-o

Natomiast réwnanie to nie ogranicza dwéch gérnych sktadowych
spinora u(m,0), ktére oznaczyliémy u;(m, 6)

Otrzymali$émy dwa liniowo niezalezne rozwiazania dla spinora
czastki w uktadzie spoczynkowym

o @ (m. 0
u(®)(m,0) = < ¥ (Om,O) ) , a=1,2,
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gdzie spinory go(o‘)( ) w bazie kanonicznej maja postaé

0
0=(s) #mo=(3)
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gdzie spinory go(o‘)(m, 6) w bazie kanonicznej maja postaé

P (m,0) = ( ; ) P2 (m,0) = ( ’ )

Podobnie réwnanie dla antyczastki sprowadza sie do

<2/ 0 ) ( v/(m, 0) )_
0 O v,,(m,@) -
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gdzie spinory go(o‘)(m, 6) w bazie kanonicznej maja postaé

P (m,0) = ( ; ) P2 (m,0) = ( ’ )

Podobnie réwnanie dla antyczastki sprowadza sie do

2 0 vi(m,0) \ _ o
< 0 O)(V/I/(m,5)>_o = vi(m,0) =0,
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gdzie spinory go(a)(m, 6) w bazie kanonicznej maja postaé

P (m,0) = ( ; ) P2 (m,0) = ( ’ )

Podobnie réwnanie dla antyczastki sprowadza sie do

21 0 vi(m,0) \ _ o
< 0 O)(V/I/(m,5)>_o = vi(m,0) =0,

co nie ogranicza dwéch dolnych sktadowych spinora v(m,0).
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Zndéw otrzymaliSmy dwa liniowo niezalezne rozwigzania dla spinora
antyczastki w uktadzie spoczynkowym

o = 0
V( )(m70) = < X(a)(m 6) > :07 o = 1727
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Zndéw otrzymaliSmy dwa liniowo niezalezne rozwigzania dla spinora
antyczastki w uktadzie spoczynkowym

o = 0
V( )(m70) = < X(a)(m 6) > :07 o = 1727

-,

gdzie spinory x(* ) ,0) w bazie kanonicznej maja postac
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Zndéw otrzymaliSmy dwa liniowo niezalezne rozwigzania dla spinora
antyczastki w uktadzie spoczynkowym

o = 0
V( )(m70) = < X(a)(m 6) > :07 o = 1727

gdzie spinory X(a)(m, 6) w bazie kanonicznej maja postac

Uzyliémy tu innego symbolu dla spinoréw bazowych ¢(®)(m, 6) i
X (m,0), gdyz w innej bazie niz kanoniczna moga one mie¢
rézna postac.
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Aby znalez¢ rozwigzania dla czastki i antyczastki o czteropedzie k*
wykorzystamy tozsamosé

(K=m)(K+m) =
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Aby znalez¢ rozwigzania dla czastki i antyczastki o czteropedzie k*
wykorzystamy tozsamosé

K—m)(K+m) = —m*=k>—m*>= 0.

Skorzystaliémy tu z réwnosci 2 = k2, ktéra zachodzi dla
dowolnego czterowektora o komutujacych sktadowych.
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Aby znalez¢ rozwigzania dla czastki i antyczastki o czteropedzie k*
wykorzystamy tozsamosé

(K=m)(f+m) = —m? =k —m* = 0.
Skorzystaliémy tu z réwnosci 2 = k2, ktéra zachodzi dla
dowolnego czterowektora o komutujacych sktadowych.

Rzeczywiscie

1 1
K= ki k” = S kK 4 Sk K
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Aby znalez¢ rozwigzania dla czastki i antyczastki o czteropedzie k*
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Aby znalez¢ rozwigzania dla czastki i antyczastki o czteropedzie k*
wykorzystamy tozsamosé

K—m)(K+m) = —m*=k>—m*>= 0.

Skorzystaliémy tu z réwnosci 2 = k2, ktéra zachodzi dla
dowolnego czterowektora o komutujacych sktadowych.
Rzeczywiscie

1 1
B2o= okt k= EW%WW + E%Vukyku
1

1
= 5 O+ ) KK = 5 28 kMK = K2,
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Poniewaz réwnanie Diraca w przestrzeni pedowej ma postaé

(kK —m)u(k) = 0,
(k+m)v(k) = 0,
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Poniewaz réwnanie Diraca w przestrzeni pedowej ma postaé

(kK —m)u(k) = 0,
(k+m)v(k) = 0,

to rozwiazania dla czastki i antyczastki mozemy zapisaé w formie

K+ m

W= e

u(o‘)(m, 6),
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Poniewaz réwnanie Diraca w przestrzeni pedowej ma postaé

(kK —m)u(k) = 0,
(k+m)v(k) = 0,

to rozwiazania dla czastki i antyczastki mozemy zapisaé w formie

o +m o A
W (k) = \/kmu( )(m,0),
v(“)(k)
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Poniewaz réwnanie Diraca w przestrzeni pedowej ma postaé

(k—m)u(k) =
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Poniewaz réwnanie Diraca w przestrzeni pedowej ma postaé

(k—m)u(k) =
(K+m)v(k) =

to rozwiazania dla czastki i antyczastki mozemy zapisaé w formie

0,
0,

e +m e n
W (k) = \/kmu( )(m,0),

@ —Ftm o N
vO(k) = \/L—im‘/( )(m,0),

gdzie u(®(m,0) i v(®)(m,0) sa rozwigzaniami w uktadzie
spoczynkowym,
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Poniewaz réwnanie Diraca w przestrzeni pedowej ma postaé

(k—m)u(k) =
(K+m)v(k) =

to rozwiazania dla czastki i antyczastki mozemy zapisaé w formie

0,
0,

e +m e n
W (k) = \/kmu( )(m,0),

@ —Ftm o N
vO(k) = \/L—im‘/( )(m,0),

gdzie u(®(m,0) i v(®)(m,0) sa rozwigzaniami w uktadzie
spoczynkowym, a 1/+/E + m jest czynnikiem normalizacyjnym.
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Zauwazmy, ze taka samga postaé zwigzkéw pomiedzy spinorami w
uktadzie, w ktérym czastka lub antyczastka porusza sie z
czteropedem k*, ze spinorami w jej uktadzie spoczynkowym
otrzymamy niezaleznie od wyboru reprezentacji macierzy Diraca.
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Zauwazmy, ze taka samga postaé zwigzkéw pomiedzy spinorami w
uktadzie, w ktérym czastka lub antyczastka porusza sie z
czteropedem k*, ze spinorami w jej uktadzie spoczynkowym
otrzymamy niezaleznie od wyboru reprezentacji macierzy Diraca.
Natomiast konkretna postaé spinoréw u(®(k), v(®)(k), u(®)(m,0)
i v(@)(m,0) moze by¢ inna.
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Znajdzmy jawnga postac spinoréw dla czastki i antyczastki w
reprezentacji Diraca.

0 __ / 0 i 0 g;
’y_ O _/ ) ’Y— —0; 0 I

gdzie g, i = 1,2, 3, s3 macierzami Pauliego.
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Znajdzmy jawnga postac spinoréw dla czastki i antyczastki w
reprezentacji Diraca.

0 __ / 0 i 0 g;
’y_ O _/ ) ’Y— —0; 0 I

gdzie g, i = 1,2, 3, s3 macierzami Pauliego.
W tym celu obliczmy najpierw

—

ko= kv, =k — k. 5=
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Znajdzmy jawnga postac spinoréw dla czastki i antyczastki w
reprezentacji Diraca.

0 __ / 0 i 0 g;
’y_ O _/ ) ’Y— —0; 0 I

gdzie g, i = 1,2, 3, s3 macierzami Pauliego.
W tym celu obliczmy najpierw

- I 0 > 0 ¢
— kM~ — KONO0 5 — —
K = k'yy=kv —k-5 E(O—/) k(_(}, 0)
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Znajdzmy jawnga postac spinoréw dla czastki i antyczastki w
reprezentacji Diraca.

0 __ / 0 i 0 g;
’y_ O _/ ) ’Y— —0; 0 I

gdzie g, i = 1,2, 3, s3 macierzami Pauliego.
W tym celu obliczmy najpierw
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W takim razie spinor dla czastki w reprezentacji Diraca ma postaé

«a +m «a o
dO (k) = \fm 4 (m, §)
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B 1 E+m —k-& ©(@)(m, 0)
T VE+m\ k- —E4+m 0
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W takim razie spinor dla czastki w reprezentacji Diraca ma postaé

U@ (k) = Kt+m

vVE+m

B 1 E+m —k-& ©(@)(m, 0)
" VEtm\ k- —E+m 0
B <\/E—|— go(“(mﬁ))

VE+tm go(a)(m 0) '

ut*)(m, 0)
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Podobnie znajdujemy postac spinora dla antyczastki w
reprezentacji Diraca

_k_|_m

W= e

v(®)(m, 0)

Rozwigzania swobodnego réwnania Diraca 14/62



Podobnie znajdujemy postac spinora dla antyczastki w
reprezentacji Diraca

v@(k) = \_/%v(a)(m,m
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Podobnie znajdujemy postac spinora dla antyczastki w
reprezentacji Diraca

v@(k) = \_/%v(a)(m,m

B 1 —E+m k-G 0
- VE+m\ —k-& E+m X (m, 0)
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Podobnie znajdujemy postac spinora dla antyczastki w
reprezentacji Diraca

«a —ftm 0
vi@(k) = \/Lﬁ v(®)(m, 0)

B 1 —E+m k-G 0
- VE+m\ —k-& E+m X (m, 0)
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Podobnie znajdujemy postac spinora dla antyczastki w
reprezentacji Diraca
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Zadanie. Pokaza¢ nastepujace zwigzki ortogonalnosci dla spinoréw
Diraca w przestrzeni pedowej

k)P (k) =2mdng, T (k)P (k) =0,
0.

VO (k) = —2mbas, 7 (k)uP (k)
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Zadanie. Pokaza¢ nastepujace zwigzki ortogonalnosci dla spinoréw
Diraca w przestrzeni pedowej

i (k)P (k) =2mbas, T (k)P (k) =0,
VO KWO (k) = —2mbag, ¥ (k)u®) (k) = 0.

Zadanie. Pokaza¢ nastepujace zwiazki zupetnosci dla spinoréw
Diraca w przestrzeni pedowej

ST Ul (K)aM k) = (K m),,.

2
Sk K) = (K- m),,.

Rozwigzania swobodnego réwnania Diraca 15/62



Zdefiniujmy operatory rzutowe

1 3 K+ m
_ LS e ei@py < KEm
Ai(k) = 2m 2" (k) @ T(k) = — =,
1 2 « —(« —K+m
A(k) = —5- v®(k) @ v (k) = ém .
a=1
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Zdefiniujmy operatory rzutowe

1 3 K+ m
Ap(k) = — @) @ a@ (k)= 1——
+(k) 2ma:1u (k) @ T(k) = — =,
1 2 « —(« —K+m
A(k) = —5- v®(k) @ v (k) = ém .
a=1

Zauwazmy, ze

(k+m) =
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Zdefiniujmy operatory rzutowe

1 3 K+ m
Ap(k) = — @) @ a@ (k)= 1——
W) = S e dm =t
1 2 « —(« —K+m
a=1

Zauwazmy, ze

(K + m)? = 2 +2mf + m* =
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1 3 K+ m
Ap(k) = — @) @ a@ (k)= 1——
+(k) 2ma:1u (k) @ T(k) = — =,
1 2 « —(a —K+m
A(k) = —5- v®(k) @ v (k) = ém .
a=1

Zauwazmy, ze

(K +m)? = k2 +2mf + m* = 2mk + 2m* =
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Zdefiniujmy operatory rzutowe

1 3 K+ m
Ap(k) = — @) @ a@ (k)= 1——
W) = S e dm =t
1 2 « —(« —K+m
a=1

Zauwazmy, ze

K+ m)* = B2 +2mf + m? = 2mf +2m? = 2m (k + m) .
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Zdefiniujmy operatory rzutowe

1 3 K+ m
Ap(k) = — @) @ a@ (k)= 1——
W) = S e dm =t
1 2 « —(« —K+m
a=1

Zauwazmy, ze

K+ m)* = B2 +2mf + m? = 2mf +2m? = 2m (k + m) .

Dlatego
+m K+m =
A = K () _
+( )U ( ) om \/m u (m70)
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Zdefiniujmy operatory rzutowe

1 3 K+ m
Ap(k) = — @) @ a@ (k)= 1——
W) = S e dm =t
1 2 « —(« —K+m
a=1

Zauwazmy, ze

K+ m)* = B2 +2mf + m? = 2mf +2m? = 2m (k + m) .

Dlatego
+m K+m =
Ay @ (k) < K (a) — @),
+( )U ( ) om \/m u (m70) u ( )
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Podobnie, poniewaz

(~k+m)? =
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Podobnie, poniewaz

(—K+m)* =42 —2mf + m? =

Rozwigzania swobodnego réwnania Diraca 17/62



Podobnie, poniewaz

(—f+m)? =2 —2mf+ m?> = —2mf +2m? =
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Podobnie, poniewaz

(—f+m)P = —2mf+m? = —2mk +2m? = 2m (—K + m),

Rozwigzania swobodnego réwnania Diraca 17/62



Podobnie, poniewaz

(—f+m)P = —2mf+m? = —2mk +2m? = 2m (—K + m),

to
A_(K)v(@) (k) = _é;m _Z:’;’; V@) (m, 0) =
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Podobnie, poniewaz

(—k+m)P? =K —2mf+m? = —2mf +2m? = 2m (—f + m),

to
A— (k)W (k) = _é:;m \_/i% v (m,0) = v(9(k).
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Podobnie, poniewaz

(—f+m)P = —2mf+m? = —2mk +2m? = 2m (—K + m),

to
A— (k)W (k) = _é:;m \_/i% v (m,0) = v(9(k).

Natomiast z tozsamosci

(—k+m)(k+m)=(Kk+m)(—k+m)=
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Podobnie, poniewaz

(—k+m)P? =K —2mf+m? = —2mf +2m? = 2m (—f + m),

to
A— (k)W (k) = _é:;m \_/i% v (m,0) = v(9(k).

Natomiast z tozsamosci

(k= m) (k= m) = (K4 m) (K +m) = — 2+ P =
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Podobnie, poniewaz

(—k+m)P? =K —2mf+m? = —2mf +2m? = 2m (—f + m),

to
A— (k)W (k) = _é:;m \_/i% v (m,0) = v(9(k).

Natomiast z tozsamosci

(K m) (K m) = (K +m) (—k +m) = — 2+ m? =0
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Podobnie, poniewaz

(—f+m)P = —2mf+m? = —2mk +2m? = 2m (—K + m),

to

_km ftm
2m  E+m

Natomiast z tozsamosci

A_(K)V(®) (k) V@ (m,0) = v(®)(k).

(K m) (K m) = (K +m) (—k +m) = — 2+ m? =0

wynika, ze
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Podobnie, poniewaz

(—f+m)P = —2mf+m? = —2mk +2m? = 2m (—K + m),

to

_km ftm
2m  E+m

Natomiast z tozsamosci

A_(K)V(®) (k) V@ (m,0) = v(®)(k).

(K m) (K m) = (K +m) (—k +m) = — 2+ m? =0

wynika, ze

Rozwigzania swobodnego réwnania Diraca



Czyli operatory A (k) i A_(k) rzutuja odpowiednio na stany o
dodatniej i ujemnej energii.
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Czyli operatory A (k) i A_(k) rzutuja odpowiednio na stany o
dodatniej i ujemnej energii.

Zadanie. Pokaza¢, ze operatory AL (k) spetniaja wtasnosci
idempotentnosci i zupetnosci, tzn.

NL(K) =Ax(k) 1 Ap(k)+A (k) =T
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Czyli operatory A (k) i A_(k) rzutuja odpowiednio na stany o
dodatniej i ujemnej energii.

Zadanie. Pokaza¢, ze operatory AL (k) spetniaja wtasnosci
idempotentnosci i zupetnosci, tzn.

NL(K) =Ax(k) 1 Ap(k)+A (k) =T

Tr Ay(k) = 2.
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Zadanie. Pokaza¢é, ze gestos¢ prawdopodbienstwa znalezienia
czastki lub antyczastki, reprezentowanej odpowiednio przez fale

ptaska d)gi))(x) lub Q,bgf)) (x), wynosi

B3 007 (x) = 9 (601 °6 %) (x) = 2B,
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Zadanie. Pokaza¢é, ze gestos¢ prawdopodbienstwa znalezienia
czastki lub antyczastki, reprezentowanej odpowiednio przez fale

ptaska @bgi))(x) lub Q,bgf)) (x), wynosi

B3 007 (x) = 9 (601 °6 %) (x) = 2B,

Zauwazmy, ze mamy po dwa stany z dodatnig i ujemna energia,
ktére do tej pory numerowaliSmy wskaznikami o, 3 = 1, 2.
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Zadanie. Pokaza¢é, ze gestos¢ prawdopodbienstwa znalezienia
czastki lub antyczastki, reprezentowanej odpowiednio przez fale

ptaska @bgi))(x) lub Q,bgf)) (x), wynosi

B3 007 (x) = 9 (601 °6 %) (x) = 2B,

Zauwazmy, ze mamy po dwa stany z dodatnig i ujemna energia,
ktére do tej pory numerowaliSmy wskaznikami o, 3 = 1, 2.

Aby opisaé te degeneracje skonstruujemy operatory rzutujace na
stany o okreslonej polaryzacji.
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Przypomnijmy, ze w reprezentacji Diraca spinory czastki i
antyczastki w uktadzie spoczynkowym maja postaé

- (@D (m. 0 -
) (m,0) = ( e ) o Vm0) = ( € m ) ) ’
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Przypomnijmy, ze w reprezentacji Diraca spinory czastki i
antyczastki w uktadzie spoczynkowym maja postaé

- (@D (m. 0 -
) (m,0) = ( e ) o Vm0) = ( € m ) ) ’
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Podziatajmy trzeciag macierza Pauliego na spinory bazowe
(®)(m, 0).
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Podziatajmy trzeciag macierza Pauliego na spinory bazowe
(®)(m, 0).
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Podziatajmy trzeciag macierza Pauliego na spinory bazowe

©(@)(m,0).
1 0 1)
(o % )(5)-

\./
I

U3¢(1)(
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Podziatajmy trzeciag macierza Pauliego na spinory bazowe
(®)(m, 0).

weed = (55 )(6)=(5)
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Podziatajmy trzeciag macierza Pauliego na spinory bazowe
(®)(m, 0).

0390(1)(’”76) = ( é _01 ) ( é ) = ( (])- ) = 90(1)(m76)7
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Podziatajmy trzeciag macierza Pauliego na spinory bazowe
(®)(m, 0).

0390(1)(’”76) = ( é _01 ) ( é ) = ( (])- ) = 90(1)(m76)7

o393 (m, 0)
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Podziatajmy trzeciag macierza Pauliego na spinory bazowe
(®)(m, 0).

0390(1)(’”76) = ( é _01 ) ( é ) = ( (])- ) = 90(1)(m76)7

o3p®(m,0) =
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Podziatajmy trzeciag macierza Pauliego na spinory bazowe
(®)(m, 0).

0390(1)(’”76) = ( é _01 ) ( é ) = ( (])- ) = 90(1)(m76)7
otns - (3 9)(2)-
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Podziatajmy trzeciag macierza Pauliego na spinory bazowe
(®)(m, 0).

0390(1)(’”76) = ( é _01 > ( é ) = ( (])- ) = 90(1)(m76)7
s - (3 (1) (2)
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Podziatajmy trzeciag macierza Pauliego na spinory bazowe
(®)(m, 0).

0390(1)(’”76) = ( é _01 > ( é ) = ( (])- ) = 90(1)(m76)7
e - (4)(5)-- (1) e
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Podziatajmy trzeciag macierza Pauliego na spinory bazowe
(®)(m, 0).

0390(1)(’”76) = ( é _01 > ( é > = ( (])- ) = 80(1)(m76)7
o3 (m.0) = (3 ° ) ( ° ) = - ( 0 ) = O (m.0).

Widzimy, ze spinory p(1)(m, 0) 0@ (m, O) sg wektorami wtasnymi
macierzy Pauliego o3 do wartosci wtasnych odpowiednio 1 i —1.
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Utwdrzmy macierz spinowa (h = 1)

Mt
Il

VR
o Q
QL ©
~_—

N =
N -
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Utwdrzmy macierz spinowa (h = 1)

(

1 -
p—

o Q

N |
N

QL ©
~_

i obliczmy

%23 U@ (m, §) =
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Utwdrzmy macierz spinowa (h = 1)

- 1/(¢
Z_2<0

1

N |

i obliczmy

1 ~_1(o3 0 (@ (m, 0)
- (c) —— 3 ¥ )
pxa u(m0) =3 ( 0 o3 ) ( 0
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Utwdrzmy macierz spinowa (h = 1)

- 1/(¢
Z_2<0

1

N |

i obliczmy

1 ~_1(o3 0 (@ (m, 0)
- (c) —— 3 ¥ )
pxa u(m0) =3 ( 0 o3 ) ( 0
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Utwdrzmy macierz spinowa (h = 1)

- 1/(¢
Z2<0

N~

i obliczmy

723 u(®)(m,0) =

2
_ 1 aggo(a)mO
2

—_
/N
w
S o
~—
/N
ﬁ/\
L2
o/‘\
3
o
N—r
~—
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Utwdrzmy macierz spinowa (h = 1)

- 1/(¢
Z2<0

N~

i obliczmy

723 u(®)(m,0) =

2
_ 1 aggo(a)mO
2

( (®)(m,0) ) _
0

[y
/N
w
S o
~—
/N
ﬁ/\
L2
o/‘\
3
o
N—r

N \
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Utwdrzmy macierz spinowa (h = 1)

- 1/(¢
z2<0

N~

i obliczmy

723 u(®)(m,0) =

2
_ 1 aggo(a)mO
2

[y
/N
w
S o
~—
/N
ﬁ/\
L2
o/‘\
3
o
N—r
~—

N \

( AN ) g
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Utwdrzmy macierz spinowa (h = 1)

- 1/(¢
z2<0

N~

i obliczmy

723 u(a)(m 0) % < 03 003 ) < SO(“)(Om,G) )

B 1 Uggo(a) (m, 0 w(a)(m, 6) o 1 (a) >
= 2( 0 = :|:2u (m,0),

gdzie —i—% odpowiada o« =1, a —5 odeW|ada a=2.
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=,

Podobnie, korzystajac z réwnosci p(®)(m,0) = x(®)(m, 0),
obliczamy

255 V(. 0) =
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=,

Podobnie, korzystajac z réwnosci p(®)(m,0) = x(®)(m, 0),
obliczamy

1 - 103 O 0
- (@) - 3 -
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=,

Podobnie, korzystajac z réwnosci p(®)(m,0) = x(®)(m, 0),
obliczamy

1 - 103 O 0
- (@) - 3 -
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=,

Podobnie, korzystajac z réwnosci p(®)(m,0) = x(®)(m, 0),
obliczamy
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=,

Podobnie, korzystajac z réwnosci p(®)(m,0) = x(®)(m, 0),

obliczamy
1 1({o03 O 0
- (@) - 3 -
223 v (mao) ( 0 o3 ) ( g0(04)(,,”’ 0) )
0
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=,

Podobnie, korzystajac z réwnosci p(®)(m,0) = x(®)(m, 0),

obliczamy
1 1({o03 O 0
- (@) - 3 -
223 v (mao) ( 0 o3 ) ( g0(04)(,,”’ 0) )
0
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Podobnie, korzystajac z réwnosci p(®)(m,0) = x(®)(m, 0),
obliczamy

1 - 103 O 0
= (@) i 3 o
=093 F 0 ) (ot )
1 0 1 0 1 -
- o = 4+ = . — 4= y(@
2 ( 0.390(a)(m’0) ) + > ( a)(m,O) > i2V (m;O)a

gdzie +% odpowiada a =1, a —% odpowiada a = 2.
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=,

Podobnie, korzystajac z réwnosci p(®)(m,0) = x(®)(m, 0),
obliczamy

1 - 103 O 0
- (@) - 3 .
0

1 0 1 1 -
= - . - 4+ = . — 42yl
2 ( 0.390(a)(m’0) ) + > ( S0(04)(m’0) > i2V (m;O)a

gdzie +% odpowiada a =1, a —% odpowiada a = 2.

Widzimy, ze dwukrotna degeneracja standw o tej samej energii ma
zwigzek ze spinem s = % czastki lub antyczastki opisywanej
réwnaniem Diraca.

Rozwigzania swobodnego réwnania Diraca 23/62



Mozna pokazaé, ze operator rzutujacy na stany o okreslonym
rzucie spinu na kierunek wyznaczony przez wektor i ma w
dowolnej reprezentacji macierzy Diraca, w uktadzie, ktérym
czteroped czastki wynosi k* postaé

1
P(”):E(H-f—%ﬁ), gdzie n-k =0, n? =—1.
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Zadanie. Pokaza¢, ze operator P(n) ma nastepujace wtasnosci:
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Mozna pokazaé, ze operator rzutujacy na stany o okreslonym
rzucie spinu na kierunek wyznaczony przez wektor i ma w
dowolnej reprezentacji macierzy Diraca, w uktadzie, ktérym
czteroped czastki wynosi k* postaé

1
P(”):E(H-f—%ﬁ), gdzie n-k =0, n? =—1.

Zadanie. Pokaza¢, ze operator P(n) ma nastepujace wtasnosci:

@ P?(n) = P(n),

Rozwigzania swobodnego réwnania Diraca 24/62




Mozna pokazaé, ze operator rzutujacy na stany o okreslonym
rzucie spinu na kierunek wyznaczony przez wektor i ma w
dowolnej reprezentacji macierzy Diraca, w uktadzie, ktérym
czteroped czastki wynosi k* postaé

1
P(”):E(H-f—%ﬁ), gdzie n-k =0, n? =—1.

Zadanie. Pokaza¢, ze operator P(n) ma nastepujace wtasnosci:
@ P?(n) = P(n),
@ [A:(k), P(n)] =0,
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Mozna pokazaé, ze operator rzutujacy na stany o okreslonym
rzucie spinu na kierunek wyznaczony przez wektor i ma w
dowolnej reprezentacji macierzy Diraca, w uktadzie, ktérym
czteroped czastki wynosi k* postaé

1
P(”):E(H-f—%ﬁ), gdzie n-k =0, n? =—1.

Zadanie. Pokaza¢, ze operator P(n) ma nastepujace wtasnosci:
@ P?(n) = P(n),
Q [A:L(k),P(n)] =0,
Q@ AL(k)P(n)+ A_(k)P(n) + Ap(k)P(—n) + A_(k)P(—n) =1,
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Mozna pokazaé, ze operator rzutujacy na stany o okreslonym
rzucie spinu na kierunek wyznaczony przez wektor i ma w
dowolnej reprezentacji macierzy Diraca, w uktadzie, ktérym
czteroped czastki wynosi k* postaé

1
P(”):E(H-f—%ﬁ), gdzie n-k =0, n? =—1.

Zadanie. Pokaza¢, ze operator P(n) ma nastepujace wtasnosci:
@ P?(n) = P(n),
@ [A:(k), P(n)] =0,
Q@ AL(k)P(n)+ A_(k)P(n) + Ap(k)P(—n) + A_(k)P(—n) =1,
Q Tr (AL(k)P(n)) =1.
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Szczegblne znaczenie ma nastepujacy wyboér czterowektora n:

oo (K E KN
m m’k|
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Szczegblne znaczenie ma nastepujacy wyboér czterowektora n:

oo (K E KN
m m’k|

Zadanie. Pokaza¢é, ze czterowektor nj, spetnia wymagane
wtasnosci, tzn. nﬁ =—1in,-k=0.
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Szczegblne znaczenie ma nastepujacy wyboér czterowektora n:

oo (K E KN
m m’k|

Zadanie. Pokaza¢é, ze czterowektor nj, spetnia wymagane
wtasnosci, tzn. nﬁ =—1in,-k=0.

Operator P(nk) rzutuje na stany o okreslonej skretnosci, ktéra jest
rzutem spinu na kierunek pedu

‘R‘l

-

>

Il
N -
X
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Zadanie. Pokazaé, ze

P(ni)As (k) = % (M Z;k> A (k).
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Zadanie. Pokazaé, ze

Pl (K) = 3 (M Z,E") A (k)

Stad wynika, ze operator P(ny) rzutuje na stany o dodatniej
skretnosci i dodatniej energii oraz na stany o ujemnej skretnosci i
ujemnej energii.
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Zadanie. Pokazaé, ze

Pl (K) = 3 (M Z,E") A (k)

Stad wynika, ze operator P(ny) rzutuje na stany o dodatniej
skretnosci i dodatniej energii oraz na stany o ujemnej skretnosci i
ujemnej energii.

W granicy ultrarelatywistycznej, E > m = E = \/k2 + m? ~ |l?|

. [kl E k E k) kK
n, — —_— — e —
k m’m |k m’ m m

i operator rzutujacy na stany o okreslonej skretnosci ma postaé

Pl =1 (142,
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W tym przypadku
P(EnAL(k) =

T

2m

2
1+
2

k k 1k+m 1 m?+ mk
) = 4 Vo
m 2 2m 2 2m

1

L s (K),

Rozwigzania swobodnego réwnania Diraca 27/62



W tym przypadku

P(=mOA. (k)

P(+n )N (k)

gdzie wykorzystaliémy tozsamo$é K2 = k% = m?.

2
1
2

2
1-
2
1-
2

1 m 1 m*+m
( fi) - 2k2~+m £y :
s ek I L, (o),
< TN fq) k—l— m
ker; ;75_m2r::2mk
kz;m ;75—4(2n+7m: %(1:F’75)/\—(k)-

2

W granicy ultrarelatywistycznej czastki mozna traktowaé jako

bezmasowe.
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Jak pokazemy w dalszym ciggu wyktfadu, spinory Diraca
reprezentujace czastki bezmasowe sg stanami wtasnymi macierzy
v5, Nazywanej czasem operatorem chiralnosci, a odpowiednie
wartosci wiasne przyjmuja wartosci +1, co najlepiej widaé z jawnej
postaci macierzy v5 w reprezentacji Weyla:

/0
v5 =i’y = ( 0 ) :
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Jak pokazemy w dalszym ciggu wykfadu, spinory Diraca
reprezentujace czastki bezmasowe sg stanami wtasnymi macierzy
~s5, nazywanej czasem operatorem chiralnosci, a odpowiednie
wartosci wiasne przyjmuja wartosci +1, co najlepiej widaé z jawnej
postaci macierzy v5 w reprezentacji Weyla:

/0
v5 =i’y = ( 0 ) :

Fermiony o chiralnosci +1 nazywamy prawymi i oznaczamy
symbolem R, a fermiony o chiralno$ci —1 nazywamy lewymi i
oznaczamy symbolem L.
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Jak pokazemy w dalszym ciggu wykfadu, spinory Diraca
reprezentujace czastki bezmasowe sg stanami wtasnymi macierzy
~s5, nazywanej czasem operatorem chiralnosci, a odpowiednie
wartosci wtasne przyjmuja wartosci =1, co najlepiej widac z jawnej
postaci macierzy v5 w reprezentacji Weyla:

/0
v5 =i’y = ( 0 ) :

Fermiony o chiralnosci +1 nazywamy prawymi i oznaczamy
symbolem R, a fermiony o chiralno$ci —1 nazywamy lewymi i
oznaczamy symbolem L.

Operatory rzutujace na stany o okre$lonej chiralnosci maja w
zwigzku z tym postaé

1 1
Pr=501-7),  Pr=5(1+1)
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Na podstawie wzoréw
PEmIAL(K) = (1% 3)A(K),
PLEmOA-(K) = S(LF )\ (K)

widzimy, ze w granicy ultrarelatywistycznej skretnos¢ czastki jest

zgodna, a skretnos$¢ antyczastki jest przeciwna do jej chiralnosci.
Te ostatnia mozemy okresli¢ tylko dla czastki bezmasowe].
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Znajdzmy spinory Diraca w bazie skretnosci. Dwuwymiarowe

spinory bazowe powinny by¢ funkcjami wtasnymi operatora rzutu
%, gdzie & = [01, 02, 03], jest
wektorem utworzonym z macierzy Pauliego

(01 (0 —i (10
=110 ) 27\ o) " 0o 21

a wektor jednostkowy k okreéla kierunek pedu czastki. We
wspotrzednych sferycznych k = (sin 6 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 6).

spinu %hc}' na kierunek pedu k=
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Znajdzmy spinory Diraca w bazie skretnosci. Dwuwymiarowe

spinory bazowe powinny by¢ funkcjami wtasnymi operatora rzutu
k.
Al
wektorem utworzonym z macierzy Pauliego

(01 (0 —i (10
=110 ) 27\ o) " 0o 21

a wektor jednostkowy k okreéla kierunek pedu czastki. We
wspotrzednych sferycznych k = (sin 6 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 6).
Dlatego iloczyn ¢ - k = o1ky + o2ko + 03ks ma postaé

A cos @ sin @(cos ¢ — isin )
k = : .
sin §(cos ¢ + isin p) — cos 6

- cosf sinfe ¥
o sinfe? —cosh |-

spinu %hc}' na kierunek pedu k = £ gdzie & = [01,02,03], jest

ag-
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Rozwazmy réwnanie wtasne

& - koM (k) = AW (k).
Niezerowe wartosci wtasne A istnieja, tylko jesli

cosh — N\ sinfe ¥
sinfe’® —cosf — \

‘_o.

Skad otrzymujemy réwnanie na wartosci wtasne
A —cos?f—sin?0=0 = IN=1 = \==+1

W takim razie rozpatrywane réwnanie wtasne mozemy zapisaé
nastepujaco
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Zapiszmy poszukiwane funkcje wtasne w(i)(lA() w formie

P (k) = ( b )

i zatézmy, ze sa one unormowane. Rozwazmy réwnanie macierzowe
cosf —1 sinfe™'¥ a \ _g
sinfe'? —cosf —1 b, | 7

skad otrzymujemy dwa réwnania na sktadowe spinora ap(ﬂ(/A()

(cos® —1)ay +sinfe™¢b, = 0
sinfe'a; — (14 cosf)b, =

Réwnania te s3 zalezne, gdyz wyznacznik uktadu znika.
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Dlatego pominmy drugie i rozwazmy pierwsze z nich.

(1 — cosf)ay =sinfe b,

ale
0 0 0 0
cosf = cosZE:cos2§—sin2§:1—2sin277
0 0
sinf = sin2§:2sin§cos§,

wiec nasze réwnanie mozemy zapisa nastepujaco

0 6 6 _;
2'sin? 53+ = 2sin 5 cos Ee*’*"bJr.

Skad otrzymujemy zwigzek

Rozwigzania swobodnego réwnania Diraca 33/62



Skorzystajmy z warunku normalizacji

T S a
(P(+) (P(+) =1 = (a_’_,b_i_)( bi > =1 = |3+|2+|b+|2 =1

i wykorzystajmy zwigzek

-0
sing .
2 i
+ = e'Yay,
cos 5
wtedy otrzymamy réwnanie
£ 20 2
sin” 5 a 0
lay 21+ 229 = |+2|9:1 = |ay|*> =cos® =
cos? 5 cos? 5 2

Wybierzmy faze dowolna w ostatnim réwnaniu jako 1, wtedy
a}; = cos 5, a spinor ©(F) (k) bedzie miat postaé

SD(+)(f():< cos )

in 8 aie
sin 5 e
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Dla A = —1 otrzymamy réwnanie macierzowe

cosf +1 sinfe ¥ e

sinfle'? —cosf+1 b ) 7
Wykorzystujac takie same tozsamosci trygonometryczne jak
poprzednio, pierwsze réwnanie mozemy zapisaé jako

0 0 0 _.:
2cos® —a_ +2sin—=cos~e "Ph_ = 0.
2 2
Skad otrzymujemy zwigzek
sin .

a =——2¢7%p .
cos 5
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Wykorzystujac zwigzek

.9

sin% .

a =——2¢7%p .
cos 5

w warunku normalizacji <p(*)T<p(*) = 1 otrzymamy

Y 2

sin© 3 b_
|a_|2_|_’b_‘2:]_ = 720 +1 |b_‘2: | ’0 =1.

cos? 5 cos? 5

Tak jak poprzednio, wybierzmy faze dowolng w ostatnim réwnaniu
jako 1, wtedy b_ = cosg, a spinor (=) (k) bedzie miat posta¢

n _cin 0 a—ip
w()(k)=< *nag )

COs 5
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Spinory dwusktadnikowe (&) (k) sa funkcjami wiasnymi operatora

|~

,hg k= -hao -

r\)\l—l
=

ktéry okresla rzut spinu czastki na kierunek jej pedu. Wartosci
wiasne tego operatora nazywamy skretnoscia (ang. helicity). Jak
pokazalismy dla czastki o spine % skretno$é moze przyjmowac tylko
dwie wartosci j:%. Dla wygody, czesto uzywamy podwojonej
skretnosci A = +1.
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Spinory dwusktadnikowe (&) (k) sa funkcjami wiasnymi operatora

|~

,hg k= -hao -

r\)\l—l
=

ktéry okresla rzut spinu czastki na kierunek jej pedu. Wartosci
wiasne tego operatora nazywamy skretnoscia (ang. helicity). Jak
pokazalismy dla czastki o spine % skretno$é moze przyjmowac tylko
dwie wartosci j:%. Dla wygody, czesto uzywamy podwojonej
skretnosci A = +1.

Spinory dla A = +1 i A = —1 nazywamy, odpowiednio,
prawoskretnym (R) i lewoskretnym (L) spinorem Weyla.
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Spinory dwusktadnikowe (&) (k) sa funkcjami wiasnymi operatora

|~

,hg k= -hao -

r\)\l—l
=

ktéry okresla rzut spinu czastki na kierunek jej pedu. Wartosci
wiasne tego operatora nazywamy skretnoscia (ang. helicity). Jak
pokazalismy dla czastki o spine % skretno$é moze przyjmowac tylko
dwie wartosci j:%. Dla wygody, czesto uzywamy podwojonej
skretnosci A = +1.

Spinory dla A = +1 i A = —1 nazywamy, odpowiednio,
prawoskretnym (R) i lewoskretnym (L) spinorem Weyla.

Podsumujmy.

(%) _cin 8l
(+) Y — ~ _ COS2' (_) Y — ~ _ S|n2e
P D(k) = pr(k) (9> P (k) = (k) ( s )
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Spinory Diraca w bazie skretnosci dla czastki otrzymamy tak jak
poprzednio wykorzystujac tozsamosé

(K=m)(f+m) =k —m*=k?—m>= 0

i macierze v* w reprezentacji Diraca

0 / 0 i 0 gj
Y= 0 —I ) v = — 0 I

gdzie oj, i = 1,2,3, s3 macierzami Pauliego.

Ny = kEm (M(h)
VE+m 0
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Spinory Diraca w bazie skretnosci dla czastki otrzymamy tak jak
poprzednio wykorzystujac tozsamosé

(K=m)(f+m) =k —m*=k?—m>= 0

i macierze v* w reprezentacji Diraca

0 / 0 i 0 gj
Y= 0 —I ) v = — 0 I

gdzie oj, i = 1,2,3, s3 macierzami Pauliego.
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Spinory Diraca w bazie skretnosci dla czastki otrzymamy tak jak
poprzednio wykorzystujac tozsamosé

(K=m)(f+m) =k —m*=k?—m>= 0

i macierze v* w reprezentacji Diraca

0 / 0 i 0 gj
Y= 0 —I ) v = — 0 I

gdzie oj, i = 1,2,3, s3 macierzami Pauliego.

Ny = kEm (M(h)
VE+m 0

B 1 E+m —k-& oM (k)
~ VE+m\ k- —E+m 0
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Spinory Diraca w bazie skretnosci dla czastki otrzymamy tak jak
poprzednio wykorzystujac tozsamosé

(K=m)(f+m) =k —m*=k?—m>= 0

i macierze v* w reprezentacji Diraca

0 / 0 i 0 gj
Y= 0 —I ) v = — 0 I

gdzie oj, i = 1,2,3, s3 macierzami Pauliego.

Ny = kEm (M(h)
VE+m 0

B 1 E+m —k-& oM (k)
~ VE+m\ k- —E+m 0
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Spinory Diraca w bazie skretnosci dla czastki otrzymamy tak jak
poprzednio wykorzystujac tozsamosé

(K=m)(f+m) =k —m*=k?—m>= 0

i macierze v* w reprezentacji Diraca

0 / 0 i 0 gj
Y= 0 —I ) v = — 0 I

gdzie oj, i = 1,2,3, s3 macierzami Pauliego.

Ny = kEm (M(h)
VE+m 0

B 1 E+m —k-& oM (k)
~ VE+m\ k- —E+m 0

1 ( (€ +m) oM (k) )

VE+m Akl (k)
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Wykorzystujac zwigzek |k| = VE2 — m?2 = /(E — m)(E + m)
otrzymamy

W (k) = (E+m)eWN(k) \ _ [ VE+meW(k)
TVE+m\ MKk ) T\ AWE=meW(k) )
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Wykorzystujac zwigzek |k| = VE2 — m?2 = /(E — m)(E + m)

otrzymamy
Ny =L ((E-m D)) _ ([ VELm (k)
TVETm\ MKk ) T WE=m (k) )

Aby poprawnie zdefiniowa¢ spinory Diraca dla antyczastki,
rozwazmy operacje sprzezenia fadunkowego C.
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Rozwazmy ruch czastki o tadunku elektrycznym g w polu
elektromagnetycznym (EM) o czteropotencjale

Al (x) = (¢(x), A(x)), gdzie x jest czterowektorem potozenia
czastki w czasoprzestrzeni Minkowskiego, x* = (ct, X) = (x°, X).
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Rozwazmy ruch czastki o tadunku elektrycznym g w polu
elektromagnetycznym (EM) o czteropotencjale

Al (x) = (¢(x), A(x)), gdzie x jest czterowektorem potozenia
czastki w czasoprzestrzeni Minkowskiego, x* = (ct, X) = (x°, X).
Z kursu Mechaniki klasycznej i relatywistycznej pamietamy, ze
oddziatywanie z zewnetrznym polem EM uwzgledniamy dokonujac
podstawien

p—pP—qA,  E—E—qo,

gdzie przyjeliSmy ¢ = 1. Reguta podstawienia dla energii wynika z
faktu, ze w hamiltonianie czastki natadowanej w polu EM pojawia
sie wyraz qo.
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Rozwazmy ruch czastki o tadunku elektrycznym g w polu
elektromagnetycznym (EM) o czteropotencjale

Al (x) = (¢(x), A(x)), gdzie x jest czterowektorem potozenia
czastki w czasoprzestrzeni Minkowskiego, x* = (ct, X) = (x°, X).
Z kursu Mechaniki klasycznej i relatywistycznej pamietamy, ze
oddziatywanie z zewnetrznym polem EM uwzgledniamy dokonujac
podstawien

p—pP—qA,  E—E—qo,

gdzie przyjeliSmy ¢ = 1. Reguta podstawienia dla energii wynika z
faktu, ze w hamiltonianie czastki natadowanej w polu EM pojawia

sie wyraz qo.
W przypadku relatywistycznym obie te reguty maja postac

i iz I
pt — pt — qAH,
a dla operatora pedu w reprezentacji potozeniowe;j
10, — 10, — qA,.



Dlatego rownanie Diraca dla czastki o tadunku elektrycznym g
znajdujacej sie w polu elektromagnetycznym (EM) o
czteropotencjale A* ma postaé

(i7" 0 — gy Ay — m) P(x) = 0.
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Dlatego rownanie Diraca dla czastki o tadunku elektrycznym g
znajdujacej sie w polu elektromagnetycznym (EM) o
czteropotencjale A* ma postaé

(i7" 0u — 7" Ay — m) 1h(x) = 0.
Dokonajmy zamiany czastki na antyczastke, co odpowiada
nastepujagcym podstawieniom w réwnaniu Diraca
q——q,  ¥(x) = P(x).
Chcemy, aby powyzsze przeksztatcenie byto lokalne i aby jego

dwukrotne zastosowanie sprowadzato sie do niemierzalnego
czynnika fazowego.
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Dlatego rownanie Diraca dla czastki o tadunku elektrycznym g
znajdujacej sie w polu elektromagnetycznym (EM) o
czteropotencjale A* ma postaé

(i7" 0 — gy Ay — m) P(x) = 0.

Dokonajmy zamiany czastki na antyczastke, co odpowiada
nastepujacym podstawieniom w réwnaniu Diraca

q——q,  P(x) = P(x).
Chcemy, aby powyzsze przeksztatcenie byto lokalne i aby jego
dwukrotne zastosowanie sprowadzato sie do niemierzalnego
czynnika fazowego. W jego wyniku réwnanie Diraca przyjmuje
postaé

(iv"Ou + gy Ay — m)¥°(x) = 0.
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Dlatego rownanie Diraca dla czastki o tadunku elektrycznym g
znajdujacej sie w polu elektromagnetycznym (EM) o
czteropotencjale A* ma postaé

(i7" 0 — gy Ay — m) P(x) = 0.

Dokonajmy zamiany czastki na antyczastke, co odpowiada
nastepujacym podstawieniom w réwnaniu Diraca

q——q,  P(x) = P(x).
Chcemy, aby powyzsze przeksztatcenie byto lokalne i aby jego
dwukrotne zastosowanie sprowadzato sie do niemierzalnego
czynnika fazowego. W jego wyniku réwnanie Diraca przyjmuje
postaé

(iv"Ou + gy Ay — m)¥°(x) = 0.

Sprzegnijmy hermitowsko wyjéciowe réwnanie Diraca

ot (=i 04 — () Ay = m) =0,
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gdzie strzatka na pochodng czastkowa oznacza, ze dziata ona na
lewo na spinor ¢(x).
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gdzie strzatka na pochodng czastkowa oznacza, ze dziata ona na
lewo na spinor ¢(x).

Pomnézmy to réwnanie prawostronnie przez macierz 4° i wstawmy
(7°)? = 1 pomiedzy spinor 1(x) i wyrazenia w nawiasie, wtedy
otrzymamy réwnanie

W2 (=) 9 — a(r) A = m)1° =0,

ktére mozemy przepisa nastepujaco

7 (=" ()10, = 0 ° (") 1A, = m) =0,

gdzie wprowadziliémy barowany spinor Dirac 1) = 1)T~°.
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gdzie strzatka na pochodng czastkowa oznacza, ze dziata ona na
lewo na spinor ¢(x).

Pomnézmy to réwnanie prawostronnie przez macierz 4° i wstawmy
(7°)? = 1 pomiedzy spinor 1(x) i wyrazenia w nawiasie, wtedy
otrzymamy réwnanie

W2 (=) 9 — a(r) A = m)1° =0,

ktére mozemy przepisa nastepujaco

7 (=" ()10, = 0 ° (") 1A, = m) =0,

gdzie wprowadziliémy barowany spinor Dirac 1) = 1)1~°.
Skorzystajmy z whasnsoéci YT = 707#Hq0 = A0 41T 0 — i
wtedy otrzymamy réwnanie

P (—i’y”gu - qgyMA, — m) =0.
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Dokonajmy transpozycji tego réwnania

(") (10 + gAy) — m) 27 = 0.
Pomnézmy lewostronnie przez nieosobliwg macierz C i wstawmy

C~1C =1 pomiedzy )T i wyrazenie w nawiasie, wtedy otrzymamy
réwnanie

(€T C M0, + gAw) —m) COT =0,
ktére jest rownowazne réwnaniu Diraca dla antyczastki w polu EM
((i0u + qAu) — m) ¥ =0,
pod warunkiem ze istnieje nieosobliwa macierz C taka, ze

Ve =nCpT, gdzie [nP=1 i C(—*)TC1=H4~
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Druga réwnos¢ przepiszmy w formie

CIAPC=—A1T,

Macierz C mozemy skonstruowaé wykorzystujac reprezentacje
Diraca macierzy +*

0 __ I O i 0 gy
’Y_ O —I ) f)/_ —0; 0 I

gdzie macierze Pauliego dane s3 wzorami

(01 (0 i (1 0
g1 = 10 ) 02 = i 0 ) 03 = 0 -1 )

w ktérej zachodza zwigzki

.
Y =1 7
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W takim razie macierz C powinna antykomutwoaé z macierzami
7% i 42, a komutowa¢ z macierzami v! i 43. Jak tatwo sie
przekonaé, takie wtasnosci ma macierz

C = in?*A0.
Zadanie. Pokazaé, ze macierz C w reprezentacji Diraca spetnia
nastepujace wiasnosci
cl=Ccl=c"=-¢C.
W reprezentacji Weyla

0 __ 0o |/ i 0 a;
Y= I 0 ’ Y= T 0 )

rowniez sg spetnione zwigzki

ol 0 1T 1 2T 2 3T 3
Y =7 v =7 Y =7, v =7
a zatem macierz C ma taka sama postaé jak w reprezentacji
Diraca.
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Zauwazmy, ze jesli w réwnaniu Diraca dla czastki o tadunku
elektrycznym g w polu EM o czteropotencjale A(x)

(IO — gy"Au(x) — m)¥(x) =0

dokonamy operacji sprzezenia tadunkowego
q——q, »(x) = P(x) =nCPT(x), gdzie |nc* =1
i jednoczesnie dokonamy transformacji
Au(x) = AL(x) = —Au(x),

to jego postaé pozostanie nie zmieniona.

Rozwigzania swobodnego réwnania Diraca



Zdefiniujmy spinor w bazie skretno$ci dla antyczastki poprzez
relacje

gdzie

) _ mw“’@)
) = \AVE = m oMk

jest znalezionym wczedniej spinorem w bazie skretnosci dla czastki
w reprezentacji Diraca
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Zdefiniujmy spinor w bazie skretno$ci dla antyczastki poprzez
relacje

gdzie

MLy VE +m W (k)
) = A VE=m oM (k)

jest znalezionym wczedniej spinorem w bazie skretnosci dla czastki
w reprezentacji Diraca ZnajdZzmy spinor barowany

() = W)

= (VETm W@, \WE=m eM(R)) (é -(7>
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Zdefiniujmy spinor w bazie skretno$ci dla antyczastki poprzez
relacje

gdzie

MLy VE +m W (k)
) = A VE=m oM (k)

jest znalezionym wczedniej spinorem w bazie skretnosci dla czastki
w reprezentacji Diraca ZnajdZzmy spinor barowany

iMk) = uW(Kk)°
- (VEFm O WEm o) (o )
- (A, ).
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Macierz C w reprezentacji Diraca ma postac

0 io / 0 0 —io
- 2.0 _ 2 _ 2
C‘"”‘(—iaz 0)(0—/)‘(—,'02 0 )

a zatem

k) = ( 0 —i02>< \/E+m¢(x)(£)*>

—ioo 0

A~

VE T m (—ioa)e M (k)"

Zdefiniujmy spinory bazowe w bazie skretnosci dla antyczastki jako

( ~\WE = m (—iz)pM (k)* )

~

XW(k) = —ioaoM (k).
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Wtedy spinor dla antyczastki w bazie skretno$ci w reprezentacji
Diraca mozemy zapisaé nastepujaco

M(k) — ~MWE —m xW (k)
vit(k) = VEFmyW&) |

a spinory bazowe X(A)(IA() znajdziemy wykorzystujac postaé
spinoréw M (k) dla czastki

[4 —cin 2e—iv
()1 _ COs 2 (=)(1 _ Sin 2e
® (k) (sin ge/<p> , P (k) ( COS% > .

Maja one postaé nastepujaca

_ [% _sin 8-l
)5y — 0 -1 cosy ) _ sin se _ )k
X (k) ( 1 0 ) (sin ge"‘ﬂ> ( cos% ) v (k)

_ _cin 8 ai _ 0
)y — 0 1 sin 5e _ coss )\ _ (1)}
x (k) ( 1 0 ) < cosg > (— singe"p> 7 (k),
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Widzimy, ze zachodzi nastepujacy zwigzek

Dlatego

~ ~

() = 25 - et IR = A2 B) = (),

Qu

a wiec, zgodnie z oczekiwaniem, skretno$¢ antyczastki jest
przeciwna do skretnosci czastki.
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Przypomnijmy, ze zwigzek pomiedzy macierzami v* w
reprezentacji Diraca i reprezentacji Weyla ma postaé

. 1 I =1
wg:UT'y’VLVU, gdzie UZﬁ(I I>’

przy czym dla spinoréw zachodzi zwigzek 1)p = U'4yy. Dlatego
spinory w bazie skretnosdci w reprezentacji Weyla otrzymamy
dziatajac na spinory w reprezentacji Diraca macierza U.

. | VE+m oM (k
) - w5 (1) (V)
) (VE + m — WE — m)p® (k)

= a \(WVETm+ WE—m)eM (k)
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gdzie wykorzystaliSmy nastepujaca tozsamosé

2
VEJF’"]F[;”‘E_’"] _ %(E+m+E—m:F2)\\/E+m\/E—m)

= E MK
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gdzie wykorzystaliSmy nastepujaca tozsamosé

2
VEJF’"]F[;”‘E_’"] _ %(E+m+E—m:F2)\\/E+m\/E—m)

= E MK

Spinory w bazie skretno$ci w reprezentacji Weyla dla antyczastki
otrzymamy w ten sam sposéb.

P - wo- (1) (VR0
_ 1 ((—NE —m-VE+ m)xm(@))

V2 \(-AWE = m+ VE + m)xPV(k)

(—\/E + A|E;X<A>(/“<)) (—M/E + Ay/?\gpw(/?))
U VE XK\ AE - ARl (R))

gdzie réwniez wykorzystaliSmy powyzszg tozsamos$é
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i zwiazek YNV (k) = A=V (k).
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i zwiazek YNV (k) = A=V (k).
Zadanie. Pokaza¢, ze dla spinoréw w bazie skretnosci w
reprezentacji Weyla zachodza nastepujace zwigzki

PEm)u) (k) = (1% N (K)
PLn)v () = S(1EAGK).

Wskazéwka. Skorzystaé z definicji operatora rzutujacego na stany
o okreslonej skretnosci, P(£ny) = & (I £ ys/ik), gdzie fix = iy,

nl = (lk % ’i> i z jawnej postaci macierzy v* w reprezentacji
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Spinory w bazie skretnosci w reprezentacji Weyla dla czastki i
antyczastki majg postaé

ok = [VEZARLO®Y) oy g (~AVE L MKLC(E))
V E + Akl (k) M/ E — K| (k)
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Spinory w bazie skretnosci w reprezentacji Weyla dla czastki i
antyczastki majg postaé

O — (VEZ AR oy (-AVET ARV
V E + Akl (k) M E = Akl (k)

Zadanie. Pokazaé, ze powyzsze spinory w bazie skretnosci
spetniaja nastepujace warunki:

o) (k)72uly? (k) = v5M (k)7 OV (k) = 2E 6y,
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Spinory w bazie skretnosci w reprezentacji Weyla dla czastki i
antyczastki majg postaé

O — (VEZ AR oy (-AVET ARV
V E + Akl (k) M E = Akl (k)

Zadanie. Pokazaé, ze powyzsze spinory w bazie skretnosci
spetniaja nastepujace warunki:

o) (k)72uly? (k) = v5M (k)7 OV (k) = 2E 6y,
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W granicy ultrarelatywistycznej mozemy przyjaé
m=0 = E = |k|ispinory przyjmuja postaé

00 =z o) - 4w = (255 0),

dla czastki i
—V2Eo() (k _ 0
vgm)_( o ’), vy (k) = (_ﬁw(@)),

dla antyczastki, a zatem v‘(i)(k) = —uﬁf)(k).

Rozwigzania swobodnego réwnania Diraca 55/62



Wykorzystujac postaé macierzy v5 w reprezentacji Weyla:
-1 0
v =i’y = ( . )

widzimy, ze operatory rzutujace na stany o okreslonej chiralnosci
maja postad:

1 I 0 1 0 0
PL—2(1_75)_<0 0)7 PR—2(1+75)_<0 />

Dlatego dla bezmasowych spinoréw Diraca otrzymujemy
nastepujace zaleznosci

PLul (k) =0, Prufy) (k) = uly) (k) = (“”L(k’) ,
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(£)

Wstawmy spinory uy,,’(k) do réwnania Diraca w reprezentacji

pedowej dla czastki o energii dodatniej E = \/ m? + k2,

(v ky — m) uly) (k) =0,

gdzie powinnismy uzy¢ macierzy v* w reprezentacji Weyla:

o (01 . (0 &
TV ro ) 7T - 0 )
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Dla czastki bezmasowej, m = 0 i k® = E = |k|, réwnanie Diraca

fy“k#ufj/t)(k) = 0, przyjmuje postac

0 KO~k \ (eu(k))
KO+ -k 0 er(k))

co daje nastepujace dwa réwnania na dwusktadnikowe spinory
er(k) i pL(k)

(Kl - Kyor(k) =0 = &-|§|¢R<k)=mk)
(K45 B)pu(k) =0 = & Sp(k) = —pu(k),

i

ktére po obustronnym pomnozeniu przez %h staja sie réwaniami
wtasnymi operatora skretnosci dla spinu %
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Ogdlne rozwigzanie swobodnego réwnania Diraca jest superpozycja
rozwigzan dla dodatniej i ujemnej energii:

’ e i d .
) = / (2:):5252 (K a)ul) (k)e ™™ 4 d(k, a) v (k)]

«

przy czym kO = E = +1/ k2 + m?2, wskaznik polaryzacyjny o
przyjmuje dwie wartosci, ktére zwykle wybiera sie jako

@ rzut spinu na o$ Oz (baza kanoniczna) lub
@ rzut spinu na kierunek pedu (skretnos¢),

badz ich wartosci podwojone, a miara catkowania

d3k

(2m)32E

jest relatywistycznie niezmiennicza.
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Aby to wykazad, rozwazmy nastepujace wyrazenie

d*ks(k* — m*)O(kO),

ktére w oczywisty sposéb jest niezmiennicze wzgledem
ortochronicznych wtasciwych transformacji Lorentza, gdyz zaréwno
miara d*k jak i argument § Diraca s3 niezmiennicze wzgledem
dowolnej transformacji Lorentza A, a funkcja Heviside'a 6(k°)
ogranicza nas do transformacji, ktére nie zmieniaja znaku
sktadowej “0".
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Aby to wykazad, rozwazmy nastepujace wyrazenie

d*kd(k? — m?)6(k°),

ktére w oczywisty sposéb jest niezmiennicze wzgledem
ortochronicznych wtasciwych transformacji Lorentza, gdyz zaréwno
miara d*k jak i argument § Diraca s3 niezmiennicze wzgledem
dowolnej transformacji Lorentza A, a funkcja Heviside'a 6(k°)
ogranicza nas do transformacji, ktére nie zmieniaja znaku
sktadowej “0".

Skorzystajmy ze wzoru

-S4

i

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich miejscach zerowych
funkgji f(x), f(xoi) = 0.
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Oznaczmy §(k? — m?) = 6(f(k°)), gdzie
FUO) = 12 —m? = (K02 — 2 —m? =0 = ko:i\/m‘

Ponadto f/(k%) = 2k%. Oznaczmy E = +1\/k? + m?, wtedy

§(k® + E)
| — 2E]

5(k° — E)
2E

5(k° — E)

5(k* = m*)0(Kk°) = F

0(E) + (—E) =

Dlatego mozemy zapisaé

4 oo 3 3
/((217:;35(/(2 - mR) :_/ AkPa(K° - E)/ (27(3)3kZE - (2:)3[(25’

gdzie czynnik 1/(2m)3 jest zwiazany z transformata Fouriera do
przestrzeni pedowej.
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Zadanie. Pokaza¢, ze spinor Diraca 1)(x) okreslony wyzej
rzeczywiscie spetnia swobodne réwnanie Diraca.
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Zadanie. Pokaza¢, ze spinor Diraca 1)(x) okreslony wyzej
rzeczywiscie spetnia swobodne réwnanie Diraca.

Uwzglednienie w 1)(x) tylko rozwigzan dla dodatniej energii
prowadzi do sprzecznosci jesli np. chcemy rozpatrywaé elektron
zlokalizowany w obszarze o rozmiarach mniejszych niz jego
komptonowska dtugosé fali ..
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