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Pokazemy relatywistyczng wspétzmienniczo$é réwnania Diraca

(I8, — m) P(x) = 0,
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Pokazemy relatywistyczng wspétzmienniczo$é réwnania Diraca
(i7u8u - m) ¢(X) =0,
gdzie macierze Diraca spetniaja relacje antykomutacyjne

A =AY A =281 p,v=0,1,2,3,
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Przez relatywistyczng wspdtzmienniczo$¢ rozumiemy
niezmienniczo$¢ wzgledem translacji czasoprzestrzennych i
wspbtzmienniczos¢ wzgledem transformacji Lorentza,
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niejednorodnych transformacji z grupy Poincare’go:

Xt = XM= N XY ot

gdzie A", jest elementem macierzy transformacji Lorentza, ktéra
nie zmienia iloczynu skalarnego czterowektoréw w czasoprzestrzeni
Minkowskiego:
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Przez relatywistyczng wspdtzmienniczo$¢ rozumiemy
niezmienniczo$¢ wzgledem translacji czasoprzestrzennych i
wspbtzmienniczos¢ wzgledem transformacji Lorentza, czyli
niejednorodnych transformacji z grupy Poincare’go:

Xt = XM= N XY ot

gdzie A", jest elementem macierzy transformacji Lorentza, ktéra
nie zmienia iloczynu skalarnego czterowektoréw w czasoprzestrzeni
Minkowskiego:

x — x' = NAx, przy Xy =x-y.
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lloczyn skalarny czterowektoréw w czasoprzestrzeni Minkowskiego
pozostanie niezmieniony jesli

8uvN' N5 = 8po
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lloczyn skalarny czterowektoréw w czasoprzestrzeni Minkowskiego
pozostanie niezmieniony jesli

v __
g# V/\Mp/\ o gpm
albo w formie macierzowej

ATA=1.
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lloczyn skalarny czterowektoréw w czasoprzestrzeni Minkowskiego
pozostanie niezmieniony jesli

8uvN' N5 = 8po
albo w formie macierzowej
ANTA=1.

Obliczmy obustronnie wyznacznik
det (ATA) = det (/)
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ATA=1.

Obliczmy obustronnie wyznacznik

det (A\TA) =det(/) = [det(N =1 = det(A)=+1
det(A) =1 = transformacje wtasciwe,

det(A)=—1 = transformacje niewtasciwe.
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lloczyn skalarny czterowektoréw w czasoprzestrzeni Minkowskiego
pozostanie niezmieniony jesli

8uvN' N5 = 8po
albo w formie macierzowej
ATA=1.

Obliczmy obustronnie wyznacznik

det (A\TA) =det(/) = [det(N =1 = det(A)=+1
det(A) =1 = transformacje wtasciwe,

det(A)=—1 = transformacje niewtasciwe.

Transformacje niewtasciwg mozemy zrealizowaé przez ztozenie
transformacji wtasciwej i odbicia przestrzennego lub czasowego.
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Rozwazmy infinitezymalng translacje czasoprzestrzenna
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Rozwazmy infinitezymalng translacje czasoprzestrzenna

xt — xP = xt 4 eH
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Rozwazmy infinitezymalng translacje czasoprzestrzenna

xt — xP = xt 4 eH = Oy — 3; = Oy-
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Rozwazmy infinitezymalng translacje czasoprzestrzenna
w o i w /
xt — xP=xt4e = Oy — 0, =0y

Funkcja falowa transformuje sie nastepujaco

P(x) — ' (X) =p(x +e)
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Rozwazmy infinitezymalng translacje czasoprzestrzenna
w o i w /
xt — xP=xt4e = Oy — 0, =0y
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Rozwazmy infinitezymalng translacje czasoprzestrzenna
xt— XP = xP et = Oy — 0, =0,
Funkcja falowa transformuje sie nastepujaco

P(x) = (X)) = v(x + ) = Y(x) + " 0u(x),

gdzie zaniedbali$my wyrazy wyzszego rzedu w nieskoézenie
matych parametrach ¢#, ©n=0,1,2,3.
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Rozwazmy réwnanie Diraca w przetransformowanych zmiennych

(i’y“@l& - m) P(X) =

Relatywistyczna wspéfzm. réwn. Diraca 6/37
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Rozwazmy réwnanie Diraca w przetransformowanych zmiennych

(i8], = m) W) = (179, — m) () + " 0,0(x))

(i7" 0 — m) (x) + €70, [(IV' 0y — m) P(x)],
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Rozwazmy réwnanie Diraca w przetransformowanych zmiennych

(i8], = m) W) = (179, — m) () + " 0,0(x))

(i7"0 — m) ¥ (x) + "0y [(in" 0y — m) ¥ (x)]

gdzie w drugim wyrazie po prawej stronie zamieniliSmy kolejnosé
operatoréw (iv#9, — m) i 0,.
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Rozwazmy réwnanie Diraca w przetransformowanych zmiennych

("0, = m) W (x') = (i7"0 — m) ((x) + "0, 3(x))
= (V"0 — m)$(x) + "0, [(n" 0 — m) v (x)],

gdzie w drugim wyrazie po prawej stronie zamieniliSmy kolejnosé
operatoréw (iv*9, — m) i d,,. Wykorzystujac réwnanie Diraca w
zmiennych wyjsciowych otrzymujemy

(inef, — m) ¢/(x') = 0.
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Rozwazmy réwnanie Diraca w przetransformowanych zmiennych
(i3], = m) W) = (178, — m) (4(x) + D, ()

= (i7"0up — m)(x) + €0y [(ivOp — m) P(x)],
gdzie w drugim wyrazie po prawej stronie zamieniliSmy kolejnosé

operatoréw (iv*9, — m) i d,,. Wykorzystujac réwnanie Diraca w
zmiennych wyjsciowych otrzymujemy

(inef, — m) ¢/(x') = 0.

Czyli réwnanie Diraca w przetransformowanych zmiennych ma
doktadnie taka sama postac co réwnanie wyjsciowe.
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Zbadajmy wspbtzmienniczos¢ réwnania Diraca przy wtasciwych
przeksztatceniach Lorentza, x — x' = Ax = xF = N x”
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Zbadajmy wspbtzmienniczos¢ réwnania Diraca przy wtasciwych
przeksztatceniach Lorentza, x — x' = Ax = xF = N x”
Zaktadamy, ze istnieje nieosobliwa macierz S(A) taka, ze
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Zbadajmy wspbtzmienniczos¢ réwnania Diraca przy wtasciwych
przeksztatceniach Lorentza, x — x' = Ax = xF = N x”
Zaktadamy, ze istnieje nieosobliwa macierz S(A) taka, ze

Y (x') = S(NY(x).

Chcemy aby po transformacji

(i’y“(‘% — m) P (x') = 0.
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Zbadajmy wspbtzmienniczos¢ réwnania Diraca przy wtasciwych
przeksztatceniach Lorentza, x — x' = Ax = xF = N x”
Zaktadamy, ze istnieje nieosobliwa macierz S(A) taka, ze

Y (x') = S(NY(x).

Chcemy aby po transformacji

(i’y“(‘% — m) P (x') = 0.
Zbadajmy jak transformuje sie pochodna

ox¥ 0

Ox'H Ox¥

9, =
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Zbadajmy wspbtzmienniczos¢ réwnania Diraca przy wtasciwych
przeksztatceniach Lorentza, x — x' = Ax = xF = N x”
Zaktadamy, ze istnieje nieosobliwa macierz S(A) taka, ze

Y (x') = S(NY(x).

Chcemy aby po transformacji

(i’y“(‘% — m) P (x') = 0.
Zbadajmy jak transformuje sie pochodna
ox¥ 0 0 v 0 v Ox'P
/ _ _ -1 p _ -1
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Zbadajmy wspbtzmienniczos¢ réwnania Diraca przy wtasciwych
przeksztatceniach Lorentza, x — x' = Ax = xF = N x”
Zaktadamy, ze istnieje nieosobliwa macierz S(A) taka, ze

Y (x') = S(NY(x).

Chcemy aby po transformacji

(i’y“(‘% — m) P (x') = 0.

Zbadajmy jak transformuje sie pochodna
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Czyli pochodna transformuje sie tak jak czterowektor kowariantny.
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Czyli pochodna transformuje sie tak jak czterowektor kowariantny.
Wstawmy ten wynik wraz z prawem transformacyjnym dla funkgji
falowej do rozpatrywanego réwnania

(ify“(% — m) ' (x') = 0.
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Wstawmy ten wynik wraz z prawem transformacyjnym dla funkgji
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Czyli pochodna transformuje sie tak jak czterowektor kowariantny.
Wstawmy ten wynik wraz z prawem transformacyjnym dla funkgji
falowej do rozpatrywanego réwnania

(ify“(% — m) ' (x') = 0.
Wtedy otrzymamy
(/7“8V (A1) - m> S(N)(x) = 0.
m
Mnozac lewostronnie przez S~1(A) dostaniemy

(/ (A1) s i s, - m) B(x) = 0.
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SkorzystaliSmy tu z liniowo$ci mnozenia macierzy.
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SkorzystaliSmy tu z liniowo$ci mnozenia macierzy.
Réwnanie

(i (A—l)”u STY AW S(N)D, — m) W(x) =0,

bedzie miato postaé wyjsciowego réwnania Diraca tylko jesli bedzie
spetniony warunek

Relatywistyczna wspéfzm. réwn. Diraca 9/37



SkorzystaliSmy tu z liniowo$ci mnozenia macierzy.
Réwnanie

(i (A—l)”u STY AW S(N)D, — m) W(x) =0,
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SkorzystaliSmy tu z liniowo$ci mnozenia macierzy.
Réwnanie

(i (A—l)”u STY AW S(N)D, — m) W(x) =0,

bedzie miato postaé wyjsciowego réwnania Diraca tylko jesli bedzie
spetniony warunek

(A1) SAAy~S(A) = 7.
“w
Warunek ten mozemy przepisaé w formie

S(AY'STHA) = (/\*1)”# g
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Obiekt, ktéry przy transformacjach Lorentza x — x’ = Ax
transformuje sie wg prawa
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Obiekt, ktéry przy transformacjach Lorentza x — x’ = Ax
transformuje sie wg prawa

h(x) = P(x) = S(A)(x),
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Obiekt, ktéry przy transformacjach Lorentza x — x’ = Ax
transformuje sie wg prawa

h(x) = P(x) = S(A)(x),

gdzie macierz S(A) spetnia warunek

S s N = (M) 47 w=0123,
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Obiekt, ktéry przy transformacjach Lorentza x — x’ = Ax
transformuje sie wg prawa

h(x) = P(x) = S(A)(x),

gdzie macierz S(A) spetnia warunek
S sTH N = (A1) 57 p=0,1,23,

nazywamy spinorem Diraca.
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Obiekt, ktéry przy transformacjach Lorentza x — x’ = Ax
transformuje sie wg prawa

h(x) = P(x) = S(A)(x),
gdzie macierz S(A) spetnia warunek

S s N = (M) 47 w=0123,

nazywamy spinorem Diraca.

Musimy jeszcze wykaza¢ istnienie nieosobliwej macierzy S(A),
ktéra spetnia powyzszy warunek.
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Znajdzmy najpierw macierz S(A) dla infinitezymalnego wtasciwego
przeksztatcenia Lorentza.
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Znajdzmy najpierw macierz S(A) dla infinitezymalnego wtasciwego
przeksztatcenia Lorentza.

Zadanie. Pokaza¢, ze infinitezymalne wtasciwe przeksztatcenie
Lorentza mozna przedstawié w postaci

N =6+ (bw)H ), gdzie 0w) = —(0w),,,.
v v v iz i
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Znajdzmy najpierw macierz S(A) dla infinitezymalnego wtasciwego
przeksztatcenia Lorentza.

Zadanie. Pokaza¢, ze infinitezymalne wtasciwe przeksztatcenie
Lorentza mozna przedstawié w postaci

N =6+ (bw)H ), gdzie 0w) = —(0w),,,.
v v v iz i

Widzimy, ze zgodnie z oczekiwaniem wtasciwa transformacja
Lorentza jest opisywana jest przez 6 niezaleznych parametréw.
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Znajdzmy najpierw macierz S(A) dla infinitezymalnego wtasciwego
przeksztatcenia Lorentza.

Zadanie. Pokaza¢, ze infinitezymalne wtasciwe przeksztatcenie
Lorentza mozna przedstawié w postaci

N, =608 + (ow)”,, gdzie (0w) = —(0w)wp-
Widzimy, ze zgodnie z oczekiwaniem wtasciwa transformacja
Lorentza jest opisywana jest przez 6 niezaleznych parametréw.
Zapiszmy

i
S(N)=1-— ZJW(‘S"‘))W’ gdzie Oy = —Ouy

s3 macierzami 4 x 4.
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Znajdzmy najpierw macierz S(A) dla infinitezymalnego wtasciwego
przeksztatcenia Lorentza.

Zadanie. Pokaza¢, ze infinitezymalne wtasciwe przeksztatcenie
Lorentza mozna przedstawié w postaci

N =6+ (bw)H ), gdzie 0w) = —(0w),,,.
v v v iz i

Widzimy, ze zgodnie z oczekiwaniem wtasciwa transformacja
Lorentza jest opisywana jest przez 6 niezaleznych parametréw.
Zapiszmy

S(N)=1- iauy(éw)ﬁw, gdzie Oy = —0uy
s3 macierzami 4 x 4.

Pokazemy, ze macierze 0, rzeczywiscie s3 antysymetryczne ze
wzgledu na numerujace je indeksy pu, v.
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Dowolny tensor T,,, mozemy zapisa¢ w postaci sumy

1 1
5 (Taw + Top) + 5 (Tow = To) = Sy + Ao,
gdzie S, = %(Tw, + T,,) jest tensorem symetrycznym, a
A = %(TW — T,,) jest tensorem antysymetrycznym.

Tw =
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Dowolny tensor T,,, mozemy zapisa¢ w postaci sumy

1
2

1
TMV = (T/u/ + Tu,u) + E(T,uu - yy) sz + A/J,I/?

gdzie S, = %(TW + T,,) jest tensorem symetrycznym, a
A = %(TW — T,,) jest tensorem antysymetrycznym.
Zwezenie tensora T, z wielkoscig antysymetryczng w,,,, ma wtedy

postad
T = St + Apwh”,
ale
1 1 1 1
St = 5 ' + ESV“WW = ESWw‘“’ —3 ! =0,

gdzie w drugim wyrazie po pierwszej réwnosci zamieniliSmy
indeksy p <+ v, a nastepnie skorzystaliSmy z wtasnosci S, = S, i
w't = —wh¥ . Dlatego tensor 0, ktérego elementami s3 macierze
4 x 4, musi by¢ antysymetryczny w indeksach p, v



Wstawiajac zwiazki

N, =0y + (dw)y
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Wstawiajac zwiazki

A =68+ (bw), =
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Spinory Diraca

Wstawiajac zwiazki

N, =0+ w), = (AT = — (dw)
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Spinory Diraca

Wstawiajac zwiazki

N =68 4 (W), = (/\*1)“ = 61 — (Sw)*
SN =1— éaw(éw)‘“'
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Spinory Diraca

Wstawiajac zwiazki

N, =0+ w), = (AT = — (dw)
SN =1-— éaw(éw)‘“’ =
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Spinory Diraca

Wstawiajac zwiazki

N, =0+ w), = (AT = — (dw)
SN =1- éaw(éw)‘“’ = STYA) =1+ 20, (0w)
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Spinory Diraca

Wstawiajac zwiazki

N, =0+ w), = (AT = — (dw)
SN =1- éaw(éw)‘“’ = STYA) =1+ 20, (0w)

do réwnania
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Spinory Diraca

Wstawiajac zwiazki
N =68 4 (W), = (/\*1)“ = 61 — (Sw)*
i

SN =1-zou (i) =  SHN)=1+ L o ()

do réwnania

otrzymamy

(1= goaal@w)?) v (14 o)) = (8% - Gu)') 1"
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Przeksztatcajac réwnanie

(1= a0y ) v (14 omm()™) = (3% - (G
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Przeksztatcajac réwnanie

(1= a0y ) v (14 omm()™) = (3% - (G

otrzymamy

]
P+ 2 (00) P P, 0ol = 7 - (B},
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Przeksztatcajac réwnanie

(1 - iaaﬁ(aw)aﬂ> AH <1 + iapf(éw)07> = (0 — (6w)",) 7"
otrzymamy
P (00) [ 0] = 44— ()
Stad wynika, ze
T(00) [, ga] = (00" = (B} = () Pk

= %(&u)aﬂ (—&jfyg + 5’5%) :
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Przeksztatcajac réwnanie

(1= goas() ) 2# (14 Gop (@) ) = (6 - (0)",) 7"
otrzymamy
i
P+ 2 (00) P P, 0ol = 7 - (B},

Stad wynika, ze

/

2007 [, 0ag] = —(w)V',n" = (0w} = —(6w)* dhys

1 «
= 5((5w) s <—5Z’yg + 5’5%) :

Wspétczynniki przy (6w)®® po obu stronach réwnania sa
antysymetryczne w «, 3, wiec nie ma pomiedzy nimi kasowan

Relatywistyczna wspéfzm. réwn. Diraca 14/37



i dlatego mozemy je poréwnaé

['Y Jaﬁ] ( ohp + 55%1) .
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i dlatego mozemy je poréwnaé

[7 ,0ap] = ( ovs + %%) :
Ostatecznie otrzymujemy warunek

[, oas] = 20 (s — 057
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i dlatego mozemy je poréwnaé

[7 ,0ap] = ( ovs + %%) :
Ostatecznie otrzymujemy warunek

[,y,u’ Ua,@] =2i (&u’)/ﬂ 657&) )
a mnozac obustronnie przez g,,, dostaniemy

[7% Uaﬁ] =2i (gua’)/ﬁ - guﬁ’)’ﬂc) .
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i dlatego mozemy je poréwnaé

[7 ,0ap] = ( ovs + %%) :
Ostatecznie otrzymujemy warunek

[,y,u’ Ua,@] =2i (&u’)/ﬂ 657&) )
a mnozac obustronnie przez g,,, dostaniemy

[7% Uaﬁ] =2i (gua’)/ﬁ - guﬁ’)’ﬂc) .

Zadanie. Pokazaé, ze rozwigzanie ma postac

i
Oap = 5 ['You’)/ﬂ] .
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Znajdzmy macierz S(A) dla przeksztatcenia skoriczonego A(w),
gdzie wy, = N(6w),w, przy N — oo.

. N . v N ; §
S(A) = (1 - ZII-O'MV((S(,‘])“V) — (1 _ AILUWwN) e hoapw ﬁ’

S(A) = e~ 4905
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Znajdzmy macierz S(A) dla przeksztatcenia skoriczonego A(w),
gdzie wy, = N(6w),w, przy N — oo.

i N Il W\ N i aB
S(N) = (1 - 40MV(5W)W) - (1 T3%mN ) > €47,
a wiec )
¢ S(N) = e~ iTasw™”

Przeanalizujmy jeszcze jak transformuje sie spinor Diraca przy
odbiciu przestrzennym

xH = (x0,>_<’) — XMt =N XY = (XO, —X).
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Znajdzmy macierz S(A) dla przeksztatcenia skoriczonego A(w),
gdzie wy, = N(6w),w, przy N — oo.

. N . uv\ N ; )

a wiec

i

S(N)=¢e %

Uaﬁwaﬁ

Przeanalizujmy jeszcze jak transformuje sie spinor Diraca przy
odbiciu przestrzennym

xH = (x0,>_<’) — XMt =N XY = (XO, —X).

Macierz transformacji Lorentza ma w tym przypadku postaé

1 0 0 0
0 -1 0 0

-
A 0 0 -1 0
0 0 0 -1
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Znajdzmy macierz S(A) dla przeksztatcenia skoriczonego A(w),
gdzie wy, = N(6w),w, przy N — oo.

. N . uv\ N ; )

a wiec

i

S(N)=¢e %

Uaﬁwaﬁ

Przeanalizujmy jeszcze jak transformuje sie spinor Diraca przy
odbiciu przestrzennym

xH = (x0,>_<’) — XMt =N XY = (XO, —X).

Macierz transformacji Lorentza ma w tym przypadku postaé

1 0 0 O
0 -1 0 O I
[ = (AT
Ny 0 0 -1 0 (A ) v’
0 0 0 -1
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W tym przypadku

S(N) =np?®,  gdde |npl* = 1.
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W tym przypadku

S(N) =np?®,  gdde |npl* = 1.
Zauwazmy, ze

SN = npr.

Relatywistyczna wspéfzm. réwn. Diraca 17/37



W tym przypadku

S(N) =np?®,  gdde |npl* = 1.
Zauwazmy, ze
SYA) = npA.

Rzeczywiscie

STHA)S(A) = 1py°npr°
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W tym przypadku

S(N) =np?®,  gdde |npl* = 1.
Zauwazmy, ze
SYA) = npA.

Rzeczywiscie

2
STHNS(A) = npr*ner® = Inel? (1°)
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W tym przypadku

S(N) =np?®,  gdde |npl* = 1.
Zauwazmy, ze
SYA) = npA.

Rzeczywiscie

2
STHNS(A) = nprner® = Inel? (1°) =1,
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W tym przypadku

S(A) = np°, gdzie |np|® =1.
Zauwazmy, ze
STHN) = np°.
Rzeczywiscie
STHNS(A) = npa®ner® = el (+°)° = 1.
gdzie skorzystaliSmy z réwnosci
007

170 +7%° = 2¢
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W tym przypadku

S(A) = np°, gdzie |np|® =1.
Zauwazmy, ze
STHA) = 1p7°.
Rzeczywiscie
STHNS(A) = npa®ner® = el (+°)° = 1.

gdzie skorzystaliSmy z réwnosci

2
7040 4 40,0 — 2001 (,yo> —1
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Sprawdzmy czy jest spetniony warunek

SpsTH A = (A1)
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Sprawdzmy czy jest spetniony warunek
SpsTH A = (A1)
Dla ¢t = 0 mamy

S(ANY°S ()
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Sprawdzmy czy jest spetniony warunek
SpsTH A = (A1)
Dla ¢t = 0 mamy

SNSTHN) =
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Sprawdzmy czy jest spetniony warunek
SpsTH A = (A1)
Dla ¢t = 0 mamy

S(NYPSTHA) = 1py°ynpy°
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Sprawdzmy czy jest spetniony warunek
SpsTH A = (A1)
Dla ¢t = 0 mamy

S(MYP’STEA) = 1py°y %50 = |np 70900
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Sprawdzmy czy jest spetniony warunek
SpsTH A = (A1)
Dla ¢t = 0 mamy

S(NYSTHA) = npy®%pn® = e 272929 = 7°
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Sprawdzmy czy jest spetniony warunek
SpsTH A = (A1)
Dla ¢t = 0 mamy

0
SNPSTHA) = mpr®%mer® = InpPy20%2° =10 = (A7) 4.
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Sprawdzmy czy jest spetniony warunek
SpsTH A = (A1)
Dla ¢t = 0 mamy

0
SNPSTHA) = mpr®%mer® = InpPy20%2° =10 = (A7) 4.
Dlap=i=1,2,3 mamy

S(A)Y'STHA)
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Sprawdzmy czy jest spetniony warunek
SpsTH A = (A1)
v
Dla ¢t = 0 mamy
0
SNPSTHA) = mpr®%mer® = InpPy20%2° =10 = (A7) 4.
Dlap=i=1,2,3 mamy

S(ANA'STHA) =
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Sprawdzmy czy jest spetniony warunek
SpsTH A = (A1)

Dla ¢t = 0 mamy

0
SNPSTHA) = mpr®%mer® = InpPy20%2° =10 = (A7) 4.
Dlap=i=1,2,3 mamy
SINY'STHA) = npy*ynp®
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Sprawdzmy czy jest spetniony warunek
SpsTH A = (A1)

Dla ¢t = 0 mamy

0
SINPSTHA) = 1p°2%mpn® = InpA09%90 =10 = (A1) 4%
Dlap=i=1,2,3 mamy
S(NY'STHN) = 1y = ey "
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Sprawdzmy czy jest spetniony warunek
SpsTH A = (A1)

Dla ¢t = 0 mamy

0
SINPSTHA) = 1p°2%mpn® = InpA09%90 =10 = (A1) 4%
Dlap=i=1,2,3 mamy
. . . 2
SNYSTHA) = 1py®ypy® = el 7'+ = =7 (+°)
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Sprawdzmy czy jest spetniony warunek
SpsTH A = (A1)

Dla ¢t = 0 mamy

0
SNPSTHA) = mpr®%mer® = InpPy20%2° =10 = (A7) 4.
i 1 : 2 .
SINY'STHA) = npr ™y mpr® = InplP%° = =7 (%) = =
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Sprawdzmy czy jest spetniony warunek
SpsTH A = (A1)
Dla ¢t = 0 mamy

0
SNPSTHA) = mpr®%mer® = InpPy20%2° =10 = (A7) 4.
i 1 : 2 .
SINY'STHA) = npr ™y mpr® = InplP%° = =7 (%) = =
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Sprawdzmy czy jest spetniony warunek
SpsTH A = (A1)

Dla ¢t = 0 mamy

0
SNPSTHA) = mpr®%mer® = InpPy20%2° =10 = (A7) 4.
i i ; . 2 .
SINYSTHA) = ney®mpr® = npPr®y 70 = = (%) = =

1
— A—l v
("),
gdzie skorzystaliSmy ze zwigzku antykomutacyjnego

Ol 4 in0 = 0
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Sprawdzmy czy jest spetniony warunek
SpsTH A = (A1)
Dla ¢t = 0 mamy

0
SINPSTHA) = 1p°2%mpn® = InpA09%90 =10 = (A1) 4%
i i ; . 2 .
SINYSTHA) = ney®mpr® = npPr®y 70 = = (%) = =

1
— A—l v
(),
gdzie skorzystaliSmy ze zwigzku antykomutacyjnego
A0 fnin =0 = A0n = a0
Dowdd wspodtzmienniczosci réwnania Diraca przy odbiciu czasowym

jest nieco bardziej subtelny, dlatego w tym miejscu go pominiemy.
Mozna go znalez¢é np. w podreczniku Bjorkena i Drella.
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Przeanalizujmy blizej prawo transformacyjne dla spinoréw Diraca
przy przekasztatceniach skonczonych.
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Przeanalizujmy blizej prawo transformacyjne dla spinoréw Diraca
przy przekasztatceniach skonczonych. Rozpiszmy podwdéjna sume w
wyktadniku, pamigtajac, ze wgy = —wag i 080 = —0ng

0i i0 ij ij
Uagwaﬁzao,'w "+ o +ZOUwU+ZJ;jw’U.
i<j i>j

W drugiej sumie po prawej stronie dokonajmy zamiany i « j i
skorzystajmy z antysymetrii, wtedy otrzymamy

Oagwaﬁ = 200;(410' +2 Z U,'jw'u.
i<j
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Skorzystajmy z reprezentacji Weyla macierzy ~+*:

0 __ o 0 / i 0 (o
7_70_ / 0 I /-y_ ’71_ —0; 0 I

w ktorej

i ) 0
o0i = 5[0, vl=1 0 o |
i [o7, )] o or O
2( [a,,aj] AR ok |’
0

aB _ o 0i [ Oi i. [ ok O
Tapw 2iw (0 _0i>+2w 5uk<0 Uk>'

i
oj = shiyl=
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Skorzystajmy z reprezentacji Weyla macierzy ~+*:

0 __ o 0 / ,'__._ O (o
7_70_ / 0 ’ /-y_ ’71_ —0; 0 )

w ktorej

i . 0
o0i = 5[0, vl=1 0 o |
i [o7, )] o or O
2( [a,,aj] AR W I
0

aB _ o 0i [ Oi i. [ ok O
Tapw 2iw (0 _0i>+2w €uk<0 Uk>'

Oznaczmy W% = ;i wija;jk = —0y, wtedy

ws o[ G 0 (- 0
Oapw —2/( 0 _95.5>+2/< 0o id.s |
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Spinory Diraca

W takim razie
5(/\) — e 7%apw = exp 85 %"‘19 % _’O L
0 —p-Z+i0-3
oP3+i0-5 0
- 0 e*tﬁ %+i§%
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Spinory Diraca

W takim razie
3.24i9.2 0
R (12 NP
e@'%ﬁ-lgg 0
o 0 e*tﬁ-ngi@_‘-%
Dlatego naturalne jest zatozenie, ze spinor Diraca ma postaé

a prawo transformacyjne przybiera postac nastepujaca
o _ e@%%@% 0 £(x)
P(x) = '(x7) = S(AN)(x) = ( 0 0P GHi0g n(x) )
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gdzie dwuskfadnikowe spinory Pauliego £(x) i 7(x) przy obrotach o
dowolny kat gi pchnieciach lorentzowskich opisywanych 3
parametrami ¢, przy czym thyp = 3 = Z, transformuja sie
nastepujaco

1
[SIST)
+

&3

{(x) = f(X)=e"
nx) — n'(x)=e*
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gdzie dwuskfadnikowe spinory Pauliego £(x) i 7(x) przy obrotach o
dowolny kat gi pchnieciach lorentzowskich opisywanych 3
parametrami ¢, przy czym thyp = 3 = Z, transformuja sie
nastepujaco

€x) — €(x)=e?5Hil
nx) — nKx)=e%

Moéwimy przy tym, ze reprezentacja grupy Lorentza dla spinu % a
doktadnie jej grupy nakrywajacej SL(2,C), jest redukowalna do
sumy jej dwéch nieréwnowaznych reprezentacji (%, 0) & (0, %)
Dlatego spinor Diraca czesto nazywany jest bispinorem.
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gdzie dwuskfadnikowe spinory Pauliego £(x) i 7(x) przy obrotach o
dowolny kat gi pchnieciach lorentzowskich opisywanych 3
parametrami ¢, przy czym thyp = 3 = Z, transformuja sie
nastepujaco

) — Ex)=e?3tl

nx) — n'(x)=e?
Moéwimy przy tym, ze reprezentacja grupy Lorentza dla spinu % a
doktadnie jej grupy nakrywajacej SL(2,C), jest redukowalna do
sumy jej dwéch nieréwnowaznych reprezentacji (%, 0) & (0, %)
Dlatego spinor Diraca czesto nazywany jest bispinorem. Wiecej na
ten temat powiemy na kolejnym wyktadzie pt. Spinory.
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gdzie dwuskfadnikowe spinory Pauliego £(x) i 7(x) przy obrotach o
dowolny kat gi pchnieciach lorentzowskich opisywanych 3
parametrami ¢, przy czym thyp = 3 = Z, transformuja sie
nastepujaco

€x) — €(x)=e?5Hil
nx) — nKx)=e%

Moéwimy przy tym, ze reprezentacja grupy Lorentza dla spinu % a
doktadnie jej grupy nakrywajacej SL(2,C), jest redukowalna do
sumy jej dwéch nieréwnowaznych reprezentacji (%, 0) & (0, %)
Dlatego spinor Diraca czesto nazywany jest bispinorem. Wiecej na
ten temat powiemy na kolejnym wyktadzie pt. Spinory.

Spinory Pauliego £ i 7 identyfikujemy odpowiednio ze spinorami
prawym i lewym, o ktérych bedzie mowa w dalszej czesci kursu,

5_)351?7 77_>S5L
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Zadanie. Pokazaé, ze przy czystym pchnieciu lorentzowskim, dla
ktérego 6 = 0, spinor pgr(x) transformuje sie nastepujaco

2r(x) = # 1 2ax) = [en (£) 47 kst (£)] @t

jest wektorem jednostkowym w kierunku pchniecia.

Relatywistyczna wspéfzm. réwn. Diraca 23/37



Zadanie. Pokazaé, ze przy czystym pchnieciu lorentzowskim, dla
ktérego 6 = 0, spinor pgr(x) transformuje sie nastepujaco

2r(x) = # 1 2ax) = [en (£) 47 kst (£)] @t

gdzie k= I% jest wektorem jednostkowym w kierunku pchniecia.
Zatézmy, ze spinor Pauliego dla czastki o pedzie k mozemy zapisaé
w formie

—

PrR(x) ~ pr(k)e”

ik-x

lloczyn skalarny czterowektoréw k - x = k,x" jest niezmiennikiem

lorentzowskim, wiec spinory prawe w przestrzeni pedéw pg(k)
transformuja sie doktadnie tak samo jak @gr(x).
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Zadanie. Pokazaé, ze przy czystym pchnieciu lorentzowskim, dla
ktérego 6 = 0, spinor pgr(x) transformuje sie nastepujaco

2r(x) = # 1 2ax) = [en (£) 47 kst (£)] @t

gdzie k= I% jest wektorem jednostkowym w kierunku pchniecia.
Zatézmy, ze spinor Pauliego dla czastki o pedzie k mozemy zapisaé
w formie

—

PrR(x) ~ pr(k)e”

ik-x

lloczyn skalarny czterowektoréw k - x = k,x" jest niezmiennikiem

lorentzowskim, wiec spinory prawe w przestrzeni pedéw goR(E)
transformuja sie doktadnie tak samo jak @gr(x).

Utozsamimy wyj$ciowy spinor z czastka w uktadzie spoczynkowym
i oznaczymy ¢g(0), a spinor po pchnieciu utozsamimy z czastka o
pedzie k i oznaczymy @R(E).
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Z definicji funkgji hiperbolicznych

X —X X _ =X
- s =S5

ch(x) =
otrzymujemy nastepujaca tozsamosé

ch?(x) —sh®(x) =1

oraz
sh®(x)  ch?(x) — 1 — 1
thz(X) = ch?(x) - ch?(x) eh(x) = T}IZ(X)’
Csh2(x) | sh¥(x) _ )
th?(x) = ch2(x) 1+ sh?(x) = J1— ()
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Zauwazmy, ze

2x —2x X —X 2 X —X 2
e +e e +e eX—e

h2 = =

ch(2x) > ( > > -l-( 3 )

= ch?(x) + sh?(x).

Skad mozemy wyprowadzi¢ nastepujace zwigzki

(5) =0 (5) = ()
- 2ch2()2<)—1_2sh2(2>+1

ch(x)
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Zauwazmy, ze

2x —2x X —X 2 X —X 2
e +e e +e eX—e

h2 = =

ch(2x) > ( > > -l-( 3 )

= ch?(x) + sh?(x).

Skad mozemy wyprowadzi¢ nastepujace zwigzki

ch(x) = Ch(z)é) = }12(2)+ h2<2)

— 2ch? X)—1_2 h2(> 1,
c (2 S 5 +
a zatem

b (X) _ ch(x) + 1’ < (;) _ ch(x2) — 1‘
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Prawo transformacyjne dla prawego spinora Pauliego w przestrzeni
pedowej ma postaé

orlF) = | (5) 7 kst (5)] wrl0),

gdzie
1 _ 1
J1-th(p) V1P

=7

th(p) =0 = % = ch(p) =
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Prawo transformacyjne dla prawego spinora Pauliego w przestrzeni
pedowej ma postaé

orlF) = | (5) 7 kst (5)] wrl0),

gdzie
v 1 1
th(p) ==~ = ch(p) = . =7,
¢ J1-th(p) V1P
ale dla ¢ =1 zachodzi E =ym =~ = % wiec
Ch(go) ~ Jch(p)+1 [y +1 E+m
2) 2 B 2\ 2m
() _ (p)—1_ |v-— E—m
bh(2> - \/ 2 _\/ 2 \/ 2m
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Zauwazmy jeszcze, ze

K| = VEZ =2 = \/(E + m)(E — m).

Dlatego prawo transformacyjne dla prawego spinora Pauliego
mozemy zapisaé nastepujaco

-

eelf) = |\ S+ e )\/Ez‘m’"]gofe(m
E+m+éd-k
:mﬁpR(O)-
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Zauwazmy jeszcze, ze

K| = VEZ =2 = \/(E + m)(E — m).

Dlatego prawo transformacyjne dla prawego spinora Pauliego
mozemy zapisaé nastepujaco

-

eelf) = |\ S+ e )\/Ez‘m’"]gofe(o>
E+m+d-k
:me(o)-

Zadanie. Postepujac analogicznie pokazaé, ze prawo
transformacyjne dla lewego spinora Pauliego ma postaé

E+m—EoE

wL(E) - 2m(E + m) #1(0).
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Zauwazmy, ze dla czastki spoczywajacej nie mozna okresli¢, czy
rzut jej spinu na kierunek pedu jest lewy, tzn. —%, czy prawy, tzn.
%, dlatego mozna przyjaé, ze ¢ (0) = ¢r(0).

Relatywistyczna wspéfzm. réwn. Diraca 28/37



Zauwazmy, ze dla czastki spoczywajacej nie mozna okresli¢, czy
rzut jej spinu na kierunek pedu jest lewy, tzn. —%, czy prawy, tzn.
%, dlatego mozna przyjaé, ze ¢ (0) = ¢r(0).

Uwaga. W dalszym ciggu bedziemy normowa¢ spinory nieco
inaczej, bez v/2m w mianowniku.
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Jak transformuje sie barowany spinor Diraca?
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Jak transformuje sie barowany spinor Diraca?
Dla spinora 1(x) zachodzi

P (X)) = S(N)(x).
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Jak transformuje sie barowany spinor Diraca?
Dla spinora 1(x) zachodzi

P (X)) = S(N)(x).

Dokonajmy sprzezenia diracowskiego

V' (x)
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P (X)) = S(N)(x).
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Jak transformuje sie barowany spinor Diraca?
Dla spinora 1(x) zachodzi

P (X)) = S(N)(x).
Dokonajmy sprzezenia diracowskiego

Yx) = )N
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Jak transformuje sie barowany spinor Diraca?
Dla spinora 1(x) zachodzi

P (X)) = S(N)(x).
Dokonajmy sprzezenia diracowskiego

V() = () = wi()ST (M)
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Jak transformuje sie barowany spinor Diraca?
Dla spinora 1(x) zachodzi

P (X)) = S(N)(x).
Dokonajmy sprzezenia diracowskiego

V() = ) = ()TN = 9T () °ST (M)
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Jak transformuje sie barowany spinor Diraca?
Dla spinora 1(x) zachodzi

P (X)) = S(N)(x).
Dokonajmy sprzezenia diracowskiego

V() = ) = ()TN = ¢ ()08 T (M)
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Jak transformuje sie barowany spinor Diraca?
Dla spinora 1(x) zachodzi

P (X)) = S(N)(x).
Dokonajmy sprzezenia diracowskiego

V() = () = ()TN = 9T ()08 T (M)
= D0 °ST (AN
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Obliczmy iloczyn macierzy v°ST(A)~°.
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Obliczmy iloczyn macierzy v°ST(A)~°.
Dla ciagtej transformacji Lorentza mamy

i ap\ T
,YOST(/\),YO _ ,yo (e foapw ) ,yo _
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Obliczmy iloczyn macierzy v°ST(A)~°.
Dla ciagtej transformacji Lorentza mamy

i a T it a
,YOST(/\),YO _ ,yo (ejaaﬁw ﬂ) ,yo _ ’yoe4aaﬂw 570 _
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Obliczmy iloczyn macierzy v°ST(A)~°.
Dla ciagtej transformacji Lorentza mamy

[ @ it fe i T o
’YOST(A)VO = ")/0 (efz%ﬁw E>T,}/0 = ,-YOeZUagw 570 — ez’yoaaﬁvow ﬁ'
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Obliczmy iloczyn macierzy v°ST(A)~°.
Dla ciagtej transformacji Lorentza mamy

[ @ it fe i T o
’YOST(A)VO = ")/0 (efz%ﬁw ﬂ)T,‘yo = ,-YOeZUng 570 — ez’yoaaﬁvow ﬁ'

Obliczmy wyrazenie w wyktadniku

V0ol 5°
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Obliczmy iloczyn macierzy v°ST(A)~°.
Dla ciagtej transformacji Lorentza mamy

[ @ it fe i T o
’YOST(A)VO = ")/0 (efz%ﬁw ﬂ)T,‘yo = ,-YOeZUng 570 — ez’yoaaﬁvow ﬁ'

Obliczmy wyrazenie w wyktadniku

Yol =

Relatywistyczna wspéfzm. réwn. Diraca 30/37



Obliczmy iloczyn macierzy v°ST(A)~°.
Dla ciagtej transformacji Lorentza mamy

/-YOST(/\)’}/O = ")/0 (eiﬁaaﬁwaﬁ>1‘ f)/o = Woeialﬁwaﬁ"yo = e%ryoalﬁvowaﬁ.
Obliczmy wyrazenie w wyktadniku

: t
1
Volg® = o (2 [%wg]) 7’ =
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Obliczmy iloczyn macierzy v°ST(A)~°.
Dla ciagtej transformacji Lorentza mamy

/-YOST(/\)’}/O = ")/0 (eiﬁaaﬁwaﬁ>1‘ f)/o = Woeialﬁwaﬁ"yo = e%ryoalﬁvowaﬁ.
Obliczmy wyrazenie w wyktadniku

1 1
Volg® = o (2 [%”w]) 1’ = = 57" (ra¥8 = 787a) "
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Obliczmy iloczyn macierzy v°ST(A)~°.
Dla ciagtej transformacji Lorentza mamy

/-YOST(/\)’}/O = ")/0 (eiﬁaaﬁwaﬁ>1‘ f)/o = Woeialﬁwaﬁ"yo = e%ryoalﬁvowaﬁ.
Obliczmy wyrazenie w wyktadniku

1 1
Volg® = o (2 [%”w]) 1’ = = 57" (ra¥8 = 787a) "
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Obliczmy iloczyn macierzy v°ST(A)~°.
Dla ciagtej transformacji Lorentza mamy

[ @ it fe i T o
’YOST(A)VO = ")/0 (efz%ﬁw ﬂ)T,‘yo = ,-YOeZUng 570 — ez’yoaaﬁvow ﬁ'

Obliczmy wyrazenie w wyktadniku
1 1
Volg® = o (2 [%”w]) 1’ = = 57" (ra¥8 = 787a) "

N WS Y S SR AN

Relatywistyczna wspéfzm. réwn. Diraca 30/37



Obliczmy iloczyn macierzy v°ST(A)~°.
Dla ciagtej transformacji Lorentza mamy

[ @ it fe i T o
’YOST(A)VO = ")/0 (efz%ﬁw ﬂ>T ,-yo = ,-YOeZUng B,}/O — ez’yoaaﬁvow B'

Obliczmy wyrazenie w wyktadniku
1 1
Volg® = o (2 [%”w]) 1’ = = 57" (ra¥8 = 787a) "
Y YR SE NS A

ale "YL = ’YO’YN’YO,
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Obliczmy iloczyn macierzy v°ST(A)~°.
Dla ciagtej transformacji Lorentza mamy

[ @ it fe i T o
’YOST(A)VO = ")/0 (efz%ﬁw ﬂ>T ,-yo = ,-YOeZUng B,}/O — ez’yoaaﬁvow B'

Obliczmy wyrazenie w wyktadniku

1 1
Volg® = o (2 [%”w]) 1’ = = 57" (ra¥8 = 787a) "
i 0 0
= 27" (b = adnh)
ale 7, = 799,70, wiec

i
’YOUlg’YO _ _E,yo (vo’m’yo’yo’m’yo . 70%70707570) ~

0
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Obliczmy iloczyn macierzy v°ST(A)~°.
Dla ciagtej transformacji Lorentza mamy

[ @ it fe i T o
’YOST(A)VO = ")/0 (efz%ﬁw ﬂ>T ,-yo = ,-YOeZUng B,}/O — ez’yoaaﬁvow B'

Obliczmy wyrazenie w wyktadniku
1 1
Volg® = o (2 [%”w]) 1’ = = 57" (ra¥8 = 787a) "
Y YR SE NS A

ale 7, = 799,70, wiec

i
’YOUlg’YO _ _E,yo (vo’m’yo’yo’m’yo . 70%70707570) ,yo
i
= 3 [V 78]
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Obliczmy iloczyn macierzy v°ST(A)~°.
Dla ciagtej transformacji Lorentza mamy

[ @ it fe i T o
’YOST(A)VO = ")/0 (efz%ﬁw ﬂ>T ,-yo = ,-YOeZUng B,}/O — ez’yoaaﬁvow B'

Obliczmy wyrazenie w wyktadniku

1 1
Volg® = o (2 [%”w]) 1’ = = 57" (ra¥8 = 787a) "
i 0 0
= 27" (b = adnh)
ale 7, = 799,70, wiec

i
’YOUlg’YO _ _E,yo (vo’m’yo’yo’m’yo . 70%70707570) ~

0
]
= 5 [7047'7,8] = O0af3-
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W takim razie dla ciagtej transformacji Lorentza zachodzi

’}/OST(/\)")/O _ e+£aagw°‘ﬁ _ 571(/\).
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W takim razie dla ciagtej transformacji Lorentza zachodzi

’}/OST(/\)")/O _ e+£aagw"‘ﬁ _ 571(/\).

Obliczmy teraz v°ST(A)+° dla odbicia przestrzennego,
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W takim razie dla ciagtej transformacji Lorentza zachodzi

’}/OST(/\)")/O _ e+£aagw"‘ﬁ _ 571(/\).
Obliczmy teraz v°ST(A)+° dla odbicia przestrzennego, dla ktérego

S(A) = np°, gdzie |np|® = 1.
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W takim razie dla ciagtej transformacji Lorentza zachodzi
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W takim razie dla ciagtej transformacji Lorentza zachodzi

’}/OST(/\)")/O _ e+£aagw"‘ﬁ _ 571(/\).
Obliczmy teraz v°ST(A)+° dla odbicia przestrzennego, dla ktérego

S(A) = np°, gdzie |np|® = 1.

i
POST A =0 (1p7°) 20 =
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W takim razie dla ciagtej transformacji Lorentza zachodzi

’}/OST(/\)")/O _ e+£aagw"‘ﬁ _ 571(/\).
Obliczmy teraz v°ST(A)+° dla odbicia przestrzennego, dla ktérego

SN =np°,  gddie |npl* =

t «
1OST(A)Y° =70 (npr°) 4 = 2%mpr®° =
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W takim razie dla ciagtej transformacji Lorentza zachodzi

’}/OST(/\)")/O _ e+£aagw"‘ﬁ _ 571(/\).
Obliczmy teraz v°ST(A)+° dla odbicia przestrzennego, dla ktérego

SN =np°,  gddie |npl* =

t «
12ST(A)Y° =10 (p7°) 40 = 20mpr®° = mpr”°
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W takim razie dla ciagtej transformacji Lorentza zachodzi

’}/OST(/\)")/O _ e+£aagw"‘ﬁ _ 571(/\).
Obliczmy teraz v°ST(A)+° dla odbicia przestrzennego, dla ktérego

SN =np°,  gddie |npl* =

i . .
POST(AY® =70 (1p7°) 2 = 2Pmpr®3° = mpr® = STHA).
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W takim razie dla ciaggtej transformacji Lorentza zachodzi

’}/OST(/\)")/O _ e+£aagw"‘ﬁ _ 571(/\).
Obliczmy teraz v°ST(A)+° dla odbicia przestrzennego, dla ktérego

SN =np°,  edzie [npl? =
i \ _
POST(AY® =70 (1p7°) 2 = 2Pmpr®3° = mpr® = STHA).
Podsumowujac

() = P(x)7°ST(A)° =
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W takim razie dla ciaggtej transformacji Lorentza zachodzi

’}/OST(/\)")/O _ e+£aagw"‘ﬁ _ 571(/\).
Obliczmy teraz v°ST(A)+° dla odbicia przestrzennego, dla ktérego

SN =np°,  edzie [npl? =
i \ _
POST(AY® =70 (1p7°) 2 = 2Pmpr®3° = mpr® = STHA).
Podsumowujac

() = D ST (N = D(x)SHN).
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Zadanie. Pokazaé, ze ostatnia réwnos$¢ dowodzi
wspotzmienniczosci sprzezonego réwnania Diraca

i0,5(x)7" + mi(x) = 0,

ktére czesto zapisuje sie w formie

¥(x) ("0 + m) =0,

przy zatozeniu, ze operator rézniczkowy 0, dziata na lewo.
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Macierze v* okreslone zwigzkami komutacyjnymi

{’YM?,.YV} = 2gMV]I7 M? V= 07 17 2? 3?

i relacjami hermitowskosci /), = 707,70 rozpinaja tzw. algebre
Clifforda.
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Macierze v* okreslone zwigzkami komutacyjnymi

{’YM?,.YV} = 2gMV]I7 M? V= 07 17 2? 3?

i relacjami hermitowskosci /), = 707,70 rozpinaja tzw. algebre
Clifforda.
Zdefiniujmy macierz ~s:

75 =7° = i’y

Relatywistyczna wspéfzm. réwn. Diraca 33/37



Macierze v* okreslone zwigzkami komutacyjnymi

{’YM?,.YV} = 2gMV]I7 M? V= 07 17 2? 3?

i relacjami hermitowskosci /), = 707,70 rozpinaja tzw. algebre
Clifforda.
Zdefiniujmy macierz ~s:

1 =7 =i’y

Zadanie. Pokazaé, ze

=1 A= {1} =0
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Macierze v* okreslone zwigzkami komutacyjnymi

{7“77”} = 2gMV]I7 M? V= 07 17 2? 3?

i relacjami hermitowskosci /), = 707,70 rozpinaja tzw. algebre
Clifforda.
Zdefiniujmy macierz ~s:

75 =7° = i’y

Zadanie. Pokazaé, ze

752, = ]L 7; =5, {7577,11} =0.

Zadanie. Znalez¢ postaé macierzy vs5 w reprezentacji Diraca i w
reprezentacji Weyla.
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco

=1
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco

=1 (1 macierz)
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco

=1 (1 macierz)
F/‘f =Yy
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco

=1 (1 macierz)
MY =9, (4 macierze)
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco

=1 (1 macierz)
F/; =7, (4 macierze)
M = ow

Relatywistyczna wspéfzm. réwn. Diraca 34/37



Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco

=1 (1 macierz)
MY =9, (4 macierze)
FZI, =ouw (6 macierzy)
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco

=1 (1 macierz)
MY =9, (4 macierze)
FZI, =ouw (6 macierzy)
rﬁ = 7Y5Yu
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco

=1 (1 macierz)

F/‘f =7, (4 macierze)
FZI, =ouw (6 macierzy)
r;‘ =57, (4 macierze)
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco

=1 (1 macierz)

F/‘f =7, (4 macierze)
FZI, =ouw (6 macierzy)
r;‘ =57, (4 macierze)

P =1
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco

=1 (1 macierz)
MY =9, (4 macierze)
FZI, =ouw (6 macierzy)
r;‘ =57, (4 macierze)
P =5 (1 macierz)
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco

=1 (1 macierz)
MY =9, (4 macierze)
FZI, =ouw (6 macierzy)
r;‘ =57, (4 macierze)
P =5 (1 macierz)

Razem :
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco

=1 (1 macierz)
F; =y (4 mac%erze)
I = ow (6 macierzy)
r;‘ =57, (4 macierze)
P =5 (1 macierz)
Razem : 16 macierzy
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Dowolng macierz 4 x 4 mozna przedstawi¢ w bazie 16 macierzy [?,
gdzie a=S,V, T, A, P, zdefiniowanych nastepujaco

=1 (1 macierz)
F; =y (4 mac%erze)
I = ow (6 macierzy)
r;‘ =57, (4 macierze)
P =5 (1 macierz)
Razem : 16 macierzy

Uzycie skrétéw S, V| T, A, P stanie sie jasne w dalszym ciggu
wykfadu.
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Zadanie. Pokazad, ze macierze I'?, a= S,V T, A, P, spetniaja
nastepujace wiasnosci.
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Zadanie. Pokazad, ze macierze I'?, a= S,V T, A, P, spetniaja
nastepujace wiasnosci.
Q v, (Mr)? =4I,
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Zadanie. Pokazad, ze macierze I'?, a= S,V T, A, P, spetniaja
nastepujace wiasnosci.
Q v, (Mr)? =4I,

@ Vous 3 {210} =0,
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Zadanie. Pokazad, ze macierze I'?, a= S,V T, A, P, spetniaja
nastepujace wiasnosci.

Q V,(M)* = I,

Q Vaxs b {ra, rb} =0,

© Vars Tr? =0,
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Zadanie. Pokazad, ze macierze I'?, a= S,V T, A, P, spetniaja
nastepujace wiasnosci.

Q V,(M)* = I,

@ Vous 3 {210} =0,

©Q Vors Tr? =0,

Q Varp Jeps M0 =alc,  gdzie a = £1, 4,
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Zadanie. Pokazad, ze macierze I'?, a= S,V T, A, P, spetniaja
nastepujace wiasnosci.

Q V,(M)* = I,

@ Vous 3 {210} =0,

©Q Vors Tr? =0,

Q Varp Jeps M0 =alc,  gdzie a = £1, 4,

© Macierze ['?, a=S,V, T, A, P, s3 liniowo niezalezne,
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Q Vaxs b {ra, rb} =0,

© Vars Tr? =0,
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Zadanie. Pokazad, ze macierze I'?, a= S,V T, A, P, spetniaja
nastepujace wiasnosci.

0 V,(I?)? =4I,

@ Vous 3 {210} =0,

© Vars Tr? =0,

Q Va¢b 3@&5 rare = al ¢, gdzie a = +£1, 4,

© Macierze ['?, a=S,V, T, A, P, s3 liniowo niezalezne,

O Zachodza nastegpujace tozsamosci: y# v, = 41,
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Zadanie. Pokazad, ze macierze I'?, a= S,V T, A, P, spetniaja
nastepujace wiasnosci.

0 V,(I?)? =4I,

@ Vous 3 {210} =0,

© Vars Tr? =0,

Q Va¢b 3@&5 rare = al ¢, gdzie a = +£1, 4,

© Macierze ['?, a=S,V, T, A, P, s3 liniowo niezalezne,

O Zachodza nastegpujace tozsamosci: y# v, = 41,
YV Y = =29, Ay Y = 48"
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Zadanie. Pokazad, ze macierze I'?, a= S,V T, A, P, spetniaja
nastepujace wiasnosci.
Q V,(M)* = I,
@ Vous 3 {210} =0,
©Q Vors Tr? =0,
Q Varp Jeps M0 =alc,  gdzie a = £1, 4,
© Macierze ['?, a=S,V, T, A, P, s3 liniowo niezalezne,
O Zachodza nastegpujace tozsamosci: y# v, = 41,
YV = =297, APy = 4877
VYT = =297y
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Jak transformuje sie forma biliniowa postaci ¢(x)?9(x) dla
a=3S5,V, T, A, P przy transformacji Lorentza x — Ax?
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Jak transformuje sie forma biliniowa postaci ¢(x)?9(x) dla
a=3S5,V, T, A, P przy transformacji Lorentza x — Ax?

P (PP (') = D (x)STHAITS(A)(x).
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P (XY () = P(x)STHATS(A)(x).-
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P () =
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Jak transformuje sie forma biliniowa postaci ¢(x)?9(x) dla
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Jak transformuje sie forma biliniowa postaci ¢(x)?9(x) dla
a=3S5,V, T, A, P przy transformacji Lorentza x — Ax?

(XY () = D(x)STHAIFS(N)ib(x).-
Na przykfad forma
(XY (X)) = D()STHAHS (A (x) = N (x)7" b (x)

transformuje sie jak wektor.
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Jak transformuje sie forma biliniowa postaci ¢(x)?9(x) dla
a=3S5,V, T, A, P przy transformacji Lorentza x — Ax?

(XY () = D(x)STHAIFS(N)ib(x).-
Na przykfad forma
(XY (X)) = D()STHAHS (A (x) = N (x)7" b (x)

transformuje sie jak wektor. Dlatego odpowiednig macierz ?
oznaczyliSmy symbolem V.
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Zadanie. Udowodni¢ wtasnosci transformacyjne pozostatych form
biliniowych

(W (X) = () (x),
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Zadanie. Udowodni¢ wtasnosci transformacyjne pozostatych form
biliniowych

() (X) = () (x), skalar (5),

Relatywistyczna wspéfzm. réwn. Diraca 37/37



Zadanie. Udowodni¢ wtasnosci transformacyjne pozostatych form
biliniowych

() (X) = d(x)u(x), skalar (5),

P ()t (x) = NN ) (x) o7 (x),
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Zadanie. Udowodni¢ wtasnosci transformacyjne pozostatych form

biliniowych
(N (X)) = Dx)P(x), skalar (5),
()Y () = NN b (X)o7 1(x), tensor (T),
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Zadanie. Udowodni¢ wtasnosci transformacyjne pozostatych form
biliniowych

(X () = P(x)(x), skalar (5),
1/_/( Xt (x') = N LAY 4 (x) P71 (x), tensor (T),
(s (<) = deth A, d(x)s7 (),
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1/_/( Xt (x') = N LAY 4 (x) P71 (x), tensor (T),
(< Y5774 (x') = deth A, di(x)357"26(x),  pseudowektor (A)
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Zadanie. Udowodni¢ wtasnosci transformacyjne pozostatych form

biliniowych

P (N (x) = D) (), skalar (5),
P(x)aH P (x') = M /\”Uw( Yo7 1h(x), tensor (T),

P (X )Y (X) = det/\ A h(x) 577 4(x), pseudowektor (A),
O (X )50 (x) = dethp(x)51(x),
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Zadanie. Udowodni¢ wtasnosci transformacyjne pozostatych form

biliniowych

@(X'W( X') = P(x)ih(x), skalar (5),

P (o (x) = NN 1 (x) o7 (x), tensor (T),

P (XN ysyHa (X)) = det/\ A h(x) 577 4(x), pseudowektor (A),
(X )51 (x') = detAp(x)y51(x), pseudoskalar (P).
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