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Réwnanie Schrodingera

o)

st = T R ) + V7 U )

otrzymaliSmy dokonujac podstawien
E—inl 5 — —ihV
— (h—, — —i
ot P

w nierelatywistycznym wzorze na catkowitg energie czastki
-2
E=P2 vy,

2m

Réwnanie Schrodingera opisuje ruch nierelatywistycznej czastki
bezspinowej o masie m w polu sity F(r,t) = =V V(1 t).
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Dla czastki swobodnej energia kinetyczna wyraza sie
nierelatywistycznym wzorem

0
E— P
2m
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Dla czastki swobodnej energia kinetyczna wyraza sie
nierelatywistycznym wzorem

_7

2m
i rownanie Schrodingera przyjmuje postaé
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8t 2m VY.
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Dla czastki swobodnej energia kinetyczna wyraza sie
nierelatywistycznym wzorem

P

2m

i rownanie Schrodingera przyjmuje postaé

SO0

G
8t 2m VY.

% interpretujemy jako

Kwadrat modutu funkgji falowej |1(7) t)
gestos¢ prawdopodobienstwa znalezienia czastki w elemencie

objetosci d3r = dxdydz wokét punktu 7w chwili t.
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Dla nierelatywistycznej czastki bezspinowej zdefiniowalismy wektor
pradu prawdopodobienstwa

S(7 1) = — 2[5

—5 [0V = (Vo) v
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Dla nierelatywistycznej czastki bezspinowej zdefiniowali$my wektor
pradu prawdopodobienstwa

S(7t) = o [+ Su — (V) ],

ktéry wraz z gestoscia prawdopodobiefstwa [1/(7, t)|? spetnia
nastepujace réwnanie ciggtosci

S her 0P + 9 8(7 0 =0

Patrz wykfad 2.
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Najprostszym sposobem otrzymania relatywistycznego réwnania
falowego wydaje sie by¢ podstawienie

E— ih%, p— —ihV
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Najprostszym sposobem otrzymania relatywistycznego réwnania
falowego wydaje sie by¢ podstawienie

0 -
E— iha, p— —ihV
do relatywistycznego zwigzku pomiedzy pedem i energia czastki o
masie m
E? — R = mct

gdzie ¢ jest predkoscia $wiatta w prézni.
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Przypomnijmy, ze zwiagzek ten jest relatywistycznie niezmienniczy,
co wynika z faktu, ze mozna go tatwo otrzymac obliczajac kwadrat
czterowektora energii-pedu
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Kwadrat czterowektora jest iloczynem skalarnym czterowektora
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Przypomnijmy, ze

—

E=qymc®,  B=ymv,

gdzie czynnik Lorentza v dany jest wzorem
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Przypomnijmy, ze

—

E=qymc®,  B=ymv,

gdzie czynnik Lorentza v dany jest wzorem

1
’y:
=
Dlatego
E? V2
2_E o 2f 22 2.2\ _ 222, V| _
p 2 P (mc mv) mc*y(l c2>
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Przypomnijmy, ze

E=qymc®,  B=ymv,

gdzie czynnik Lorentza v dany jest wzorem

1
Y= =~
1=
Dlatego
E? V2
2_E 2 2<m2C2_m2‘72):m2C2 21V ) = 22
p 2 p Y Y 2

Réwnanie Diraca 7/43



Otrzymalismy réwnanie

ktére po obustronnym pomnozeniu przez c? datoby wyjsciowy

zwiazek E? — p?c? = m?c*.
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Otrzymalismy réwnanie

ktére po obustronnym pomnozeniu przez c? datoby wyjsciowy
zwiazek E? — p?c? = m?c*.

Podstawiajac

E— ih%, B — —ihV

otrzymamy réwnanie falowe

0? - . .
l—hz act)? + h2V2] o(t,X) = m?cyp(t, X).
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Dzielac obie strony réwnania

+ W2V2| o(t, %) = m?c2(t, %)

[_hz d(ct)?

przez —h? po uprzednim przeniesieniu m?>c2p(t, X) na lewa strone
otrzymamy
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Dzielac obie strony réwnania

+ W2V2| o(t, %) = m?c2(t, %)

[_}f d(ct)?

przez —h? po uprzednim przeniesieniu m?>c2p(t, X) na lewa strone
otrzymamy

H? =0 m?c? .
la(ct)2_v +? o(t,x) = 0.
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Dzielac obie strony réwnania

2 292 SN 2.2 -
[—h a(ct)? + WV p(t,X) = m“c“p(t, X)
przez —h? po uprzednim przeniesieniu m?>c2p(t, X) na lewa strone
otrzymamy
92 L, mPc?
-V t,x) =0.
[8(ct)2 [ #BX)

WoprowadZmy czterowektor pofozenia x = x* = (x%, X) = (ct, X),

wowczas
d(ct)?
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gdzie wprowadzilismy symbol [J dla oznaczenia operatora
d'Alemberta.
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gdzie wprowadzilismy symbol [J dla oznaczenia operatora

d’'Alemberta.
2.2 .
Ponadto oznaczmy p? = £~ wéwczas réwnanie
9?2 =5 m?c2 .,
[8(ct)2 -V + 2 o(t,x) =0

przybiera prosta postaé

(D + uz) o(x) = 0.

Jest to réwnanie falowe Kleina-Gordona.
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Mimo, ze réwnanie Kleina-Gordona jest relatywistycznie
niezmiennicze, to ma ono pewne wady, ktére dyskwalifikuja je jako
réwnanie mogace postuzyé do kwantowomechanicznego opisu
relatywistycznej czastki, takiej jak np. elektron.
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gdzie wykorzystaliSmy skrétowy zapis operatora rézniczkowania
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Zadanie. Pokaza¢é, ze pierwszy operator jest czterowektorem
kowariantnym, a drugi czterowektorem kontrawariantnym.
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Zadanie. Pokaza¢é, ze pierwszy operator jest czterowektorem
kowariantnym, a drugi czterowektorem kontrawariantnym.
Prad j*(x) spetnia réwnanie ciagtosci

0" (x) = 0.

Aby sie o tym przekonaé znajdzmy najpierw réwnanie dla ¢*(x).
W tym celu sprzegnijmy obustronnie réwnanie Kleina-Gordona

(D + ,u2) ©*(x) =0.

SkorzystaliSmy tu z faktu, ze zaréwno operator d'Alemberta [J jak
i parametr p? s3 rzeczywiste.
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Podziatajmy operatorem d,, na prad j*(x)
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Podziatajmy operatorem d,, na prad j*(x)

"' (x) = 10,7 (x)0"p(x) — 0" (¢*(x)) p(x)]
= 1[0up"(x)0"p(x) + ¢*(x)0,0"p(x)
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Podziatajmy operatorem d,, na prad j*(x)

O'(x) = i0u[p*(x)0"p(x) — 0" (¢"(x)) p(x
= i[0up"(x)0"p(x) + " (x) 00" (x
—0,0" (¢

)
)

(x)) p(x) = "™ (x)Oup(x)]




Podziatajmy operatorem d,, na prad j*(x)

Ot (x) = 9 e (x)0"

x) = " (¢"(x)) p(x)]
)

o
— 1[0,0" ()" 0(x) + ()3, 0" p(x
() p(x) — 96" () 0()]

—8,0"(




Podziatajmy operatorem d,, na prad j*(x)

9u'(x) = 9" (x)0"p(x)
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©
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" (x)) p(x)]

i [ ()0 (x) — O(
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Out(x) =19 [p"(x)0"p(x) = 9" (¢"(x)) (%)
= 1[0up"(x)0"p(x) + ¢*(x)0,0"p(x)
—09,0" (¢"(x)) p(x) = 9"¢" (x)Ousp(x)]
= 1[p" ()8 (x) = O (" (x)) p(x)]

]




Podziatajmy operatorem d,, na prad j*(x)

' (x) = 10" (x)0"p(x) = 0" (9" (x)) p(x)
= 1[0up"(x)0"p(x) + ¢*(x)0,0"p(x)
—0,0" (¢7(x)) p(x) = "™ (x)Oup(x)]

"()0e(x) = O (9" (x) ¢(x)]

]

ile ) -
= i@ ()2)e(x) + 126" () (0)]




Podziatajmy operatorem d,, na prad j*(x)

' (x) = 10" (x)0"p(x) = 0" (9" (x)) p(x)
= 1[0up"(x)0"p(x) + ¢*(x)0,0"p(x)
—0,0" (¢7(x)) p(x) = "™ (x)Oup(x)]

"()0e(x) = O (9" (x) ¢(x)]

]

ile ) -
= i@ ()2)e(x) + 1 (X)e(x)] =




Podziatajmy operatorem d,, na prad j*(x)

O (x) = 10 [ (x)0"p(x) — 0" (#"(x)) 9(x)
= i [0 ()" 0(x) + 9" (x)0u0"(x)
—0,0" (9" (%)) 9(x) = 90" ()Dup(¥)]
i [ (x)0(x) = O (¢"(x)) ()]
= i@ C(=12)p(x) + 12" ()e(x)| =

gdzie skorzystaliSmy z réwnan

]

(D + u2> o(x)=0




Podziatajmy operatorem d,, na prad j*(x)

O (x) = 10 [ (x)0"p(x) — 0" (#"(x)) 9(x)
= i [0 ()" 0(x) + 9" (x)0u0"(x)
—0,0" (9" (%)) 9(x) = 90" ()Dup(¥)]
i [ (x)0(x) = O (¢"(x)) ()]
= i@ C(=12)p(x) + 12" ()e(x)| =

gdzie skorzystaliSmy z réwnan

]

(D + u2> o(x)=0 =




Podziatajmy operatorem d,, na prad j*(x)

O (x) = 10 [ (x)0"p(x) — 0" (#"(x)) 9(x)
= i [0 ()" 0(x) + 9" (x)0u0"(x)
—0,0" (9" (%)) 9(x) = 90" ()Dup(¥)]
i [ (x)0(x) = O (¢"(x)) ()]
= i@ C(=12)p(x) + 12" ()e(x)| =

gdzie skorzystaliSmy z réwnan

]

(O+m)e(x)=0 =  DOp(x) = —pp(x),




Podziatajmy operatorem d,, na prad j*(x)

O (x) = 10 [ (x)0"p(x) — 0" (#"(x)) 9(x)
= i [0 ()" 0(x) + 9" (x)0u0"(x)
—0,0" (9" (%)) 9(x) = 90" ()Dup(¥)]
i [ (x)0(x) = O (¢"(x)) ()]
= i@ C(=12)p(x) + 12" ()e(x)| =

gdzie skorzystaliSmy z réwnan

]

(O+m)e(x)=0 =  DOp(x) = —pp(x),
(D + uz) ©*(x)=0




Podziatajmy operatorem d,, na prad j*(x)

O (x) = 10 [ (x)0"p(x) — 0" (#"(x)) 9(x)
= i [0 ()" 0(x) + 9" (x)0u0"(x)
—0,0" (9" (%)) 9(x) = 90" ()Dup(¥)]
i [ (x)0(x) = O (¢"(x)) ()]
= i@ C(=12)p(x) + 12" ()e(x)| =

gdzie skorzystaliSmy z réwnan

]

(O+m)e(x)=0 =  DOp(x) = —pp(x),
(D + uz) ©*(x)=0 =




Podziatajmy operatorem d,, na prad j*(x)

O (x) = 10 [ (x)0"p(x) — 0" (#"(x)) 9(x)
= i [0 ()" 0(x) + 9" (x)0u0"(x)
—0,0" (9" (%)) 9(x) = 90" ()Dup(¥)]
i [ (x)0(x) = O (¢"(x)) ()]
= i@ C(=12)p(x) + 12" ()e(x)| =

gdzie skorzystaliSmy z réwnan

]

(O+m)e(x)=0 =  DOp(x) = —pp(x),

O+m)e)=0 = Og(x) =" (x).




Zerowa sktadowa jO(x) = p(x) pradu j*(x) chcielibysmy
zinterpretowad, jako gestos¢ prawdopodbienstwa znalezienia czastki
w elemencie objetoéci d3x w czasie t.
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Zerowa sktadowa jO(x) = p(x) pradu j*(x) chcielibysmy
zinterpretowad, jako gestos¢ prawdopodbienstwa znalezienia czastki
w elemencie objetoéci d3x w czasie t.

Niestety,

p(x) = i 9" ()8%p(x) = 8° (#"(x)) ¢(x))]

nie jest wielkoscig dodatnio okreslong, co w praktyce wyklucza
probabilistyczng interpretacje funkgji falowej p(x).

Ponadto, jesli funkcja falowa ¢(x) w réwnaniu Kleina-Gordona jest
rzeczywista, to prad j#(x) jest tozsamosciowo réwny 0.
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Przyjecie interpretacji, ze |p(x)|? jest gestoscig prawdopodbieristwa
znalezienia czastki w elemencie objetosci d3x w czasie t
prowadzifoby do niezachowania w czasie catki normalizacyjnej

[lete )P ax =1,
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Przyjecie interpretacji, ze |p(x)|? jest gestoscig prawdopodbieristwa
znalezienia czastki w elemencie objetosci d3x w czasie t
prowadzifoby do niezachowania w czasie catki normalizacyjnej

[lete )P ax =1,

Kolejnym problemem jest wystepowanie drugiej pochodne;j
czasowe] w réownaniu Kleina-Gordona, gdyz chcielibysmy, zeby
relatywistyczne réwnanie kwantowe miato posta¢ analogiczna do
réwnania Schrodingera

L OP(x)
IFLT = Hy(x).
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p2c? = m?c* to

Gdybyémy spierwiastkowali wzér E? —
otrzymaliby$my relatywistyczny wzér na energie czastki

E = £1/p?c? + m2c4.
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;3Qc2 = m3c*, to

Gdybyémy spierwiastkowali wzér E? —
otrzymaliby$my relatywistyczny wzér na energie czastki

E = £1/p?c? + m2c4.

Chcemy aby energia czastki byta dodatnia, wiec wybieramy

dodatni pierwiastek.
E = /p?c? + m?c*.
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Gdybyémy spierwiastkowali wzér E? — p?c? = m?c?, to
otrzymaliby$my relatywistyczny wzér na energie czastki

E = £1/p?c? + m2c4.

Chcemy aby energia czastki byta dodatnia, wiec wybieramy

dodatni pierwiastek.
E = /p?c? + m?c*.

Dokonujac w tym wzorze podstawien

E— ihaat, g — —ihV

otrzymalibySmy po prawej stronie rébwnania operator catkowy.
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Aby sie o tym przekonaé dokonajmy transformaty Fouriera funkgji
falowej

1
(2r)?

W(t, %) = / BreFF (8, ).
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W(t, %) = / BreFF (8, ).

Witedy

—inVY(t,X) =
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Aby sie o tym przekonaé dokonajmy transformaty Fouriera funkgji

1 UV
/ A3 ke'*XaP(t, k).

falowej
(e x) = (27‘(’)%

1

- 5 )g/d3k(—ihﬁ)e'f‘%(t,k)

Witedy
—ihVi(t,X)
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Aby sie o tym przekonaé dokonajmy transformaty Fouriera funkgji
falowej

ke T (¢, k).

—inVY(t,R) = (2 §/d3 (—ih)e* (e, &)
T)2

= o /d3k hK eFF(t, K).
T
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Aby sie o tym przekonaé dokonajmy transformaty Fouriera funkgji
falowej

ke T (¢, k).

LBVt %) = (2 é/d3 —inV)e* T (t, K)
)2

_ o) /d3khke X(t, k).
T
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Obliczmy teraz

\/—h2c262 + m2c*(t, X) =
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Obliczmy teraz

— 1 —, Do~ —,
\/—h2c2V2 + m?ct(t, X) = /d3k\/ h2c2k2 4+ m2cte*Xi(t, k).

(2m)?
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Obliczmy teraz

- 1 - oo
\/—h2c2V2 + m?ct(t, X) = /d3k\/ h2c?k? + m2cte'**(t, k).

(2m)?

Aby po prawej stronie wystapita funkcja falowa (¢, X) musimy
wykona¢ odwrotna transformate Fouriera

> . 1 3 3
\/—h2C2V2+ m2ctp(t,x) = EE /d x’/d k

\V h2c2k? + m2c4e"E'(’?*)?/)w(t, X).
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Obliczmy teraz

— 1 —, Do~ —,
\/—h262V2 + m?ct(t, X) = /d3k\/ h2c2k2 4+ m2cte*Xi(t, k).

(2m)?

Aby po prawej stronie wystapita funkcja falowa (¢, X) musimy
wykona¢ odwrotna transformate Fouriera

> . 1 3 3
\/—h2C2V2+ m2ctp(t,x) = EE /d x’/d k

\V h2c2k? + m2c4e"E'(’?*)?/)w(t, X).

Widzimy, ze operator po lewej stronie réwnania jest operatorem
catkowym.
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Obliczmy teraz

— 1 —, Do~ —,
\/—h2c2V2 + m?ct(t, X) = /d3k\/ h2c2k2 4+ m2cte*Xi(t, k).

(2m)?

Aby po prawej stronie wystapita funkcja falowa (¢, X) musimy
wykona¢ odwrotna transformate Fouriera

> . 1 3 3
\/—h2C2V2+ m2ctp(t,x) = EE /d x’/d k

\V h2c2k? + m2c4e"E'(’?*)?/)w(t, X).

Widzimy, ze operator po lewej stronie réwnania jest operatorem
catkowym. Nie jest on réwniez operatorem liniowym.
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Zatdézmy, ze hamiltonian w relatywistycznym réwnaniu

81/1( )

= Hij(x)

wyraza sie wzorem
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Zatdézmy, ze hamiltonian w relatywistycznym réwnaniu

81/1( )

= Hy(x)
wyraza sie wzorem
H=d-p+8m
i zazadajmy aby
H2 = B+ m?
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81/1( )

= Hy(x)
wyraza sie wzorem
H=d-p+8m
i zazadajmy aby
H2 = B+ m?
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Obliczmy

H*> = (aipi + Bm)(ajp; + Bm)
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Obliczmy

H> = (cipi+ Bm)(ajp; + Bm)
= qja;pipj + aipiim + Bmajp; + 7 m?
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Obliczmy
H> = (aip; + Bm)(a;p; + Bm)
= aja;pip; + aipim + Bma;p; + *m?
1

1
= SQipipj + Zojaipipi + a;3mp; + Boymp; + 3°m?
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Obliczmy

H*> = (aipi + Bm)(ajp; + Bm)

= aja;pip; + aipim + Bma;p; + *m?
1 1
= SQipipj + Zojaipipi + a;Bmp; + Baimp; + 32m?
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Obliczmy

H? = (aipi+ Bm)(ap; + Bm)

ajajpipj + aipim + fmaypj + 32 m’

1 1

= Si0ypip; + Zoyaip;pi + aifmpi + Soimpi + p2m?

1
2(041'041 + aja;)pipj + (i + Bag)mp; + 32m?.
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Obliczmy

H? = (aipi+ Bm)(ap; + Bm)

ajajpipj + aipim + fmaypj + 32 m’

1 1

= Si0ypip; + Zoyaip;pi + aifmpi + Soimpi + p2m?

1
2(04iOéj + aja;)pipj + (i + Bag)mp; + 32m?.

Dokonalismy tu symetryzacji wspétczynnika przy p;p;, aby uniknaé
ewentualnych kasowan pomiedzy wspétczynnikami przy pip; i p;p;.

Réwnanie Diraca 20/43



Z drugiej strony chcemy, aby

H? = pip; + m?

Réwnanie Diraca 21/43



Z drugiej strony chcemy, aby

H? = pipj + m* = &;pip; + m’,

Réwnanie Diraca 21/43



Z drugiej strony chcemy, aby

H? = pipj + m* = &;pip; + m’,

gdzie wspotczynnik przy p;p; jest juz symetryczny.
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Z drugiej strony chcemy, aby

H? = pipj + m* = &;pip; + m’,

gdzie wspotczynnik przy p;p; jest juz symetryczny.
Poréwnajmy oba wzory na H2.

1
5(aiaj + ajai)pip; + (aif + Bai)mp; + F2m* = §;pipj + m’.
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gdzie wspotczynnik przy p;p; jest juz symetryczny.
Poréwnajmy oba wzory na H2.

5 (aiaj + ajai)pip; + (i + Bai)mp; + F2m* = §;pipj + m’.
Widzimy, ze musza zachodzi¢ nastepujace zwigzki

ajoj + ajo; = 2051, aiff + Pa; =0, 52 =1L
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Z drugiej strony chcemy, aby

H? = pipj + m* = &;pip; + m’,

gdzie wspotczynnik przy p;p; jest juz symetryczny.
Poréwnajmy oba wzory na H2.

1
5(aiaj + ajai)pip; + (aif + Bai)mp; + F2m* = §;pipj + m’.
Widzimy, ze musza zachodzi¢ nastepujace zwigzki

ajoj + ajo; = 2051, aiff + Pa; =0, 52 =1L

Jest oczywiste, ze «;, i =1,2,3,i 3 musza byé macierzami, przy
czym I musi by¢é macierza jednostkows.
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Aby hamiltonian H = «a;p; + m byt hermitowski, macierze «; i 8
musza by¢ hermitowskie

al =a;, =123  pi=p

Réwnanie Diraca 22/43



Aby hamiltonian H = «a;p; + m byt hermitowski, macierze «; i 8
musza by¢ hermitowskie

al =a;, =123  pi=p

a wiec s3 macierzami kwadratowymi.
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musza by¢ hermitowskie
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a wiec s3 macierzami kwadratowymi.
Jaki jest wymiar tych macierzy?
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a wiec s3 macierzami kwadratowymi.
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Aby hamiltonian H = «a;p; + m byt hermitowski, macierze «; i 8
musza by¢ hermitowskie

al =a;, =123  pi=p

a wiec s3 macierzami kwadratowymi.
Jaki jest wymiar tych macierzy?
Zatézmy, ze | # j, wtedy

ajaj + ajag = 2(5,‘1']1 =0 = Qi = —QjQ;.
Obliczmy wyznacznik

det(ajaj) = det(—aja;)
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Aby hamiltonian H = «a;p; + m byt hermitowski, macierze «; i 8
musza by¢ hermitowskie

al =a;, =123  pi=p

a wiec s3 macierzami kwadratowymi.
Jaki jest wymiar tych macierzy?
Zatézmy, ze | # j, wtedy

ajaj + ajag = 2(5,‘1']1 =0 = Qi = —QjQ;.
Obliczmy wyznacznik

det(jj) = det(—aja;) = (—1)%det(asa;),
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Aby hamiltonian H = «a;p; + m byt hermitowski, macierze «; i 8
musza by¢ hermitowskie

al =a;, =123  pi=p

a wiec s3 macierzami kwadratowymi.
Jaki jest wymiar tych macierzy?
Zatézmy, ze | # j, wtedy

ajaj + ajag = 2(5,‘1']1 =0 = Qi = —QjQ;.
Obliczmy wyznacznik
det(jj) = det(—aja;) = (—1)%det(asa;),

gdzie d X d jest wymiarem macierzy «;.
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Widzimy, ze dla macierzy «; d musi by¢ liczbg parzysta.

Réwnanie Diraca 23/43



Widzimy, ze dla macierzy «; d musi by¢ liczbg parzysty. To samo
dotyczy macierzy (.
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Widzimy, ze dla macierzy «; d musi by¢ liczbg parzysty. To samo
dotyczy macierzy (.
Najmniejsza nietrywialng warto$cia jest d = 2.
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Widzimy, ze dla macierzy «; d musi by¢ liczbg parzysty. To samo
dotyczy macierzy (.

Najmniejsza nietrywialng warto$cia jest d = 2.

Macierzami hermitowskimi 2 x 2 spetniajagcymi zwiazki analogiczne
do

ajoj + ajag = 25,'J'H, Oéiﬁ + Bai =0, 52 =1

Réwnanie Diraca 23/43



Widzimy, ze dla macierzy «; d musi by¢ liczbg parzysty. To samo
dotyczy macierzy (.

Najmniejsza nietrywialng warto$cia jest d = 2.

Macierzami hermitowskimi 2 x 2 spetniajagcymi zwiazki analogiczne
do

ajoj + ajag = 25,'J'H, Oéiﬁ + Bai =0, ﬁ2 =1

s3 macierze Pauliego

(01 (0 —i (1 0
=\V10) 27Li o) T \lo 1)
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Widzimy, ze dla macierzy «; d musi by¢ liczbg parzysty. To samo
dotyczy macierzy (.

Najmniejsza nietrywialng warto$cia jest d = 2.

Macierzami hermitowskimi 2 x 2 spetniajagcymi zwiazki analogiczne
do

ajoj + ajag = 25,'J'H, Oéiﬁ + Bai =0, ﬁ2 =1

s3 macierze Pauliego

(01 (0 —i (1 0
=\V10) 27Li o) T \lo 1)

dla ktérych ojo; + ojo; = 24, hj=12,3.
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Niestety, brakuje czwartej macierzy.
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Niestety, brakuje czwartej macierzy.
W takim razie wybierzmy d = 4.
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Niestety, brakuje czwartej macierzy.

W takim razie wybierzmy d = 4.

Zanim podamy jawng posta¢ macierzy «; i 3, spetniajgcych zadane
zwiazki, zdefiniujmy nowe macierze v, i =10,1,2,3:

=3, v = Baj, i=1,2,3.
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Pomnézmy réwnanie (h = c = 1)
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Niestety, brakuje czwartej macierzy.

W takim razie wybierzmy d = 4.

Zanim podamy jawng posta¢ macierzy «; i 3, spetniajgcych zadane
zwiazki, zdefiniujmy nowe macierze v, i =10,1,2,3:

=3, v = Baj, i=1,2,3.

Pomnézmy réwnanie (h = c = 1)

L0Y(x
2 (i 4 ()
lewostronnie przez (8 i wstawmy p; = —id;, wtedy dostaniemy
9(x)

B

- (ﬁai(—i&') + BQm) P(x).
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9y (x)

"57 = (ﬁ&i(—iai) + 52’”) ().




L 0Y(x) . 2

8755 = (Bai(=idy) + 52m) ¥ (x).
Skorzystajmy z warunku 32 = I, wstawmy definicje macierzy v*:
=3, v = Baj, i =1,2,3, i przeniedmy wszystko na lewa strone
réwnania
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820 _ (Boi(—ivn) + m) w().

Skorzystajmy z warunku 32 = I, wstawmy definicje macierzy v*:
=3, v = Baj, i =1,2,3, i przeniedmy wszystko na lewa strone
réwnania

(i’yoﬁo +iv'0; — m) P(x) = 0.

Réwnanie Diraca 25/43



9y (x)

=522 = (Bau(=in) + B2m) ().

Skorzystajmy z warunku 32 = I, wstawmy definicje macierzy v*:

=B, v = Baj, i =1,2,3, i przeniesmy wszystko na lewa strone
réwnania

(i’yoﬁo +iv'0; — m) P(x) = 0.

taczac pierwszy i drugi wyraz w nawiasie dostaniemy rownanie
Diraca w formie

(178, — m) ¥(x) = 0.
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Zdefiniujmy symbol ¢ = +#0,,.
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Zdefiniujmy symbol ¢ = +*0,,. Przy jego uzyciu réwnanie Diraca
przybiera prosta postaé

(i) — m) ¥(x) = 0.
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Zdefiniujmy symbol ¢ = +*0,,. Przy jego uzyciu réwnanie Diraca
przybiera prosta postaé

(i) — m) ¥(x) = 0.

Musimy jeszcze znalez¢é macierze v spetniajagce wymagane
wiasnosci.
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Zdefiniujmy symbol J = +*0,,. Przy jego uzyciu réwnanie Diraca
przybiera prosta postaé

(i) — m) ¥(x) = 0.

Musimy jeszcze znalez¢é macierze v spetniajagce wymagane
witasnosci.

SprawdZmy najpierw zachowanie macierzy v przy sprzezeniu
hermitowskim.
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Zdefiniujmy symbol J = +*0,,. Przy jego uzyciu réwnanie Diraca
przybiera prosta postaé

(i) — m) ¥(x) = 0.

Musimy jeszcze znalez¢é macierze v spetniajagce wymagane
witasnosci.

SprawdZmy najpierw zachowanie macierzy v przy sprzezeniu
hermitowskim.

i
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Zdefiniujmy symbol J = +*0,,. Przy jego uzyciu réwnanie Diraca
przybiera prosta postaé

(i) — m) ¥(x) = 0.

Musimy jeszcze znalez¢é macierze v spetniajagce wymagane
witasnosci.

SprawdZmy najpierw zachowanie macierzy v przy sprzezeniu
hermitowskim.

P =pt=p=19, ¥ = (Ban)f
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Zdefiniujmy symbol J = +*0,,. Przy jego uzyciu réwnanie Diraca
przybiera prosta postaé

(i) — m) ¥(x) = 0.
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Zdefiniujmy symbol J = +*0,,. Przy jego uzyciu réwnanie Diraca
przybiera prosta postaé

(i) — m) ¥(x) = 0.

Musimy jeszcze znalez¢é macierze v spetniajagce wymagane
witasnosci.

SprawdZmy najpierw zachowanie macierzy v przy sprzezeniu
hermitowskim.

Pr=pt=p8=1" 4 =(Ba)l =alpt = 0,8 = —Ba;
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Zdefiniujmy symbol J = +*0,,. Przy jego uzyciu réwnanie Diraca
przybiera prosta postaé

(i) — m) ¥(x) = 0.

Musimy jeszcze znalez¢é macierze v spetniajagce wymagane
witasnosci.

SprawdZmy najpierw zachowanie macierzy v przy sprzezeniu
hermitowskim.

’YOT:/ﬁT:ﬂ:’YOa ’Y’T:(ﬁal)T:aj‘ﬁT:OZI,B:—,BO[,:—’}/I
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Zbadajmy wtasnoéci komutacyjne macierzy v#: 1% = 3, 4 = By,
i=1,23.
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Zbadajmy wtasnoéci komutacyjne macierzy v#: 1% = 3, 4 = By,
i =1,2,3. Pamietamy, ze

ajaj + ajaj = 204, aiff + pa; =0, g2 =1

Z pierwszego réwnania wynika, ze 04,2 =1L
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Zbadajmy wtasnoéci komutacyjne macierzy v#: 1% = 3, 4 = By,
i =1,2,3. Pamietamy, ze

ajaj + ajaj = 204, aiff + pa; =0, g2 =1
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Zbadajmy wtasnoéci komutacyjne macierzy v#: 1% = 3, 4 = By,
i =1,2,3. Pamietamy, ze

ajaj + ajaj = 204, aiff + pa; =0, g2 =1

Z pierwszego réwnania wynika, ze 04,2 = I. Przestawmy macierze w
iloczynie

Py = BBa; = B(~aiB) = —BaiB
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Zbadajmy wtasnoéci komutacyjne macierzy v#: 1% = 3, 4 = By,
i =1,2,3. Pamietamy, ze

ajaj + ajaj = 204, aiff + pa; =0, g2 =1

Z pierwszego réwnania wynika, ze 04,2 = I. Przestawmy macierze w
iloczynie
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Zbadajmy wtasnoéci komutacyjne macierzy v#: 1% = 3, 4 = By,
i =1,2,3. Pamietamy, ze

ajaj + ajaj = 204, aiff + pa; =0, g2 =1

Z pierwszego réwnania wynika, ze 04,2 = I. Przestawmy macierze w
iloczynie

" = Bai = B(~if) = —Baif = —° = 2% +40 =0
7
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Réwnanie Diraca

Zbadajmy wtasnosci komutacyjne macierzy ~*

0= 8,7 = fa,

i =1,2,3. Pamietamy, ze
ajoj + ajog = 2(5,'1']1, aif + Pa; =0, ﬂ2 =1
Z pierwszego réwnania wynika, ze 04,2 = I. Przestawmy macierze w
iloczynie
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v = BPai=p(-eif) = —faif =" = 7'+ =0.
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Zbadajmy wtasnoéci komutacyjne macierzy v#: 1% = 3, 4 = By,
i =1,2,3. Pamietamy, ze

ajaj + ajaj = 204, aiff + pa; =0, g2 =1

Z pierwszego réwnania wynika, ze 04,2 = I. Przestawmy macierze w
iloczynie
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Réwnanie Diraca 27/43



Zbadajmy wtasnoéci komutacyjne macierzy v#: 1% = 3, 4 = By,
i =1,2,3. Pamietamy, ze

ajaj + ajaj = 204, aiff + pa; =0, g2 =1

Z pierwszego réwnania wynika, ze 04,2 = I. Przestawmy macierze w
iloczynie

1"y = i =B(-0if) = —Baif =" = P’y +40 =0
v = Baifaj = Bai(—q;f) = —Baja;f = —B(-aja; + 205)
= Bajoifl — 2653
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Zbadajmy wtasnoéci komutacyjne macierzy v#: 1% = 3, 4 = By,
i =1,2,3. Pamietamy, ze

ajaj + ajaj = 204, aiff + pa; =0, g2 =1

Z pierwszego réwnania wynika, ze 04,2 = I. Przestawmy macierze w
iloczynie
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i =1,2,3. Pamietamy, ze
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Z pierwszego réwnania wynika, ze 04,2 = I. Przestawmy macierze w
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Zbadajmy wtasnoéci komutacyjne macierzy v#: 1% = 3, 4 = By,
i =1,2,3. Pamietamy, ze

ajaj + ajaj = 204, aiff + pa; =0, g2 =1

Z pierwszego réwnania wynika, ze 04,2 = I. Przestawmy macierze w
iloczynie

' = BBai=B(~wif) = —Paif = —"° = 1+ =0
VY = Baifaj = Bai(—a;f) = —BaiaiB = —B(—ajai + 265)8

= Baja;f —20;3% = —BajBa; — 2651 = —~' — 2551

= Vil + 4y = 26,1

Zauwazmy réwniez, ze

2 i2
P = =1, 7' = Baifa; = —FPai = -1
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Zbadajmy wtasnoéci komutacyjne macierzy v#: 1% = 3, 4 = By,
i =1,2,3. Pamietamy, ze

ajoj + ajog = 2(5,'1']1, aif + Pa; =0, ﬂ2 =1
Z pierwszego réwnania wynika, ze a,? = I. Przestawmy macierze w
iloczynie
" = Bai = B(~if) = —Baif = —° = 2% +40 =0
7Y = Baifaj = fai(-a;f) = —Paiajf = —B(—aja; + 26;)
= BajaiB —20;3% = —BajBa; — 261 = —y" — 25,1
= Vil + 4y = 26,1

Zauwazmy réwniez, ze

2 i2
P = =1, 7' = Baifa; = —FPai = -1

Podsumowujac, v#v" + yY+#* = 2g*¥1, gdzie g'¥ jest tensorem
metrycznym, a I jest macierza jednostkowa 4 x 4.
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Przypomnijmy, ze tensor metryczny ma postac

1 0 0 0

o |01 0 o0
uv =& T 1 o9 0 -1 0
0 0 0 -1
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Przypomnijmy, ze tensor metryczny ma postac

1 0 0 0
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uv =& T 1 o9 0 -1 0
0 0 0 -1

Réwnania

{7} =AY A =28 p,v=0,1,2,3,
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Przypomnijmy, ze tensor metryczny ma postac

1 0 0 0

o |01 0 o0
Euv=8& Tl o9 0 -1 0
0 0 0 -1

Réwnania
{7} =AY A =28 p,v=0,1,2,3,

wraz z wiasno$ciami hermitowskosci fyOT =409, yiT = —f
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Przypomnijmy, ze tensor metryczny ma postac

1 0 0 0

o |01 0 o0
Euv=8& Tl o9 0 -1 0
0 0 0 -1

Réwnania

{7} =AY A =28 p,v=0,1,2,3,

i it i

wraz z whasnodciami hermitowskosci 7' =+Y 4 = —
mozemy potraktowaé jako definicje macierzy Diraca *,

©n=0,1,23.
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Macierze Diraca mozna wybraé nastepujaco

0 / 0 i 0 (o
'Y— O _/ ) ’7— —0; 0 I

gdzie oj, i = 1,2,3 s3 macierzami Pauliego, a / i 0 s3,
odpowiednio, macierzg jednostkowsa i zerowa 2 x 2.
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gdzie oj, i = 1,2,3 s3 macierzami Pauliego, a / i 0 s3,
odpowiednio, macierzg jednostkowsa i zerowa 2 x 2.
Ten wybdr macierzy v* nazywa sie reprezentacja Diraca.
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gdzie oj, i = 1,2,3 s3 macierzami Pauliego, a / i 0 s3,
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gdzie oj, i = 1,2,3 s3 macierzami Pauliego, a / i 0 s3,
odpowiednio, macierzg jednostkowsa i zerowa 2 x 2.

Ten wybdr macierzy v* nazywa sie reprezentacja Diraca.

Z postaci macierzy 7" od razu wida¢, ze /0T =70 i 411 = 47,
Zadanie. Pokaza¢, ze macierze v* w reprezentacji Diraca spetniaja
zwiazki komutacyjne

(4,7} =21, pv=0,1,2.3
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Macierze Diraca mozna wybraé nastepujaco

0 / 0 i 0 (o
'Y— O _/ ) ’7— —0; 0 I

gdzie oj, i = 1,2,3 s3 macierzami Pauliego, a / i 0 s3,
odpowiednio, macierzg jednostkowsa i zerowa 2 x 2.

Ten wybdr macierzy v* nazywa sie reprezentacja Diraca.

Z postaci macierzy 7" od razu wida¢, ze /0T =70 i 411 = 47,
Zadanie. Pokaza¢, ze macierze v* w reprezentacji Diraca spetniaja
zwiazki komutacyjne

(4,7} =21, pv=0,1,2.3

PokazaliSmy w ten sposéb, ze réwnanie Diraca ma sens
matematyczny.
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Dysponujac jedna reprezentacjg macierzy Diraca mozemy otrzymac
dowolng inng reprezentacje tych macierzy poprzez transformacje
unitarna.

A A= UTyrU,  gdzie UUT =UTU =T,
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Dysponujac jedna reprezentacjg macierzy Diraca mozemy otrzymac
dowolng inng reprezentacje tych macierzy poprzez transformacje
unitarna.

A A= UTyrU,  gdzie UUT =UTU =T,
Rzeczywiscie obliczmy

{3",4"}
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Dysponujac jedna reprezentacjg macierzy Diraca mozemy otrzymac
dowolng inng reprezentacje tych macierzy poprzez transformacje
unitarna.

A A= UTyrU,  gdzie UUT =UTU =T,
Rzeczywiscie obliczmy

(5"} =

Réwnanie Diraca 30/43



Dysponujac jedna reprezentacjg macierzy Diraca mozemy otrzymac
dowolng inng reprezentacje tych macierzy poprzez transformacje
unitarna.

A A= UTyrU,  gdzie UUT =UTU =T,
Rzeczywiscie obliczmy

Ul

("5 = AT+

Réwnanie Diraca 30/43



Dysponujac jedna reprezentacjg macierzy Diraca mozemy otrzymac
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Dysponujac jedna reprezentacjg macierzy Diraca mozemy otrzymac
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Dysponujac jedna reprezentacjg macierzy Diraca mozemy otrzymac
dowolng inng reprezentacje tych macierzy poprzez transformacje
unitarna.

A A= Utyry,  gdzie UUT = UTU =1
Rzeczywiscie obliczmy
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= UMy U+ Uty U = UT (719" +4"4*) U
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Dysponujac jedna reprezentacjg macierzy Diraca mozemy otrzymac
dowolng inng reprezentacje tych macierzy poprzez transformacje
unitarna.

A A= Utyry,  gdzie UUT = UTU =1
Rzeczywiscie obliczmy

(7.3 = "3 +5"5" = U 0U U + Uy uuiy U =
= UMy U+ Uty U = UT (719" +4"4*) U
= Ut2g"IU = 2g" UTU = 2g"1.
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Dysponujac jedna reprezentacjg macierzy Diraca mozemy otrzymac
dowolng inng reprezentacje tych macierzy poprzez transformacje
unitarna.

A A= Utyry,  gdzie UUT = UTU =1
Rzeczywiscie obliczmy

(7.3 = "3 +5"5" = U 0U U + Uy uuiy U =
= UMy U+ Uty U = UT (719" +4"4*) U
= Ut2g"IU = 2g" UTU = 2g"1.

Obliczmy jeszcze
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Dysponujac jedna reprezentacjg macierzy Diraca mozemy otrzymac
dowolng inng reprezentacje tych macierzy poprzez transformacje
unitarna.

A A= Utyry,  gdzie UUT = UTU =1
Rzeczywiscie obliczmy

(7.3 = "3 +5"5" = U 0U U + Uy uuiy U =
= UMy U+ Uty U = UT (719" +4"4*) U
= Ut2g"IU = 2g" UTU = 2g"1.

Obliczmy jeszcze
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Dysponujac jedna reprezentacjg macierzy Diraca mozemy otrzymac
dowolng inng reprezentacje tych macierzy poprzez transformacje
unitarna.

A A= Utyry,  gdzie UUT = UTU =1
Rzeczywiscie obliczmy

(7.3 = "3 +5"5" = U 0U U + Uy uuiy U =
= UMy U+ Uty U = UT (719" +4"4*) U
= Ut2g"IU = 2g" UTU = 2g"1.
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Dysponujac jedna reprezentacjg macierzy Diraca mozemy otrzymac
dowolng inng reprezentacje tych macierzy poprzez transformacje
unitarna.

A A= Utyry,  gdzie UUT = UTU =1
Rzeczywiscie obliczmy

(7.3 = "3 +5"5" = U 0U U + Uy uuiy U =
= UMy U+ Uty U = UT (719" +4"4*) U
= Ut2g"IU = 2g" UTU = 2g"1.

Obliczmy jeszcze

507 = (Uhhou)" = Ut Ut = Utyou

Réwnanie Diraca 30/43



Dysponujac jedna reprezentacjg macierzy Diraca mozemy otrzymac
dowolng inng reprezentacje tych macierzy poprzez transformacje
unitarna.

A A= Utyry,  gdzie UUT = UTU =1
Rzeczywiscie obliczmy

(7.3 = "3 +5"5" = U 0U U + Uy uuiy U =
= UMy U+ Uty U = UT (719" +4"4*) U
= Ut2g"IU = 2g" UTU = 2g"1.

Obliczmy jeszcze

N t t N
T = () = uty°T Ut = utyPu =50

Réwnanie Diraca 30/43



Podobnie
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Podobnie

’NYiT _ (UH"U)T
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Podobnie

,~YiT _ (UH’U)T — yt ,yiT UTT
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Podobnie

,~YiT _ (UW’U)T _ Ut ,y,'T utt — —utyiu
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Podobnie

~it it it ot i i
7= (UlyU) = Uty U = —UtY U = -5
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Podobnie

~if iNt it ot i i
7= (UlyU) = Uty U = —UtY U = -5

Widzimy, ze macierze 4* spetniaja takie same zwiazki komutacyjne
i relacje hermitowskos$ci, co wyjSciowe macierze y*.
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Podobnie

~it iNt it ot i i
7= (UlyU) = Uty U = —UtY U = -5

Widzimy, ze macierze 4* spetniaja takie same zwiazki komutacyjne
i relacje hermitowskos$ci, co wyjSciowe macierze y*.

Zauwazmy, ze gdyby zdefiniowa¢ nowe macierze v* przez
transformacje podobienstwa

W= A= STV,

to bytyby spetnione zwiazki antykomutacyjne {3#,4"} = 2g""1,
ale nie bytyby spetnione wtasnosci hermitowskosci: &OT =70
~ i i

==
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Inng czesto stosowang reprezentacja macierzy v* jest reprezentacja

Weyla:
0 __ 0 / i 0 gj
fy - / 0 ) 7 - T 0 )

gdzie oj, i = 1,2,3 s3 macierzami Pauliego, a / i 0 s3,
odpowiednio, macierzg jednostkowa i zerowa 2 x 2.
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Inng czesto stosowang reprezentacja macierzy v* jest reprezentacja

Weyla:
0 __ 0 / i 0 gj
fy - / 0 ) 7 - T 0 )

gdzie oj, i = 1,2,3 s3 macierzami Pauliego, a / i 0 s3,
odpowiednio, macierzg jednostkowa i zerowa 2 x 2.

Zadanie. Znalez¢ transformacje unitarng taczaca macierze v* w
reprezentacji Diraca i reprezentacji Weyla, 71y, = Uty U.
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Inng czesto stosowang reprezentacja macierzy v* jest reprezentacja

Weyla:
0 __ 0 / i 0 gj
fy - / 0 ) 7 - T 0 )

gdzie oj, i = 1,2,3 s3 macierzami Pauliego, a / i 0 s3,
odpowiednio, macierzg jednostkowa i zerowa 2 x 2.

Zadanie. Znalez¢ transformacje unitarng taczaca macierze v* w
reprezentacji Diraca i reprezentacji Weyla, 7y, = UTvhU.
Odpowiedz. Np.

1 I . 10
U_\/§<—I I)’ gdzie /—<Ol>.
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Zadanie. Pokaza¢, ze

T = 209490,

Réwnanie Diraca 33/43



Zadanie. Pokaza¢, ze

T = 209490,

Poniewaz macierze v* maja rozmiar 4 x 4, to funkcja falowa w
réwnaniu Diraca

(170 — m)(x) = 0

musi mie¢ cztery sktadowe

Réwnanie Diraca 33/43



Zadanie. Pokaza¢, ze

T = 209490,

Poniewaz macierze v* maja rozmiar 4 x 4, to funkcja falowa w
réwnaniu Diraca

(170 — m)(x) = 0

musi mie¢ cztery sktadowe

w(x) = 1/)3()(
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Pokazemy, ze kazda ze sktadowych ¥,(x), a = 1,2, 3, 4, funkcji
falowej 1(x) spetnia réwnanie Kleina-Gordona.
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Pokazemy, ze kazda ze sktadowych ¥,(x), a = 1,2, 3, 4, funkcji
falowej 1(x) spetnia réwnanie Kleina-Gordona.
W tym celu napiszmy jawnie indeksy macierzowe w réwnaniu

Diraca

(i’ya”bau — mdab) wb(X) = O7 a = ]_, 2, 3, 4.
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Pokazemy, ze kazda ze sktadowych ¥,(x), a = 1,2, 3, 4, funkcji
falowej 1(x) spetnia réwnanie Kleina-Gordona.

W tym celu napiszmy jawnie indeksy macierzowe w réwnaniu
Diraca

(i’}/aﬂbau — mdab) wb(X) = O7 a = ]_7 2, 3, 4.

Podziatajmy na to réwnanie z lewej strony operatorem
(i7%,0y + méc,), wtedy otrzymamy
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Pokazemy, ze kazda ze sktadowych ¥,(x), a = 1,2, 3, 4, funkcji
falowej 1(x) spetnia réwnanie Kleina-Gordona.

W tym celu napiszmy jawnie indeksy macierzowe w réwnaniu
Diraca

(i’}/aﬂbau — mdab) wb(X) = O7 a = ]_7 2, 3, 4.

Podziatajmy na to réwnanie z lewej strony operatorem
(i7%,0y + méc,), wtedy otrzymamy

(I’}/Zaay + m(sca) (ngau - m(sab) d)b(X) = 07 c= 13 27 3747
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Pokazemy, ze kazda ze sktadowych ¥,(x), a = 1,2, 3, 4, funkcji
falowej 1(x) spetnia réwnanie Kleina-Gordona.

W tym celu napiszmy jawnie indeksy macierzowe w réwnaniu
Diraca

(i’}/aﬂbau — mdab) wb(X) = O7 a = ]_7 2, 3, 4.

Podziatajmy na to réwnanie z lewej strony operatorem
(i7%,0y + méc,), wtedy otrzymamy

(I’}/Zaay + m(sca) (ngau - m(sab) d)b(X) = 07 c= 13 27 3747
a po wymnozeniu dostaniemy

(—’Yga’ygbavau — imygp0y + "m’ngau - m25cb) "‘/’b(X) =0.
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Drugi i trzeci wyraz w nawiasie kasuja sie

(—’Ygﬂgbavau — imy&y0, + /'”ngau - m265b) Yp(x) =0,
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Drugi i trzeci wyraz w nawiasie kasuja sie

(—’Ygﬂgbavau — imyg0y + /'”ngau - m265b) Yp(x) =0,
wiec po przedzieleniu przez (—1) dostaniemy

(V4745000 + m*dcs ) () = 0.
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Drugi i trzeci wyraz w nawiasie kasuja sie

(—’Ygﬂgbavau — imyg0y + /'"ngau - m265b) Yp(x) =0,
wiec po przedzieleniu przez (—1) dostaniemy

(V4745000 + m*dcs ) () = 0.

Pierwszy wyraz w nawiasie ma postaé

'ch/a'ngauau =
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Drugi i trzeci wyraz w nawiasie kasuja sie

(—’Ygﬂgbavau — imyg0y + /'"ngau - m265b) Yp(x) =0,
wiec po przedzieleniu przez (—1) dostaniemy

(V4745000 + m*dcs ) () = 0.

Pierwszy wyraz w nawiasie ma postaé

VeaVapO0u = (V'7") ey OvOp
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Drugi i trzeci wyraz w nawiasie kasuja sie

(—’Ygﬂgbavau — im0y + im0y — m265b) Yp(x) =0,
wiec po przedzieleniu przez (—1) dostaniemy
(’y’c’a’ygbayau + mzécb) Pp(x) = 0.
Pierwszy wyraz w nawiasie ma postaé

1 1
VDB = ()00 = (577" , 000t () , Oud

Ci
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Réwnanie Diraca

Drugi i trzeci wyraz w nawiasie kasuja sie

(—’Ygﬂgbavau — imyg0y + /'"ngau - m265b) Yp(x) =0
wiec po przedzieleniu przez (—1) dostaniemy

(V4745000 + m*dcs ) () = 0.

Pierwszy wyraz w nawiasie ma postaé

v v 1 v
QTR No (V') ep w0 = <27 '7“)

Ci

0,0, + (17“7”> 0,0,
b 2 cb

Réwnanie Diraca 35/43



Drugi i trzeci wyraz w nawiasie kasuja sie

(—’Ygﬂgbavau — imyg0y + /'"ngau - m25cb) Yp(x) =0,
wiec po przedzieleniu przez (—1) dostaniemy
(7755000 + M55 ) p(x) = 0.

Pierwszy wyraz w nawiasie ma postaé

1 1
VDB = ()00 = (577" , 000t () , Oud

Ci

1
) (VY + ) b 0u0y
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Drugi i trzeci wyraz w nawiasie kasuja sie

(—’Ygﬂgbavau — imyg0y + /'"ngau - m25cb) Yp(x) =0,
wiec po przedzieleniu przez (—1) dostaniemy
(7755000 + M55 ) p(x) = 0.

Pierwszy wyraz w nawiasie ma postaé

1 1
VDB = ()00 = (577" , 000t () , Oud

Ci

1 1
= 3 (" 70 00, = 5 (28" Dy 010,
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Drugi i trzeci wyraz w nawiasie kasuja sie

(—’Ygﬂgbavau — imyg0y + /'"ngau - m25cb) Yp(x) =0,
wiec po przedzieleniu przez (—1) dostaniemy

(V4745000 + m*dcs ) () = 0.

Pierwszy wyraz w nawiasie ma postaé

v v 1 v
Yea Vo0 = (V') ep 000y = <27 'V“)

Ci

0,0, + (17“7”> 0,0,
b 2 cb

1 v v 1 14
=5 (VA +AY) p 00 = 5 (2" oy 00w
= g"0ep0,0, =
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Drugi i trzeci wyraz w nawiasie kasuja sie

(—’Ygﬂgbavau — imyg0y + /'"ngau - m25cb) Yp(x) =0,
wiec po przedzieleniu przez (—1) dostaniemy

(V4745000 + m*dcs ) () = 0.

Pierwszy wyraz w nawiasie ma postaé

v v 1 v
Yea Vo0 = (V') ep 000y = <27 'V“)

Ci

0,0, + (17“7”> 0,0,
b 2 cb

1 1
= 5 (" ") 0u0y = 5 (26"1) ¢ IOy
= g"5ep0,0, = 600"
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Drugi i trzeci wyraz w nawiasie kasuja sie

(—’Ygﬂgbavau — im0y + im0y — m25cb) Yp(x) =0,
wiec po przedzieleniu przez (—1) dostaniemy
(’y’c’a’ygbayau + mzécb) Pp(x) = 0.
Pierwszy wyraz w nawiasie ma postaé
VZanbavau = (V"7")ep 000 = <;’YV’Y”> " 0y0u + (;7“71/) 9u0y

cb

1 1
=5 (YA +AY) p OuO = 5 (2" oy 00w
= 8" 00,0y = 0ep0u 0" = S0,
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Wstawmy ten wynik do réwnania

<7g37§b81’6# + m25Cb) wb(X) = 07
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Wstawmy ten wynik do réwnania

(74720000 + M6 ) p(x) = 0,
woéwczas dostaniemy
(e + M5 ) (%) =0,

a po wysumowaniu po b otrzymamy
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Wstawmy ten wynik do réwnania

(’ch/a’)’gbavau + m25cb) Yp(x) =0,
woéwczas dostaniemy
(e + M5 ) (%) =0,
a po wysumowaniu po b otrzymamy

(D + m2) e(x) =0, c=1,234
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Wstawmy ten wynik do réwnania

(14700 0y + 20 ) w(x) = 0,
woéwczas dostaniemy
(e + M5 ) (%) =0,
a po wysumowaniu po b otrzymamy
(D + m2) e(x) =0, c=1,234
To oznacza, ze rozwigzania réwnania Diraca spetniaja zwiazek

B2 Pem® = E2=F+m
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a zatem ich energia moze by¢ dodatnia lub ujemna

E = +\/p% + m2.
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a zatem ich energia moze by¢ dodatnia lub ujemna

E = +\/p% + m2.

Istnienie rozwigzan o ujemnej energii poczatkowo wzbudzato
niepokdj, ale pézniej okazato sig, ze reprezentujg one antyczastki o
energii E = /p2 + m? propagujace sie przeciwnie do kierunku
uptywu czasu.
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Sprzegnijmy hermitowsko réwnanie Diraca

(i7" 0 — m)(x) = 0,
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Sprzegnijmy hermitowsko réwnanie Diraca

(i7" 0 — m)(x) = 0,

wdwczas otrzymamy
f(x) (=i, —m) =0,

gdzie strzatka nad pochodng oznacza, ze dziata ona na lewo.
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Sprzegnijmy hermitowsko réwnanie Diraca

(i7" 0, — m)h(x) = 0,
wdwczas otrzymamy
f(x) (=i, —m) =0,
gdzie strzatka nad pochodng oznacza, ze dziata ona na lewo.
Skorzystajmy ze zwiazku "1 = ~494#~0 i podzielmy obie strony

przez (—1)

wT(x) (ifyofy“fyo(gu + m) =0.
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Sprzegnijmy hermitowsko réwnanie Diraca

(i7" 0, — m)h(x) = 0,
wdwczas otrzymamy
f(x) (=i, —m) =0,
gdzie strzatka nad pochodng oznacza, ze dziata ona na lewo.
Skorzystajmy ze zwiazku "1 = ~494#~0 i podzielmy obie strony

przez (—1)

wT(x) (ifyofy“fyo(gu + m) =0.
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Korzystajac z faktu, ze 702 = I nasze réwnanie mozemy zapisac
nastepujaco

¥(x) (7°97°9 .+ my®°) =0,
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Korzystajac z faktu, ze 702 = I nasze réwnanie mozemy zapisac
nastepujaco

¥h(x) (1°97°8 , + m®4°) =0,
a wytaczajac odpowiednio 7° przed i poza nawias otrzymamy

QN(X)WO (i’y“gu + m) % =o0.
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Korzystajac z faktu, ze v°° = I nasze réwnanie mozemy zapisa¢
nastepujaco

¥h(x) (1°97°8 , + m®4°) =0,
a wytaczajac odpowiednio 7° przed i poza nawias otrzymamy
—
QN(X)WO (i’y“ 0+ m) % =o0.

Pomnézmy to rownanle z prawej strony przez 7 i skorzystajmy
ponownie z faktu, ze 40° =1

YT (x)A° (i'y“(gu + m) =0.

Zdefiniujmy sprzezenie Diraca
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Korzystajac z faktu, ze v°° = I nasze réwnanie mozemy zapisa¢
nastepujaco

¥h(x) (1°97°8 , + m®4°) =0,
a wytaczajac odpowiednio 7° przed i poza nawias otrzymamy
—
QN(X)WO (i’y“ 0+ m) % =o0.

Pomnézmy to rownanle z prawej strony przez 7 i skorzystajmy
ponownie z faktu, ze 40° =1

YT (x)A° (i'y“(gu + m) = 0.
Zdefiniujmy sprzezenie Diraca

Y(x) = 9 )n°
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wowczas réwnanie sprzezone do réwnania Diraca przybiera postaé

(x) (i’y“g# + m) =0.
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wowczas réwnanie sprzezone do réwnania Diraca przybiera postaé

(x) (i’y“(g# + m) =0.

Aby uniknaé zatozenia, ze pochodna dziata na lewo, nalezatoby
napisaé to réwnanie w formie

0, B(x)" + mib(x) = 0.
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wowczas réwnanie sprzezone do réwnania Diraca przybiera postaé
_ L
P(x) (/’y” 0+ m) =0.

Aby uniknaé zatozenia, ze pochodna dziata na lewo, nalezatoby
napisaé to réwnanie w formie

0B (x)7" + m(x) = 0.
Mnozac to réwnanie z prawej strony przez 1)(x) dostaniemy

10,0 (x )9 (x) + mib(x)ip(x) = 0,
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wowczas réwnanie sprzezone do réwnania Diraca przybiera postaé
_ L
P(x) (/’y” 0+ m) =0.

Aby uniknaé zatozenia, ze pochodna dziata na lewo, nalezatoby
napisaé to réwnanie w formie

0B (x)7" + m(x) = 0.
Mnozac to réwnanie z prawej strony przez 1)(x) dostaniemy
i0uth ()" (x) + mib(x)ib(x) = 0,

gdzie pochodna dziata tylko na v(x).
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Mnozac réwnanie Diraca z lewej strony przez 1/_1(x) dostaniemy

D(x) (i 0 — m) (x) = iP(x)V"Fpuib(x) — mp(x)(x) = 0.
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Mnozac réwnanie Diraca z lewej strony przez 1/_1(x) dostaniemy

D(x) (i 0 — m) (x) = iP(x)V"Fpuib(x) — mp(x)(x) = 0.

Dodajmy to réwnanie stronami do réwnania

10 ()79 (x) + mib(x)¥(x) = 0,
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Mnozac réwnanie Diraca z lewej strony przez 1/_1(x) dostaniemy

D(x) (i 0 — m) (x) = iP(x)V"Fpuib(x) — mp(x)(x) = 0.

Dodajmy to réwnanie stronami do réwnania

10 ()79 (x) + mib(x)¥(x) = 0,

wowczas dostaniemy

()Y Burb(x) — mp(x)ih(x) + i0u1p(x)7"1b(x) + mib(x)ih(x) = 0.




Mnozac réwnanie Diraca z lewej strony przez 1/_1(x) dostaniemy

D(x) (i 0 — m) (x) = iP(x)V"Fpuib(x) — mp(x)(x) = 0.

Dodajmy to réwnanie stronami do réwnania
10, () (x) + mp(x)y(x) = O,
wowczas dostaniemy

()Y Burb(x) — mp(x)ih(x) + i0u1p(x)7"1b(x) + mib(x)ih(x) = 0.

Po skasowaniu wyrazéw z masa otrzymamy

()Y Dy (x) + 10, B (x)y"p(x) = .




Dzielac obustronnie przez i otrzymamy

&(X)’y“[‘)uzb(x) + 8#&(X)’YH¢(X) =0,
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Dzielac obustronnie przez i otrzymamy
D)V (x) + b ()" (x) = 0,

a po skorzystaniu z wzoru na pochodng iloczynu dostaniemy

D (DO 0(x)) = D" (x) = 0,
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Dzielac obustronnie przez i otrzymamy
D)V (x) + b ()" (x) = 0,
a po skorzystaniu z wzoru na pochodng iloczynu dostaniemy
Oy (PO (X)) = Buft'(x) = 0,

gdzie zdefiniowalismy prad Diraca

J'(x) = ()" (x)

(p().J(x)) -
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Dzielac obustronnie przez i otrzymamy
PO 0utb(x) + 0ub(x)7""(x) = 0,
a po skorzystaniu z wzoru na pochodng iloczynu dostaniemy
D (DO 0(x)) = D" (x) = 0,
gdzie zdefiniowaliémy prad Diraca
J(x) = BEE(x) = (p(x),5(x))

ktéry spetnia réwnanie ciggtosci.
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Obliczmy zerowa sktadowa pradu Diraca
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Obliczmy zerowa sktadowa pradu Diraca

p = =0
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Obliczmy zerowa sktadowa pradu Diraca

p = J° =% =0 %
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Obliczmy zerowa sktadowa pradu Diraca

p = 2 =% =Ty 0% = yly
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Obliczmy zerowa sktadowa pradu Diraca

p = J0=97% =y =yly
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Obliczmy zerowa sktadowa pradu Diraca

p = J0=97% =y =yly
1

(i3 05.03) | 12
e

Réwnanie Diraca 43/43



Obliczmy zerowa sktadowa pradu Diraca

p = J0=97% =y =yly
1

(0, 93,45, 5) jj R R W)

(e
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Obliczmy zerowa sktadowa pradu Diraca
p = j° =97 =910 % =iy
1
— @155 | UE | =i+ v s+ v
V4
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Obliczmy zerowa sktadowa pradu Diraca
p o= =97 =9 =Ty
Y1
— @155 | UE | =i+ v s+ v
(2
= 1) + [hal® + |3 + [¢al?
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Obliczmy zerowa sktadowa pradu Diraca
p o= =97 =9 =Ty
Y1
— @155 | UE | =i+ v s+ v
(2
= [ + |92 + |3 + [¢ha]® > 0.
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Obliczmy zerowa sktadowa pradu Diraca
p o= =97 =9 =Ty
Y1
— @155 | UE | =i+ v s+ v
(2
= [ + |92 + |3 + [¢ha]® > 0.

Widzimy, ze zerowa sktadowa pradu Diraca moze by¢

interpretowana jako gesto$¢ prawdopodobienstwa znalezienia
czastki.
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