Metoda wariacyjna

Wyktad 21

Karol Kotodziej

Instytut Fizyki

Uniwersytet §Iqski, Katowice
http://kk.us.edu.pl

Metoda wariacyjna 1/45



Metoda wariacyjna znajduje zastosowanie do przyblizonego
wyznaczania podstawowego poziomu energetycznego uktadu, gdy
nie mozna uzy¢ rachunku zaburzen.
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Metoda wariacyjna znajduje zastosowanie do przyblizonego
wyznaczania podstawowego poziomu energetycznego uktadu, gdy
nie mozna uzy¢ rachunku zaburzen. Np. w sytuacji, kiedy nie
potrafimy znalez¢ podobnego problemu rozwigzywalnego w sposob
Scisty, ktéry mogtby pstuzyé jako punkt wyjscia do obliczen
perturbacyjnych.
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potrafimy znalez¢ podobnego problemu rozwigzywalnego w sposob
Scisty, ktéry mogtby pstuzyé jako punkt wyjscia do obliczen
perturbacyjnych.

Dowolny wektor stanu |¢) mozemy rotozy¢ na stany wtasne energii

HIE)y=EI|E) = [¥)=) celE).
E
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Metoda wariacyjna znajduje zastosowanie do przyblizonego
wyznaczania podstawowego poziomu energetycznego uktadu, gdy
nie mozna uzy¢ rachunku zaburzen. Np. w sytuacji, kiedy nie
potrafimy znalez¢ podobnego problemu rozwigzywalnego w sposob
Scisty, ktéry mogtby pstuzyé jako punkt wyjscia do obliczen
perturbacyjnych.

Dowolny wektor stanu |¢) mozemy rotozy¢ na stany wtasne energii

HIE)y=EI|E) = [¥)=) celE).
E

W przypadku, gdy widmo operatora H jest ciggte, sumowanie w
powyzszym wzorze nalezy zastapi¢ catkowaniem.
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Wartos$¢ oczekiwana operatora H w stanie |¢)) dana jest wzorem
(WHlY) = > (E'lcg HY ce |[E) =) cgice (E'|H|E)
E E E E
= Y > cticeE(E'|E) = Ectce =Y Elcel.

E' E ~——

E E

6E/E
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Rozwazmy jeszcze zwigzek normalizacyjny

(Wlo) = Y (Ellct Y ce |E) = 33 circe (E'E) = 3 [eel?
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Wartos$¢ oczekiwana operatora H w stanie |¢)) dana jest wzorem
(WHlY) = > (E'lcg HY ce |[E) =) cgice (E'|H|E)
E E E E
= Y > cticeE(E'|E) = Ectce =Y Elcel.

E' E ~——

E E

6E/E

Rozwazmy jeszcze zwigzek normalizacyjny

(Wlo) = Y (Ellct Y ce |E) = 33 circe (E'E) = 3 [eel?

Jezeli w sumie po prawej stronie wyrazenia na (1|H|v) zastapimy
E przez najmniejsza wartos$¢ energii Eg,
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to otrzymamy

(Y|H[p) = ZE|CE’ S Blcel? =B Y |cel* = Eo (¥]y) .
E 5

(DY)
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to otrzymamy

(WHly) = ZElcE! S EolcelP =Eo Y |cel* = Eo (v]y).
E

———
(DY)

Otrzymaliémy nieréwno$é

{WIHY)
(W)

ktéra stanowi istote metody wariacyjne;j.

Ey <
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to otrzymamy

(WHly) = ZElcE! S EolcelP =Eo Y |cel* = Eo (v]y).
E

———
(DY)

Otrzymaliémy nieréwno$é

{WIHY)
(W)

ktéra stanowi istote metody wariacyjnej. Energia stanu
podstawowego uktadu opisywanego hamiltonianem H spetnia te
nieréwno$¢ dla dowolnego stanu [v).

Ey <
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to otrzymamy

(Y|H[p) = ZE|CE’ S Blcel? =B Y |cel* = Eo (¥]y) .
E 5
WYly)

Otrzymaliémy nieréwno$é

{WIHY)
(W)

ktéra stanowi istote metody wariacyjnej. Energia stanu
podstawowego uktadu opisywanego hamiltonianem H spetnia te
nieréwno$¢ dla dowolnego stanu [v).

W przypadku, gdy stan |¢)) jest unormowany, to (¢[¢)) =11
otrzymujemy nieréwno$é

Eo < (¢[H[¢) -

Ey <
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Oczywiscie, oszacowanie bedzie tym lepsze im stan |¢)) bedzie
bardziej zblizony do rzeczywistego stanu ukfadu,
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Oczywiscie, oszacowanie bedzie tym lepsze im stan |¢)) bedzie
bardziej zblizony do rzeczywistego stanu ukfadu, a jesli stan |¢)
bedzie stanem podstawowym uktadu, to otrzymamy réwnos¢.
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Oczywiscie, oszacowanie bedzie tym lepsze im stan |¢)) bedzie
bardziej zblizony do rzeczywistego stanu ukfadu, a jesli stan |¢)
bedzie stanem podstawowym uktadu, to otrzymamy réwnos¢.
Jako przyktad zastosowania metody wariacyjnej rozwazmy
dtugozasiegowe oddziatywanie van der Waalsa pomiedzy dwoma
atomami wodoru w stanach podstawowych.
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Zatézmy, ze jadra dwdch atomdéw wodoru maja ustalone pozycje w
przestrzeni w punktach A i B oddalonych o R od siebie.
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Zatézmy, ze jadra dwdch atomdéw wodoru maja ustalone pozycje w
przestrzeni w punktach A i B oddalonych o R od siebie.
Umiesémy atom A w poczatku uktadu wspétrzednych, a atom B
na dodatniej pétosi Oz.
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Zatézmy, ze jadra dwdch atomdéw wodoru maja ustalone pozycje w
przestrzeni w punktach A i B oddalonych o R od siebie.
Umiesémy atom A w poczatku uktadu wspétrzednych, a atom B
na dodatniej pétosi Oz.

A R B =

Wspotrzedne wektora potozenia elektronu 1, /A = [x1, y1, z1],
wyznaczamy wzgledem punktu A(0,0,0),
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Zatézmy, ze jadra dwdch atomdéw wodoru maja ustalone pozycje w
przestrzeni w punktach A i B oddalonych o R od siebie.
Umiesémy atom A w poczatku uktadu wspétrzednych, a atom B
na dodatniej pétosi Oz.

A R B =

Wspotrzedne wektora potozenia elektronu 1, /A = [x1, y1, z1],
wyznaczamy wzgledem punktu A(0,0,0), a wektora potfozenia
elektronu 2, i = [x2, y», 2], wzgledem punktu B(0,0, R).
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Hamiltonian naszego ukfadu dwéch atoméw mozemy zapisaé w
postaci H = Hy + H’, gdzie
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Hamiltonian naszego ukfadu dwéch atoméw mozemy zapisaé w
postaci H = Hy + H’, gdzie

2o = 2 2 2 @2 @2 2
Ho=—5— (V34V3) - -5, w=S4 5 -2 2
m rnon R no ne na

W czesdci Hy uwzglednilismy tylko energie kinetyczng obu
elektronéw, gdyz jadra traktujemy jako nieruchome.
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Hamiltonian naszego ukfadu dwéch atoméw mozemy zapisaé w
postaci H = Hy + H’, gdzie

n? - - e’ € e’ e e? e’
Hy=—~—— (V3 +V3) - — — —, H=—4+——-—_-—.
° 2m ( 1+ ) non R rn2  ne  nA

W czesdci Hy uwzglednilismy tylko energie kinetyczng obu
elektronéw, gdyz jadra traktujemy jako nieruchome. Odlegtosci ri»,
rig i rna dane s3 nastepujacymi wzorami:

1
2

rp = A3+r2—71‘=[(Xz—X1)2+(Y2—y1)2+(R+22—21)2}

NI—=

1+

9

2 —2z1)  (o—x)+02—y)+(2—2)
R + R? ]
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z
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1

ne = ‘A_’B_Fl‘:{(O—Xl)Z‘i‘(()—)/1)2+(:‘?—21)2}E
1
1 221 r2 2
= [R2—221R+x12+y12+z12}2:R 1—?+R—12 :

1

na = [AB+5|=[(0+x%) +(0+) +(R+ )]
1
1 27 f2 2

= |R+22R+3+y3+23]" =R 1+ +
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Wstawmy obliczone odlegtosci do wzoru na H’

Wo- 62{1
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Wstawmy obliczone odlegtosci do wzoru na H’

eZ
H = {1
R
_1
< h 2(z2—21)  (e—x)+ () +(2-2)] 2
R R?
5 _1 _1
2z i | ? 2zp  r5 | ?
B et S a2y 2
l R * R? + R +R2

i rozwinmy w szereg wyrazenie w nawiasie klamrowym traktujac

wyrazy ~ % i~ % jako mate.
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Wykorzystamy wzér

1 /1
(1+x)2=(1+x)2 ot (—2) (1+x)"2 X
1 1 3 _5 2 1 3 2
T (_2> <_2> (L) 72| X7 = 1= ox x5,
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Wykorzystamy wzér

1 1
(1+x)P=(1+x73 ++ (—) (1+x)3  x
X= 1! 2 x=0
1 1 3 _5 2 1 3 2
T (_2> <_2> (T x)72] X7 4= 1o o,
traktujac jako x sume wyrazéw ~ ,1? i~ %

Metoda wariacyjna 10/45



Wykorzystamy wzér

1/ 1
(L+x)77=1+x72| _ +3 (—2) (1+x)73| _ x
1 1 3 _5 2 1 3 2
+ 51 (—2) <—2> (1+x) 2x: X +..._1—§X+§X,

traktujac jako x sume wyrazéw ~ 5 i ~ %. Przyktadowo

_1 2
272y  r2| 2 1 2z r? 3( 2z r?
1-=+1 ~ 1-Z (=42 )+ (- =+ 2
l R+R2] 2 R TR "s R TR

L +3< 221)2
R R2 8 R ’
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Wstawmy przyblizone odlegtosci do wzoru na H’

2

H’ e{1+111

12

R

2 —2z1)  (a—x)+02—y)+(2—2)
[ R + R?

2z rf 2z0 13
() (5
[y (2 ()
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Wstawmy przyblizone odlegtosci do wzoru na H’

H ~ ej 1+41-1-1
R
1 2(22—21)Jr(><2—><1)2+(y2—)/1)2+(22—21)2
2 R R2

2z rf 2z0 13
- <_R+R2>_<R+R2N
Zp — 21 2 4l 2 Z2 2
SRR

gdzie wyrazy w kolorze czerwonym sie redukuja, a (x2 — ><1)2

+(y2 — )/1)2 +(z2 — 21)2 —r? — 2= —2x1x2 — 2y1y» — 221 20.
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Ostatecznie otrzymamy

e2

1
H'  ~ R {_2R2 [—2x1x2 — 2y1y2 — 2212))]
3 2 2 2 2
+ 3R2 [4 (22 — 27z + 2z —z7 — 22)]}
e? 3
= zixxetyiye +z120 + 5 (—22021)

= 3 (axe+yye —2z120).
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Ostatecznie otrzymamy

2
1
H ~ % {—2R2 [—2X1X2 —2y1y0 — 22122]
3
+ T [4 (222 — 227 +212 - 212 - 222)]}
e? 3
= = {xlxz +yiye + 2122 + 5 (—22221)}
o2
= 3 (x12 + y1y2 — 2212,) .

Zauwazmy, ze H' jest funkcja nieparzysta

Coyz) = (ay-z) = H o H
Goynz) = (o) = H — H
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Natomiast funkcja falowa stanu podstawowego hamiltonianu Hp,

e’ e

Ho— 1 (974+93) - & - <,

n rn
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Natomiast funkcja falowa stanu podstawowego hamiltonianu Hp,

e’ e

(@) -

Hy=——
0 2m rn rn

ktéra jest jest iloczynem funkcji stanu podstawowego atomu 1 i

atomu 2
up (1, 1) = w100 (1) U100 (2)

jest funkcja parzysta, gdyz zaréwno wuigo (71) jak i u100 (72) sa
funkcjami parzystymi.
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Natomiast funkcja falowa stanu podstawowego hamiltonianu Hp,

Ho— 1 (F14+93) - & - <

n r2,

ktéra jest jest iloczynem funkcji stanu podstawowego atomu 1 i
atomu 2

up (1, 1) = w100 (1) U100 (2)

jest funkcja parzysta, gdyz zaréwno wuigo (71) jak i u100 (72) sa
funkcjami parzystymi.

Dlatego warto$¢ oczekiwana hamiltonianu H' w stanie |0) = g
musi znikac.
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Natomiast funkcja falowa stanu podstawowego hamiltonianu Hp,

(Be¥) -

Ho = ——
m M rn

i

ktéra jest jest iloczynem funkcji stanu podstawowego atomu 1 i
atomu 2

up (1, 1) = w100 (1) U100 (2)

jest funkcja parzysta, gdyz zaréwno wuigo (71) jak i u100 (72) sa
funkcjami parzystymi.

Dlatego warto$¢ oczekiwana hamiltonianu H' w stanie |0) = g

musi znikaé. = Poprawka do energii w pierwszym rzedzie

rachunku zaburzen znika, Wy = (0|H'|0) = 0.
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Poprawka do energii w drugim rzedzie rachunku zaburzen jest
réwna

[(O[H'[n)?
Eo—E,

W(R)=> “—21—

n#0

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich stanach pary
niezaburzonych atoméw,
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gdzie sumowanie przebiega po wszystkich stanach pary
niezaburzonych atoméw, wtaczajac w to stany zdysocjowane, ktére
maja widmo ciagte,
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Poprawka do energii w drugim rzedzie rachunku zaburzen jest
réwna

[(0H'|m)?
W(R)=> ~—,
— Eo—En

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich stanach pary
niezaburzonych atoméw, wtaczajac w to stany zdysocjowane, ktére
maja widmo ciagte, a wiec sume musimy w tym przypadku zastapic
catka.
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Poprawka do energii w drugim rzedzie rachunku zaburzen jest
réwna

[(O[H'[n)?
Eo—E,

W(R)=> “—21—

n#0

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich stanach pary
niezaburzonych atoméw, wtaczajac w to stany zdysocjowane, ktére
maja widmo ciagte, a wiec sume musimy w tym przypadku zastgpic¢
catka.

Zgodnie z konwencja energie stanu zwigzanego przyjmujemy jako
ujemna.
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catka.
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sposréd wszystkich mozliwych energii ukfadu
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Poprawka do energii w drugim rzedzie rachunku zaburzen jest
réwna

[(O[H'[n)?
Eo—E,

W(R)=> “—21—

n#0

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich stanach pary
niezaburzonych atoméw, wtaczajac w to stany zdysocjowane, ktére
maja widmo ciagte, a wiec sume musimy w tym przypadku zastgpic¢
catka.

Zgodnie z konwencja energie stanu zwigzanego przyjmujemy jako
ujemna. Energia stanu podstawowego Ey ma warto$¢ najmniejsza
sposréd wszystkich mozliwych energii uktadu = Eg— E, <0,
astad W(R) <O.
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Dlatego oddziatywanie miedzy dwoma atomami wodoru w stanie
podstawowym ma charakter przyciagajacy.
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Dlatego oddziatywanie miedzy dwoma atomami wodoru w stanie
podstawowym ma charakter przyciagajacy.
Ponadto, dla duzych R

1 1

!/
HNE
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Dlatego oddziatywanie miedzy dwoma atomami wodoru w stanie
podstawowym ma charakter przyciagajacy.
Ponadto, dla duzych R

1 1

/

Dolne ograniczenie na W(R) otrzymamy zastepujac we wzorze

I'n 2
i) - 3 L1

E,, przez energie E* najnizszego stanu wzbudzonego uktadu dwdch
atomow.
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Zauwazmy, ze dla kazdego stanu wzbudzonego o energii E,
wyzszej od E* zachodzi

E*<E, = —E*>-E, = Ey—E">E—-E,
M<1 = 1 > 1
Eo— E, Eo—E,~ Ey— E*
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Zauwazmy, ze dla kazdego stanu wzbudzonego o energii E,
wyzszej od E* zachodzi

E*<E, = —E*>-E, = Ey—E">E—-E,
EO—E*<1 N 11
Eo— E, Eo—E,~ Ey— E*
a wiec
|(0|H'|n) IOIH’ !
W(R)=3 "2 Z s S (O o)
n#0 0 n#0

- EOiE (Z (0|H'|n) (n|H'|0) — |<O|H’|O>|2> :

n
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Przeksztatcajac dalej ten wzér otrzymamy

W(R) EolE(Z (O[]} (nl#10) — | 01110) ')
" 0
— E* O]H’<Z| )H’\o

/
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Przeksztatcajac dalej ten wzér otrzymamy

W(R) > EolE*(zn:<0\H/’n><n]H/|0>—’<0|H/|0>‘2)
0
1 / /
— e oW (S ) # 0.
— ——

/

a wiec otrzymaliSmy oszacowanie dolne

W(R) > = 1
(R) Eo — E*
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Przeksztatcajac dalej ten wzér otrzymamy

W(R) > [;Ek(;@\/-//’n}(n]wp)—’<O|H/|o>‘2)
0
1 ! /
el (;m <n|>H 0.
—_———

/

a wiec otrzymaliSmy oszacowanie dolne
(0 [H" |0)
W(R)> ————+,

(R) Ey — E*

gdzie prawa strona jest wyrazeniem ujemnym.
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Przypomnijmy wzér na energie atomu wodoru (Z = 1)

4 2 2

e e h
E,=- =— =1,2,3,..., ag=—.
n 2h2n2 230 n2 ) n ) b ) ) 0 Mez
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Przypomnijmy wzér na energie atomu wodoru (Z = 1)

4 2 2
e e h

E,=- =— =1,2,3,...
n 2ﬁ2n2 2aon27 n ) b ) ) aO

:ﬁ_

Energia Ey stanu podstawowego hamiltonianu Hp opisujacego
uktad dwéch nieoddziatujacych atoméw jest suma energii stanéw
podstawowych (n = 1) obu atoméw
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Przypomnijmy wzér na energie atomu wodoru (Z = 1)

4 2 2
e e h

E,=- =— =1,2,3,...
" 2h2n? 2apn?’ g 1 ErFeen A0

:ﬁ_

Energia Ey stanu podstawowego hamiltonianu Hp opisujacego
uktad dwéch nieoddziatujacych atoméw jest suma energii stanéw
podstawowych (n = 1) obu atoméw

Natomiast energia E* jest suma najnizszych stanéw wzbudzonych
(n = 2) obu atoméw

e? e? e?

8ap 8ap  4ao

*
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Zatem réznica Ey — E* wynosi
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Zatem réznica Ey — E* wynosi

2 2
EO_E*:_6(1_1>:_36.
ao 4

Aby znalez¢ dolne ograniczenie na W/(R) musimy jeszcze obliczy¢
wartoéé oczekiwana (0 |H'? |0).
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Zatem réznica Ey — E* wynosi

2 2
EO_E*:_6(1_1>:_36.
a0

Aby znalez¢ dolne ograniczenie na W/(R) musimy jeszcze obliczy¢
warto$¢ oczekiwana (0 |H"? |0). Skorzystajmy z wzoru na H’ dla
duzych R

&2

H' ~ = (x1x2 4+ y1y2 — 22120)
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Zatem réznica Ey — E* wynosi

2 2
EO_E*:_6(1_1>:_36.
a0

Aby znalez¢ dolne ograniczenie na W/(R) musimy jeszcze obliczy¢
warto$¢ oczekiwana (0 |H"? |0). Skorzystajmy z wzoru na H’ dla

duzych R
2
H' ~ "3 (x1x2 + y1y2 — 22122)
i obliczmy H"?
4
H? ~ ;6 (Xl X5+ Y1y + 4775 + 2xxayys — Axxeznzy — 4)/1)’22122)
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Wyrazy mieszane sg funkcjami nieparzystymi, dlatego

(0|x1x2y1y2|0) = (0|x1x22122|0) = (0|y1y22122|0) = 0.

Metoda wariacyjna 20/45



Wyrazy mieszane sg funkcjami nieparzystymi, dlatego

(0|x1x2y1y2/0) = (0|x1x22122|0) = (0|y1y22122|0) = 0.
Obliczmy
(0p@310) = [ @ [ & w5 (7 ) P o (7, 7)
= [ @ [ P v (3) vion () xEx oo (7) w0 (7)
= /d n uioo ()¢ 0o (7 /d ra uioo () %3 oo (72)
= (/d3f UTOO(F)X2U100(F)>2'
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Musimy obliczy¢ catke [ d3r x? |u00 (F)|?.

Metoda wariacyjna 21/45



Musimy obliczyé catke [ d3r x? |u1g0 (F)|2 Przypomnijmy, ze

u100(r) = w100(r, 0, ) = Rio(r) Yoo(?, ¢),
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Musimy obliczyé catke [ d3r x? |u1g0 (F)|2 Przypomnijmy, ze

u100(r) = u100(r, 0, ) = Rio(r) Yoo(O, ¢),

gdzie, przyaozuh—;,p: 2Zr i Z=1,

3 n—1|— : % 1
I e e A )

nao) 2n[(n+ )]
3 :
- el = _{(320> Q[T.]a} e 2 p° L35 (p),

= —2aO e 2pL20+1(p).

Metoda wariacyjna 21/45



Stowarzyszone wielomiany Laguerre’a dane s3 wzorem

n—I-1
+ N1
(2141 _ 1)k+2+1 [(n
w1 () kz_% (n—/—l—k)(2l+1+k)|k|p
o201 = 20: 1)k+1 [11° k_ _q
o W E L B T G T R
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Stowarzyszone wielomiany Laguerre’a dane s3 wzorem

n—I-1 n+ N1?
B0 = X (0 e
0 [11] k4

- L0 = X0 i ow f

W takim razie
-3 1512041
— 2 475 .
Rio(r) = —2a5’e 2 L1Ys (p)
_3 1 _3 _r
= 2a,’e 2 =23,%e %,

2

gdzie wstawiliSmy p = =
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Poniewaz
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Poniewaz

to
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Poniewaz

to

1 1
3 _r /1\z2 1 \2 _-r
o) =225 e % () = <w) ©
0

Wré6émy do naszej catki

1 _2r
/d3r x? | u1g0 (P)? = j/d:“r x2e w0,
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Zauwazmy, ze

_2r 1 _2r _2r _2r
/d3rx2e o = - (/d3rxze 2 +/d3ryze 2 —|—/d3rz2e 30>

= /d3 x~|—y—|—z == /d3rre5

1 2 4 2
= g/drr4e QO/dCOSH/dwzg/drre a .
0 -1 0 0
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Zauwazmy, ze

_2r 1 _2r _2r _2r
/d3rx2e o = - (/d3rxze 2 +/d3ryze 2 —|—/d3rz2e 30>

= /d3 x~|—y—|—z == /d3rre5

1 _2 4 _2r
= g/drr4e QO/dCOSH/dwzg/drre a .
0 -1 0 0

Przypomnijmy wyprowadzony wczesniej wynik

“+o0 5 20\ 5 o0 or a\® 3
Iy = 0/ drrte” = =24 (ZO> = O/d rrtew =24 (;) = Z"g'
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W takim razie

1 _2r
/d3f X2|U100 (F)IQ = 73/d3r x2e 6 =
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W takim razie

1 2 1 47 3
/d3r X2 |u100 (F)’2 =— /d3r Xze 0 = — il *33 = 8(2),
Tag 4

a zatem

2
<0!X12X22|0> = (/d3f x? \Uloo(F)|2> = 2.
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W takim razie
/d3r x? 100 (A = —/d3r X2e W =

a zatem

<0]X1x2|0 (/d3r x2 |u100 (F)] )

Ten wynik mozemy wykorzysta¢ do obliczenia pozostatych
skfadnikéw w przyblizonym wyrazeniu (0 |H’? |0) dla duzych R

O1H210) = S5 ((01+310) + (o230 + 4 (olz210))
e4

o (a8 Ge'ag

ag + 30 + 430) =6
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Uwzgledniajac, ze £y — E* = —% otrzymujemy dolne
ograniczenie na energie W(R) dtugozasiegowego oddziatywania
pomiedzy dwoma atomami wodoru w ramach stacjonarnego
rachunku zaburzen

W(R) ><O\H’2 0)  4ap 6e*al  8e?a]
~ Ey—E*  3¢2 R RS
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Uwzgledniajac, ze £y — E* = —% otrzymujemy dolne
ograniczenie na energie W(R) dtugozasiegowego oddziatywania
pomiedzy dwoma atomami wodoru w ramach stacjonarnego
rachunku zaburzen

W(R) ><O\H’2 0)  4ap 6e*al  8e?a]
~ Ey—E*  3¢2 R RS

Goérne ograniczenie na W/(R) znajdziemy na podstawie metody
wariacyjnej wykorzystujac nieréwnosé

(| H|)
Eo+ W(R) < <'¢"¢> )
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Uwzgledniajac, ze £y — E* = —% otrzymujemy dolne
ograniczenie na energie W(R) dtugozasiegowego oddziatywania
pomiedzy dwoma atomami wodoru w ramach stacjonarnego
rachunku zaburzen

W(R) > (0|H?|0) 4ag 6e*al  8e?a]
~ Ey—E* 32 RS RS

Goérne ograniczenie na W/(R) znajdziemy na podstawie metody
wariacyjnej wykorzystujac nieréwnosé

B+ W(R) < UMY

(Wl)

gdzie Ey = —Z—s jest energia stanu podstawowego dwdch
nieoddziatujacych atoméw.
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Najwazniejszy jest odpowiedni dobér funkcji probnej 1.
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Najwazniejszy jest odpowiedni dobér funkcji probnej 1. Poniewaz
chcemy dostac ograniczenie na W(R), ktdre bytoby ~ %, to

wybierzmy

Y (A, 7) = uio0 (A) ui00 () (1 + AH'),

gdzie A € R jest parametrem wariacyjnym, ktéry dobierzemy tak,
aby dosta¢ jak najlepsze ograniczenie.
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Najwazniejszy jest odpowiedni dobér funkcji probnej 1. Poniewaz
chcemy dostac ograniczenie na W(R), ktdre bytoby ~ %, to
wybierzmy

Y (A, 7) = uio0 (A) ui00 () (1 + AH'),

gdzie A € R jest parametrem wariacyjnym, ktéry dobierzemy tak,
aby dosta¢ jak najlepsze ograniczenie.
Oznaczmy [¢) = (1 + AH') |0) i obliczmy

(WIH|Y) = (0] (1+AH') (Ho+ H') (1+ AH') |0)
= (0]Ho[0) + A (0| HoH'|0) + (0|H'[0) + 2A (0|H"[0)
+ A(0|H'Hol0) + A? (0 H'HoH'|0) + A% (0] H®|0)

gdzie skorzystaliémy z faktu, ze H’ jest rzeczywiste.

Metoda wariacyjna 27/45



Skorzystajmy teraz z faktu, ze |0) jest stanem wiasnym
hamiltonianu Hy uktadu dwéch swobodnych atoméw

Hy |0> =Ey |0> = <0| Hy = Ep <0‘

Metoda wariacyjna 28/45



Skorzystajmy teraz z faktu, ze |0) jest stanem wiasnym
hamiltonianu Hy uktadu dwéch swobodnych atoméw

Hy |0> =Ey |0> = <0| Hy = Ep <0‘
skad

(O]H'Ho|0) = (0] HoH'|0) = Eq (0| H'|0) .
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Skorzystajmy teraz z faktu, ze |0) jest stanem wiasnym
hamiltonianu Hy uktadu dwéch swobodnych atoméw

Ho [0) = Eo [0) = (0] Ho = Eo (0|
skad
(0[H'Ho|0) = (0|HoH'|0) = Eo (O|H'|0),
a z nieparzystosci H' i H"® wynika, ze
(0|H'|0) = (0]H"[0) =0,

bo |0) jest stanem o okreslonej parzystosci.
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Woéwczas otrzymamy

(]H|t)) = Eo +2A(0|H2|0) + A2 (0| H' HoH'|0)
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Woéwczas otrzymamy

(]H|t)) = Eo +2A(0|H2|0) + A2 (0| H' HoH'|0)
Podobnie

(le) =1+ A2 (0|H?[0).
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Woéwczas otrzymamy

(]H|t)) = Eo +2A(0|H2|0) + A2 (0| H' HoH'|0)
Podobnie
(le) =1+ A2 (0|H?[0).

Obliczmy komutator

[Ho, H'] = [—Zi(ﬁﬂﬁ)—i i,H’]
= I ([9hm] 4 [W3H])
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Niech f = f (i, r2) bedzie dowolna, rézniczkowalng funkcja 7 i 7.
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Niech f = f (i, r2) bedzie dowolna, rézniczkowalng funkcja 7 i 7.
Obliczmy

V3 Hf = ([Vi H] )+ [V, 1] - Vaf

Vi
(V1

: [ﬁl, H’] )f+2 [61, H’} SV f




Niech f = f (i, r2) bedzie dowolna, rézniczkowalng funkcja 7 i 7.
Obliczmy

[W,H’}f - ([ﬁl,H’} f) T [ﬁl,H’} Vi f

v, -
— (*1.[ﬁl,H’})Hz[ﬁl,H’}ﬁlf
ale

Vi, H|f = Vi(HF) — HV:f

= ViH'f + H'V1f — H'V1f = ViH'f.
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Dla duzych R

2

> e” =
ViH ~ EV1 (x1x2 + y1y2 — 22122)
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Dla duzych R

2
> e” =
ViH ~ EV1 (x1x2 + y1y2 — 22122)
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Dla duzych R
~ o2
ViH ~ 3 — V1 (x1xe + y1ys — 2212))

2
es [, 0 0
= w4 o1 + e28y1 + 638 7 (x1x2 4+ y1y2 — 22120)
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Dla duzych R

e?

61 H ~ =3 Vl (x1x2 4+ y1y2 — 22120)

2
es [, 0 0
= w4 o1 + e28y1 + 638 7 (x1x2 4+ y1y2 — 22120)
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Dla duzych R
2
= e =
ViH ~ EV1 (x1x2 + y1y2 — 22122)
— ‘52(@8+ 8+e8>(xx+ —2z12))
= 18x1 8 3(‘3 Z 1X2 T Y1)2 122

2
et 5 5
= 3 (&t 8 —228)
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Dla duzych R
2
= e =
ViH ~ EV1 (x1x2 + y1y2 — 22122)
— ‘52(@8+ 8+ea>(xx+ —2z12))
= 18x1 8 3(‘3 Z 1X2 T Y1)2 122

2
e N N N
= = (X281 + y2é — 2283)

W takim razie dla dowolnej, rézniczkowalnej funkcji f zachodzi

2
[Vl, H/} f = VlH/f ~ % (Xgél + _y2é2 — 222é\3)f7

Metoda wariacyjna 31/45



Dla duzych R
2
= e =
ViH ~ EV1 (x1x2 + y1y2 — 22122)
— ‘52(@8+ 8+ea>(xx+ —2z12))
= 18x1 8 3(‘3 Z 1X2 T Y1)2 122

2
e N N N
= = (X281 + y2é — 2283)

W takim razie dla dowolnej, rézniczkowalnej funkcji f zachodzi
= l = e’
{vl,H}fzlefﬁ E(X2é\]_ +y2é2—222§3)f,

wigc {Vl, H'} (X2el + yé —22,83).
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S = (Fu- [FuH] )42 [ H] T
(61 e? (X281 + Y2 — 222e3))f

12

R3
e2 -
+ 2R3 (281 + y2& — 22,83) - V1 f
e2 0 0 0
— 2 _2 f,
R3 (X o oy, 22821>
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S = (Fu- [FuH] )42 [ H] T
(61 e? (X281 + Y2 — 222e3))f

12

R3
2 —
+ R3 (X261 + y2é — 2Z293) Vif
e2 0 0 o
R3 (X ot +Yo7— oy 2> 821>
gdyz R traktujemy jako stata, a
= A R N Oxx 0 0z
Vl . (X2e1 + yoér — 22293) — U2 ¥2 272 -0

Ox 8y1 0z
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W takim razie

- e? 0 0 0
2 / ~2°_
[V ’H] 2R3 <X28 Ty 222821)
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W takim razie

- e? 0 0 0
2 ]l S Y -
[V ’H} 2R3 <X28 X1 Jr)/265’)/1 222821)

i ze wzgledu na symetrie (1 < 2)

; e (9 9 0
2 gy ~ —
V3 H |~ 22 (xla < M3y, 22102)’
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W takim razie

- e? 0 0 0
2 ]l S Y -
[V ’H} 2R3 <X28 X1 Jr)/265’)/1 222821)

i ze wzgledu na symetrie (1 < 2)

- e? 0 0 0
[V%, H/:| ~ 27 <X1 +y1 - 221) )

R3 Ox2 Oy» 0z
a komutator [Hp, H'] = ——( [VZ, H’} [62, H’} ) WYnosi
h?e? 0 0 0
/ ~Y _— — [ —
[Ho. H'] =~ R3 <X2 x, + Y2 57— an 22y — 0
+ x 0 + 0 — 2z 0 )
15 D% Yig— dys 1822
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Teraz mozemy obliczy¢ element macierzowy

(0|H'HoH'|0) = (0|H"Ho|0) + (0|H' [Ho, H'] |0)
= Eo (0|H?(0) + (O|H' [Ho, H'] |0),
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Teraz mozemy obliczy¢ element macierzowy

(0|H'HoH'|0) = (0|H"Ho|0) + (0|H' [Ho, H'] |0)
= Eo (0|H?(0) + (O|H' [Ho, H'] |0),

gdzie
h2 2 0 0 0
H' [Ho, H' ~ H’ ( — —2zp—
<0| [ 0, } ’0> <O| Xza +y28y1 2282]_
0 0

—2z1— ] |0

+ x 18 +y18 21822>!),
/ e2
H =~ "3 (x12 + y1y2 — 22122) .
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Obliczmy

6 * — * —

(0| H’xza—x1 0) = /d3f1/d3f2 100 (1) tigo (72)
du n R e? o % o
H’legfq(l) uoo () =~ ﬁ/d3f1/d3f2 Uigo (1) Uigo (72)

X - —
(x1x2 + y1y2 — 2z120)%0 <—aolr1> u100 (1) v1o0 (72)
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Obliczmy

0 * (=N ok (=
(0| H’xza—x1 0) = /d3f1/d3f2 100 (1) tigo (72)
ou n R e? oy x o
H’legfq(l) uoo (2) =~ ﬁ/d3f1/d3r2 Uioo (1) Uigo (72)
X N —
(x1x2 + y1y2 — 2z120)%0 <—aolr1> u100 (11) u100 (2) 5

gdyz
_n 1
(i) _(1)0oe S (L) g 1y on
oxq - 7rag ox1 ﬁag apg/) Oxq
1 \?2 X1 _n X1 o
= |— —— ) e o=——uo(A)-.
Tag aon don

Metoda wariacyjna 35/45
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Niezerowy wktad do catki wniesie tylko wyraz parzysty

(o H'X2— 10) ~ /d3r1/d3r2 Xt

\U1oo( A))? luz00 (7))
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Niezerowy wktad do catki wniesie tylko wyraz parzysty

(o H'X2— 10) ~ /d3r1/d3r2 Xt

\U1oo( A))? luz00 (7))
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Niezerowy wktad do catki wniesie tylko wyraz parzysty
/ 3 3 X
<0|HX2—|0 /drl/drg

= - aoR3 /d3r1 ri|U100(F1)’2/d3f2 ><22|Uloo(72)|2

\U1oo( A))? luz00 (7))
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Niezerowy wktad do catki wniesie tylko wyraz parzysty
/ 3 3 X
<0|HX27|0 /drl/dr2

= - aoR3 /d3r1 ;|U100(F1)’2/d3f2 ><22|11100(F2)|2

\U1oo( A))? luz00 (7))
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Niezerowy wktad do catki wniesie tylko wyraz parzysty
/ 3 3 X
<0|HX27|0 /drl/dr2

= - aoR3 /d3r1 *1|U100(F1)’2/d3f2 ><22|11100(F2)|2

2

e 47 2n _2n
= - — drr—e /drrreao

R()( ) fan

\U1oo( A))? luz00 (7))
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Niezerowy wktad do catki wniesie tylko wyraz parzysty
/ 3 3 X
<0|HX27|0 /drl/dr2

= - aoR3 /d3r1 *1|U100(F1)’2/d3f2 ><22|11100(F2)|2

2

e 47 2n _2n
= - — drr—e /drrreao

R()( ) fan

\U1oo( A))? luz00 (7))
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Niezerowy wktad do catki wniesie tylko wyraz parzysty
/ 3 3 X
<0|HX27|0 /drl/dr2

= - aoR3 /d3r1 *1|U100(F1)’2/d3f2 ><22|11100(F2)|2

2 —

e 47.[. / 2r 72r2
= - — drlr—e /drgrreao
2 2r 2r
e 4 / 3 - 4
= ——— == drlre%/drzreao
aoR3 <3ag> ! 2
24

o)’ (2)

\U1oo( A))? luz00 (7))
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Niezerowy wktad do catki wniesie tylko wyraz parzysty
/ 3 3 X
<0|HX27|0 /drl/dr2
= - aoR3 /d3r1 *1|U100(F1)’2/d3f2 ><22|11100(F2)|2
2
e 47 2n _n
= —— d —e /d r3r3 e
aoR3 <7r30> < ) / rn rl rnrr
2
e (4 3 5 T
= —aOR3<3ag> /drlrle 0/dr2r2e 0
24

o)’ (2)

\U1oo( A))? luz00 (7))
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Niezerowy wktad do catki wniesie tylko wyraz parzysty
/ 3 3 X
<0|HX27|0 /drl/dr2
= - aoR3 /d3r1 *1|U100(F1)’2/d3f2 ><22|11100(F2)|2
2
e 47 2n _n
= —— d —e /d r3r3 e
aoR3 <7r30> < ) / rn rl rnrr
2
e (4 3 5 T
= —aOR3<3ag> /drlrle 0/dr2r2e 0
24

(%)’ (2)

\U1oo( A))? luz00 (7))

e? 42 2.8a3

30R3 38 29
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Niezerowy wktad do catki wniesie tylko wyraz parzysty
/ 3 3 X
<0|HX27|0 /drl/dr2

= - aoR3 /d3r1 *1|U100(F1)’2/d3f2 ><22|11100(F2)|2

2 2r 2r
e 47 _2n
= —-——F% < ) /drlrl—e /drzrere 2
2 2r 2r
e 4 / 3 - 4
= ——— == drlre%/drzreao
aoR3 <3ag> ! 2
24

\U1oo( A))? luz00 (7))

6(%)" (%)
_ e’ 422.83  €°a]
- R3S 29 2R¥

Metoda wariacyjna 36/45



Wykorzystujac symetrie zagadnienia i postaé H':

e2

H' ~ =3 (x1x2 + y1y2 — 22120)
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Wykorzystujac symetrie zagadnienia i postaé H':

e2

H' ~ =3 (x1x2 + y1y2 — 22120)

mozemy napisaé wynik dla

0 0 0 0 0 0
(0] H <X2 +Yyor— 22—+t X1t Y1 — 221> |0)

0xq dy1 0z1 0x> dy» 025
e?a3 6e2a3
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Wykorzystujac symetrie zagadnienia i postaé H':

e2

H' ~ =3 (x1x2 + y1y2 — 22120)

mozemy napisaé wynik dla

0 0 0 0 0 0
(0] H <X2 +Yyor— 22—+t X1t Y1 — 221> |0)

0xq dy1 0z1 0x> dy» 025
e?a3 6e2a3
= o (1 +4+1+1+4) =——o

i (0|H'HoH'|0) = Eo (0|H"|0) + (0|H' [Ho, H'] 0)

e? 6e*al  h2e? < 6623(2]> 6e%a3 ( h? )

)

ag RS® mR3 R3 R6 me?
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gdzie wykorzystaliSmy zwigzek

h? h2
ap=—s5~—
ez me?’

stuszny przy zaniedbaniu ruchu jader.
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gdzie wykorzystaliSmy zwigzek

h? h?
ag=—>52>—=
07 12~ me?’
stuszny przy zaniedbaniu ruchu jader.
Wréémy do wzoru

B+ W(R) < UMY

(W)
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gdzie wykorzystaliSmy zwigzek

h? h?
ag=—>52>—=
07 12~ me?’
stuszny przy zaniedbaniu ruchu jader.
Wréémy do wzoru

{W[H[Y)

Eo + W(R) < W)

gdzie  (¢|H[¢)

Eo +2A(0|H?(0) + A% (0] H' HoH'|0)
—_———

0

2 4.4

e 6e”a

~ —— +2A 0
a0 + R6

Metoda wariacyjna 38/45



Rozwinmy
1 B 1
(W) 1+ A2(0H"[0)
6e*ad
~ 2 210\ ~ 2 0
~ 1-A2(0|H?0) ~1- A a5
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Rozwinmy
1 B 1
(W) 1+ A2(0H"[0)
6e*ad
~ 1- A (0|H?0) ~1- A2 o

i wstawmy do naszej nieréwnosci

& (WIH])
T VRS T
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Rozwinmy
1 B 1
(W) 1+ A2(0H"[0)
6e*ad
~ 1- A (0|H?0) ~1- A2 o

i wstawmy do naszej nieréwnosci

e’ (WIHlY) e? 6e*ag ,6e*at
_;O—FW(R) < 1) _<—30+2A 76 1—A7
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Rozwinmy
1 B 1
(W) 1+ A2(0H"[0)
6e*ad
~ 1- A (0|H?0) ~1- A2 o

i wstawmy do naszej nieréwnosci

e’ (WIHlY) e? 6e*ag ,6e*at
_;O—FW(R) < 1) _<—30+2A 76 1—A7

1
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Rozwinmy
1 B 1
(W) 1+ A2(0H"[0)
6e*ad
~ 1- A (0|H?0) ~1- A2 o

i wstawmy do naszej nieréwnosci

_ej_,_W(R) < M: <_<92+2A6e4a3> (1_/42(354‘3;)‘)

a0 (1) a0 R® R®
e? e? 6e*at
~ - — 244+ A2 0
do + ( + ao ) R6 ’
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Rozwinmy
1 B 1
(W) 1+ A2(0H"[0)
6e*ad
~ 1- A (0|H?0) ~1- A2 o

i wstawmy do naszej nieréwnosci

_ej_,_W(R) < M: <_<92+2A6e4a3> (1_/42(354‘3;)‘)

a0 (1) a0 R® R®
e? e? 6e*at
~ - 4 (2A4 A7) =20
do + ( + ao ) R6 ’

gdzie pomineliSmy wyrazy ~ %.

Metoda wariacyjna 39/45



W ten sposéb otrzymalismy gérne ograniczenie na W(R):

4.4
6e"ay

62
W(R) < [2A+ —A% | —20,
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W ten sposéb otrzymalismy gérne ograniczenie na W(R):
2 4.4
e 6e"a
W(R) < (2A+ —A?) —2.
Prawa strona nieréwnosci osigga minimum dla
e2 g
24 oA — 0 < A=-=.
ao e

(Zauwazmy, ze druga pochodna jest dodatnia.)
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W ten sposéb otrzymalismy gérne ograniczenie na W(R):

e? 6e*at
W(R) < [2A+ —A2| —2,

Prawa strona nieréwnosci osigga minimum dla

2

24245 0 & A=-2
a0 e

a0

(Zauwazmy, ze druga pochodna jest dodatnia.) Minimalna warto$¢
wyrazenia w nawiasie po prawej stronie wynosi

2
e* 2ap | ao ao
A=—2
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i gbrne ograniczenie na W/(R) wynosi

ao 6e*aj  6eag
e RO RS

W(R) <
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i gbrne ograniczenie na W/(R) wynosi

ao 6e*aj  6eag
WR) < —2 e~ Re
taczac je z otrzymanym uprzednio ograniczeniem dolnym
otrzymujemy
8e238 6e238
T < W(R) < — =6
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i gbrne ograniczenie na W/(R) wynosi

ao 6e*aj  6eag
e RO RS

W(R) <
taczac je z otrzymanym uprzednio ograniczeniem dolnym
otrzymujemy

2.5
_8e a3
R6

2.5
_6e a3
R6

< W(R) <

Doktadniejsze obliczenia przy uzyciu metody wariacyjnej daja

6.5¢2a3

W(R) < —%¢
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Metode wariacyjng mozna zastosowaé réwniez do oszacowania z
gbry wyzszych poziomoéw energii.
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Metode wariacyjng mozna zastosowaé réwniez do oszacowania z

gbry wyzszych poziomodw energii.
Funkcja prébna musi by¢ wtedy ortogonalna do funkcji wiasnych

wszystkich nizszych stanéw.
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Metode wariacyjng mozna zastosowaé réwniez do oszacowania z
gbry wyzszych poziomoéw energii.

Funkcja prébna musi by¢ wtedy ortogonalna do funkcji wiasnych
wszystkich nizszych stanéw.

Zatézmy, ze chcemy oszacowa¢ energie E, n-tego poziomu
wzbudzonego uktadu, przy czym

E0<E1<E2<<Ena
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Metode wariacyjng mozna zastosowaé réwniez do oszacowania z
gbry wyzszych poziomoéw energii.

Funkcja prébna musi by¢ wtedy ortogonalna do funkcji wiasnych
wszystkich nizszych stanéw.

Zatézmy, ze chcemy oszacowa¢ energie E, n-tego poziomu
wzbudzonego uktadu, przy czym

Ec<E<E<.. <E,
a odpowiednie stany wtasne hamiltonianu H
‘E0> ’ |E1> y |E2> DI ’En—1>

s ortogonalne do stanu prébnego |)),
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tzn.

(Eilp) =0, dla i=0,1,2,...,n—1.
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tzn.

(Eilp) =0, dla i=0,1,2,...,n—1.

Tak jak poprzednio, stan ten mozemy roztozy¢ na stany wtasne
energii

lv) = Z cg; |Ei) -
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tzn.

(Eilp) =0, dla i=0,1,2,...,n—1.

Tak jak poprzednio, stan ten mozemy roztozy¢ na stany wtasne

energii
) = cg |E).
i
Mnozac to réwnanie skalarnie przez (E;| dla j =0,1,2,...,n—1
otrzymamy

(Ejl) =
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tzn.

(Eilp) =0, dla i=0,1,2,...,n—1.

Tak jak poprzednio, stan ten mozemy roztozy¢ na stany wtasne

energii
- Z CE; ’Ei>
i
Mnozac to réwnanie skalarnie przez (E;| dla j =0,1,2,...,n—1
otrzymamy

(Ejly) = ZCE (E/|E) =
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tzn.

(Eilp) =0, dla i=0,1,2,...,n—1.

Tak jak poprzednio, stan ten mozemy roztozy¢ na stany wtasne

energii
- Z CE; ’Ei>
i
Mnozac to réwnanie skalarnie przez (E;| dla j =0,1,2,...,n—1
otrzymamy

E |77D ZCE E ’E ZCEI.(;J',' =
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tzn.

(Eilp) =0, dla i=0,1,2,...,n—1.

Tak jak poprzednio, stan ten mozemy roztozy¢ na stany wtasne

energii
- Z CE; ’Ei>
i
Mnozac to réwnanie skalarnie przez (E;| dla j =0,1,2,...,n—1
otrzymamy

E|@D ZCE E’E ZCEI.(;J',':CEJ.:
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tzn.

(Eilp) =0, dla i=0,1,2,...,n—1.

Tak jak poprzednio, stan ten mozemy roztozy¢ na stany wtasne

energii
- Z CE; ’Ei>
i
Mnozac to réwnanie skalarnie przez (E;| dla j =0,1,2,...,n—1
otrzymamy

E|@D ZCE E’E ZCEI.(;J',':CEJ.:O,
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tzn.

(Eilp) =0, dla i=0,1,2,...,n—1.

Tak jak poprzednio, stan ten mozemy roztozy¢ na stany wtasne

energii
- Z CE; ’Ei>
i
Mnozac to réwnanie skalarnie przez (E;| dla j =0,1,2,...,n—1
otrzymamy
E|@D ZCE E’E ZCEI.(;J',':CEJ.:O,
i
a zatem wszystkie wspéfczynniki z j = 0,1,2,...,n — 1 znikaja.
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Wartos$¢ oczekiwana operatora H w stanie |¢)) dana jest wzorem

(Y[HlY) =
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Wartos$¢ oczekiwana operatora H w stanie |¢)) dana jest wzorem

WIHY) = Y (Bt HY e |E) =
J

]
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Wartos$¢ oczekiwana operatora H w stanie |¢)) dana jest wzorem

(WIHI) = Y (Elct HY cg |E) = 33 et cq (EilHIE)
J 1 J

]
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Wartos$¢ oczekiwana operatora H w stanie |¢)) dana jest wzorem

(WIHI) = Y (Elct HY cg |E) = 33 et cq (EilHIE)
J ! J

]
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Metoda wariacyjna

Wartos$¢ oczekiwana operatora H w stanie |¢)) dana jest wzorem

(WIHI) = Y (Elct HY cg |E) = 33 et cq (EilHIE)

1 J ; J
= Y > ctegE(ElE) =
joi

——
i
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Metoda wariacyjna

Wartos$¢ oczekiwana operatora H w stanie |¢)) dana jest wzorem
(lHl) = Z<E-|cz HZCE ) = ZZCECE,» (Ei|H|E;)
= ZZCECEE E|E ZE |cE|

50
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Metoda wariacyjna

Wartos$¢ oczekiwana operatora H w stanie |¢)) dana jest wzorem
(lHl) = Z<E-|cz HZCE ) = ZZCECE,» (Ei|H|E;)
= ZZCECEE E|E ZE|CE| =Y Eilce .

i=n
6U =
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Metoda wariacyjna

Wartos$¢ oczekiwana operatora H w stanie |¢)) dana jest wzorem

(WIH) = Z_<E,-|cz,.Hz_c@ yg>zzzcgcﬁ<g,|m@>

]

= ZZCECEE E|E ZE|CE| ZEI'|CE;’2’
F i 5U i=n

gdzie uwzledniliémy fakt, ze wszystkie wspdtczynniki cg, dla i < n
znikaja.
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Wartos$¢ oczekiwana operatora H w stanie |¢)) dana jest wzorem
(lHl) = Z<E-|cz HZcE ) = chz g, (EilH|E})
ZZCECEE E|E ZE|CE| =Y Eilce .

i=n
6U =

gdzie uwzlednilismy fakt, ze wszystkie wspétczynniki cg, dla i < n
znikaja. Jezeli w sumie po prawej stronie wyrazenia na (1|H|)
zastapimy E; przez najmniejsza wartosé energii, ktéra tym razem
jest E,, to otrzymamy
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Wartos$¢ oczekiwana operatora H w stanie |¢)) dana jest wzorem
(WIHl) = Y (Eile Han E) = chz,.cfj (EilH|E})
ZZCECEE E|E ZE |cE| = Eilcgl?,

Joi 5 izn
ij

gdzie uwzlednilismy fakt, ze wszystkie wspétczynniki cg, dla i < n
znikaja. Jezeli w sumie po prawej stronie wyrazenia na (1|H|)
zastapimy E; przez najmniejsza wartosé energii, ktéra tym razem
jest E,, to otrzymamy

(WIH[p) =3 Eilcg)?

i=n
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Wartos$¢ oczekiwana operatora H w stanie |¢)) dana jest wzorem
(WIHl) = Y (Eile Han E) = chz,.cfj (EilH|E})
ZZCECEE E|E ZE |cE| = Eilcgl?,

Joi 5 izn
ij

gdzie uwzlednilismy fakt, ze wszystkie wspétczynniki cg, dla i < n
znikaja. Jezeli w sumie po prawej stronie wyrazenia na (1|H|)
zastapimy E; przez najmniejsza wartosé energii, ktéra tym razem
jest E,, to otrzymamy

(WIH[Y) =3 Eilcgl? > Y Enlcg

i=n i=n
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Wartos$¢ oczekiwana operatora H w stanie |¢)) dana jest wzorem
(WIHl) = Y (Eile Han E) = chz,.cfj (EilH|E})
ZZCECEE E|E ZE |cE| = Eilcgl?,

Joi 5 izn
ij

gdzie uwzlednilismy fakt, ze wszystkie wspétczynniki cg, dla i < n
znikaja. Jezeli w sumie po prawej stronie wyrazenia na (1|H|)
zastapimy E; przez najmniejsza wartosé energii, ktéra tym razem
jest E,, to otrzymamy

1/1\H|¢ ZE |CE| ZEH|CE,'|2 = EHZ|CE,"2

i=n i=n i>n
——
)
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Wartos$¢ oczekiwana operatora H w stanie |¢)) dana jest wzorem
(WIHl) = Y (Eile Han E) = chz,.cfj (EilH|E})
ZZCECEE E|E ZE |cE| = Eilcgl?,

Joi 5 izn
ij

gdzie uwzlednilismy fakt, ze wszystkie wspétczynniki cg, dla i < n
znikaja. Jezeli w sumie po prawej stronie wyrazenia na (1|H|)
zastapimy E; przez najmniejsza wartosé energii, ktéra tym razem
jest E,, to otrzymamy

WIHIY) =3 Eilcg? > > Enlcel? = Ex ) |cgl?= En (V]1)
i=n i=n i=n
—_————
(¥[)
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gdzie skorzystalimy z warunku normalizacyjnego dla stanu
prébnego [1).
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gdzie skorzystalimy z warunku normalizacyjnego dla stanu

prébnego [1).
W takim razie otrzymalismy nieréwnosé

£ < WIHY)

(W)
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gdzie skorzystalimy z warunku normalizacyjnego dla stanu
prébnego [1).
W takim razie otrzymalismy nieréwnosé

£ < WIHY)

(W)

ktéra jest spetniona jesli stan prébny [v)) jest ortogonalny do
stanéw wiasnych odpowiadajacych wszystkim nizszym energiom

Eb<E<EL...<E_i
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