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Zjawisko Zeemana polega na rozszczepieniu pozioméw
energetycznych atomu w jednorodnym zewnetrznym polu
magnetycznym.
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Zjawisko Zeemana polega na rozszczepieniu pozioméw
energetycznych atomu w jednorodnym zewnetrznym polu
magnetycznym.

Dla prostoty rozwazymy zmiane pierwszego rzedu w natezeniu pola
magnetycznego Bi zaniedbamy oddziatywanie wewnetrznego
momentu magnetycznego elektronu - zwigzanego ze spinem
elektronu - z zewnetrznym polem magnetycznym, ktére jest tego
samego rzedu co efekt, ktéry obliczymy.
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Zjawisko Zeemana polega na rozszczepieniu pozioméw
energetycznych atomu w jednorodnym zewnetrznym polu
magnetycznym.

Dla prostoty rozwazymy zmiane pierwszego rzedu w natezeniu pola
magnetycznego Bi zaniedbamy oddziatywanie wewnetrznego
momentu magnetycznego elektronu - zwigzanego ze spinem
elektronu - z zewnetrznym polem magnetycznym, ktére jest tego
samego rzedu co efekt, ktéry obliczymy.

Przypomnijmy, ze hamiltonian czastki natadowanej o fadunku g
znajdujacej sie w zewnetrznym polu elektromagnetycznym o
potencjale skalarnym ¢ i potencjale wektorowym A ma postac

~ )2
H= 7(p ;:ZA) + q¢.
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Natezenie pola elektrycznego Ei indukcja magnetyczna B wigza
sie z potencjatami wzorami

C10A(RY) &

E(f.t)=-Vo(iit) - =2, B(Rt)=V xA(F1).

Uzyliémy tutaj tzw. zracjonalizowanego ukfadu CGS, albo inaczej
uktadu Lorentza-Heviside'a.
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Natezenie pola elektrycznego Ei indukcja magnetyczna B wigza
sie z potencjatami wzorami

10A(Ft) ... = o
—ET, B(r,t)—VXA(r,t).

E(7.t) =~V (F1)
Uzyliémy tutaj tzw. zracjonalizowanego ukfadu CGS, albo inaczej
uktadu Lorentza-Heviside'a.

Poniewaz indukcja B jest stafa, to

— —

A(F.t) = A(P),
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Natezenie pola elektrycznego Ei indukcja magnetyczna B wigza
sie z potencjatami wzorami

10A(Ft) ... = o
—ET, B(r,t)—VXA(r,t).

E(7.t) =~V (F1)
Uzyliémy tutaj tzw. zracjonalizowanego ukfadu CGS, albo inaczej
uktadu Lorentza-Heviside'a.

Poniewaz indukcja B jest stafa, to

— —

A(F.t) = A(P),

a z faktu, ze nie ma pola elektrycznego wynika, ze ¢ (r,t) = ¢ (t),
ale czton w hamiltonianie zawierajacy tylko jawna zaleznos$¢ od
czasu nie odgrywa roli, wiec dla prostoty przyjmiemy

6(7.1) = 0.
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State pole magnetyczne B moze by¢ reprezentowane przez
potencjat wektorowy

A=-BxTF

N
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State pole magnetyczne B moze by¢ reprezentowane przez
potencjat wektorowy

A=16x
2
Rzeczywiscie
A Ak 1 O(kmnBmxn) 1 OXn
Bi = A) =€k = Z€ijk———F5 " = =EijjkEkmnBm—H—
(V% A), =i ox; 2T o 0 S ikEkmnEm g
1 ox, 1
= (51m5_/n - 5in5jm) Bm(;); =3 (5im6jn - 5in5jm) Bm(snj

2
1
5 (Bid; — 6;B;) = (35 B;)= B;.
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Réwnanie Schrodingera dla elektronu o tadunku —e w atomie
wodoru lub jonie wodoropodobnym znajdujacym sie w
jednorodnym, statym, zewnetrznym polu elektromagnetycznym ma
postad

H ) = W),
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Réwnanie Schrodingera dla elektronu o tadunku —e w atomie
wodoru lub jonie wodoropodobnym znajdujacym sie w
jednorodnym, statym, zewnetrznym polu elektromagnetycznym ma

postad
H ) =W ),
gdzie
1 N2 Ze? 1 -
H = <5+GA> e AV
2u c

Ho H

a i oznacza mase zredukowang, % = % + % = %
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Rozwazmy cze$¢ “zaburzeniowa” réwnania Schrodingera

L[ ine
- 2u c

2
H' ) (6-ﬁ+£ﬁ)+izﬁ2] ) .
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Rozwazmy cze$¢ “zaburzeniowa” réwnania Schrodingera

L[ ine
- 2u c

2
H' ) (6-ﬁ+£ﬁ)+izﬁ2] ) .

Przeksztatémy wyraz

Ve (A) = (V- A) )+ AV [9),
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Rozwazmy cze$¢ “zaburzeniowa” réwnania Schrodingera

L[ ine
- 2u c

2
H' ) (6-ﬁ+£ﬁ)+izﬁ2] ) .

Przeksztatémy wyraz
V- (A) = (V-A) )+ AV ),

ale A; = % (B X F')i = %z—:,-jkBjxk, wiec

0A; 1 0 1
);k = *5ijkBj6ki: 0.

= Zen Bk
oxi  270KPIg T 2
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Rozwazmy cze$¢ “zaburzeniowa” réwnania Schrodingera

_ 1 [Line
- 2u c

2
H' ) (6-ﬁ+£ﬁ)+izﬁ2] ) .

Przeksztatémy wyraz
V- (A) = (V-A) )+ AV ),

ale A; = % (B X F')i = %z—:,-jkBjxk, wiec

0A; 1 0 1
);k = *5ijkBj6ki: 0.

— T B0k
ox; 2 KPigy T2
W takim razie

ihe - = 2
H ) = | ——A-

AQ) ).
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Podstawmy A; = % (é X F’). = %&‘UkBij W pierwszym wyrazie
1

hamiltonianu H’

ihe - = e - e €
_EA vV = EA p= ﬂa;jkBjxkp,- = %ijjkixkpi
e e e - =
_ _C B(fxH). = 2 BlL—- °B.L
2/uc (7> P); 2uc 77 2uc
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Podstawmy A; = % (é X F’). = %&‘UkBij W pierwszym wyrazie
1

hamiltonianu H’

ihe - = e - e €
_EA vV = EA p= 2'LL7C€,'J'kBjkai = %ijjkixkpi
e e - -
_ B (Fxd). = S BlL— °B.L
2/uc (7> P); 2uc 77 2uc

Natomiast drugi wyraz hamiltonianu H’ przyjmie postaé

2 2 2 2
e v e E — I\ - e 512 2 .2
—Zucz/\ = 2 [2 (B X r)} = —SMCZIB] r<sin® 6,

gdzie 0 jest katem pomiedzy wektorami Bifae jest wielkoscia
dodatnia.
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Hamiltonian H" ma wiec postaé

H=°B.T+

i 8 |E_3)|2r2 sin? 6,
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Hamiltonian H" ma wiec postaé

e - - N
H=_—B-L B[*r?sin? 0,
2ju¢ * 8uc2| | I
a jedli uwzglednimy tylko wyrazy liniowe w zewnetrznym polu ]§],
to
e - -
H=—B-L
2uc
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Hamiltonian H" ma wiec postaé

H=_—B8.
2uc * 8uc?

|B|?r?sin? ),

a jedli uwzglednimy tylko wyrazy liniowe w zewnetrznym polu |§],
to

H=—B-L
2,uc

Wybierzmy o$ Oz uktadu wspétrzednych w kierunku wektora
indukcji zewnetrznego pola magnetycznego B = (0,0, |B]),

Zjawiska Zeemana i Starka 8/37



Hamiltonian H" ma wiec postaé

H=_—B8.
2uc * 8uc?

|B|?r?sin? ),

a jedli uwzglednimy tylko wyrazy liniowe w zewnetrznym polu |§],
to

H=—B-L

2,uc

Wybierzmy o$ Oz uktadu wspétrzednych w kierunku wektora
indukcji zewnetrznego pola magnetycznego B = (0,0, |B]), a stany
wtasne |m) niezaburzonego hamiltonianu Hy tak, aby byty stanami
wiasnymi trzeciej sktadowej orbitalnego momentu pedu.

Zjawiska Zeemana i Starka 8/37



Przypomnijmy réwnania wtasne orbitalnego momentu pedu.

L Yim(0,0) = I(1+1)8 Yim (0, )
L, Yim (9780) = mh Y, ('97410)’
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Przypomnijmy réwnania wtasne orbitalnego momentu pedu.

L Yim(0,0) = I(1+1)8 Yim (0, )
L, Yim (9780) = mh Y, ('97410)’

gdzie =0,1,2,..., m=—/,—/+1,....,]. W atomie wodoru
1=0,1,2,...,n—1, gdzie n=1,2,3, ... — gtébwna liczba kwantowa.
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Przypomnijmy réwnania wtasne orbitalnego momentu pedu.

L Yim(0,0) = I(1+1)8 Yim (0, )
L, Yim (9780) = mh Y, ('97410)’

gdzie =0,1,2,..., m=—/,—/+1,....,]. W atomie wodoru
1=0,1,2,...,n—1, gdzie n=1,2,3, ... — gtébwna liczba kwantowa.
Harmoniki sferyczne s3 réwniez funkcjami wtasnymi
niezaburzonego hamiltonianu Hy

2 Z2
Ho:&_i’
21 r

gdyz komutuje on zaréwno z 2, jaki L,.
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Dla dowodu obliczmy komutator

=2 2

p Ze 1 2{1 }
Ho,Lj] = |———,Li| = =—Ipjpj, Li] — Ze* |-, L;
[Ho, Lj] [Zu ; ] 21 [P_/p_/ ] € P

1 L1
= 5o (ple L1+ Llpy) - 267 L)
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Dla dowodu obliczmy komutator

P2 Ze?
2u r

1 1
[H07 LI] = ) LI] = ﬂ [p_lpja LI] - Ze2 |:r7 Ll:|

1 L1
= 5o (ple L1+ Llpy) - 267 L)

Musimy teraz obliczy¢ komutatory [pj, L;] i [%, L,}.

[pj, Li] = [pj,€iknxkPn) = €ikn [Pj, Xk] Pn = €ikn (—iRdjk) Pn
= —ihgjjnpn = iNEjinpn,

1 1 1

ToLil =g | 2 XiPk| = S| o P
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Niech f(r) bedzie dowolng funkcja rézniczkowalng. Obliczmy

1 o 10F(7) 0 f(P)
[w"k} fr) = —in| o ax] (7—‘ﬁ<r i ‘axkr)
(1o RO 22— () 2t
= —ih| - —
r Oxy r2
e (ror VRO e - f(R)3 :3:;
r Oxy r?
af X
L [rof(A) —f(N7FY x
= —Ih ; an r2 ——Ihﬁf(F)
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Réwnosé
1 X
o 0 = i (7

zachodzi dla dowolnej, rézniczkowalnej funkcji £(r).
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Réwnosé
1 X
o 0 = i (7

zachodzi dla dowolnej, rézniczkowalnej funkcji £(r).
Stad wnioskujemy, ze
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Wréémy do komutatora

1 1 . Xk ih
- Li| = ejix; 7P| = EijkXj —lh—r3 = — 3EijkXjXk
ih (1 1

ih (1 1
= —S EEUkaXk_EEUkaXj =0.
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Wréémy do komutatora

1 1 Xk ih
- Li| = ejix; 7P| = EijkXj —Ihﬁ = — 3EijkXjXk
ih (1 1

ih (1 1
= —S Egiijij_Egiijka =0.

Wstawmy obliczone komutatory do wzoru

1 1
[Ho, Li] = ﬂ(Pj[Pj»Li]"‘[Piji]Pj)_Ze2 {r,Li}

1 . . ih
= % (PjiRejinPn + ihgjinpnp;) = L CIinPiP= 0.
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Otrzymany wynik ma zwiazek z symetria swobodnego jonu
wodoropodobnego opisywanego hamiltonianem Hy ze wzgledu na
obroty przestrzenne. Przypomnijmy, ze

P> Ze?

Hy = P 2€
0 2/,L r7

- 7 _Q . . 1 . . « - -
gdzie zaréwno operator p<, jak i oprator . nie zmieniaja sie przy
obrotach.
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Otrzymany wynik ma zwiazek z symetria swobodnego jonu
wodoropodobnego opisywanego hamiltonianem Hy ze wzgledu na
obroty przestrzenne. Przypomnijmy, ze

=2 7 2
Ho = P i7
21 r
. 7 D - . 1 . . . . .

gdzie zaréwno operator p<, jak i oprator . nie zmieniaja sie przy
obrotach. Przypomnijmy, ze infinitezymalny unitarny operator
obrotu dziatajacy na skalarng funkcje falowa w stanie kwantowym
a, Ya(F), ma postaé (patrz wyktad pt. Symetrie w mechanice
kwantowej)

-,

Up(@) = 1- 36 L),

a warunek, zeby operator O miat symetrie, tzn.
przetransformowany operator O’ = UEOU€T = O, przy operacji
unitarnej U. =1 — jeG, ma postac [G, O] = 0.



Oznaczmy Y}, = |m). Wtedy

L, |[m) = mh |m),
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Oznaczmy Y}, = |m). Wtedy

L, |[m) = mh |m),
a pierwsza poprawka do energii ma postac

e - -
Wi = (m\H’|m>:(m|2H—CB-L|m>.
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Oznaczmy Y}, = |m). Wtedy

L, |[m) = mh |m),
a pierwsza poprawka do energii ma postac

e - -
Wi = <m\Hl|m>:<m|2chB'L|m>‘

Poniewaz pole B skierowaliémy wzdtuz osi Oz

B=(00]8)) = B-[=B|L
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Oznaczmy Y}, = |m). Wtedy

L, |[m) = mh |m),
a pierwsza poprawka do energii ma postac

e - -
Wi = <m\Hl|m>:<m|2chB'L|m>‘

Poniewaz pole B skierowaliémy wzdtuz osi Oz

B=(00]8)) = B-[=B|L

e|B| e|B| e|B|
= elBlmh (m|m) = e\B|mh, m=—I,—1+1,..1
2UC  ~—— 2uc
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Widzimy, ze 2/ + 1 krotna degeneracja poziomu okreslonego
liczbami kwantowymi n, |/ zostata usunieta wskutek przytozenia
zewnetrznego pola magnetycznego.
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Zjawisko Starka polega na zmianie pozioméw energetycznych
atomu w jednorodnym zewnetrznym polu elektrycznym o natezeniu
E.
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Zjawisko Starka polega na zmianie pozioméw energetycznych
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E.

Wybierzmy 0§ Oz uktadu wspétrzednych w kierunku wektora
natezenia zewngtrznego pola elektrycznego E = (0,0, |E|),
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[HO, Eﬂ = [Ho, L] = 0.
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wiasnymi orbitalnego momentu pedu, co jest mozliwe, gdyz

|Ho, [2] = [Ho, L] = 0.

Zaburzenie wywofane takim polem opisywane jest hamiltonianem

—

H =F.F=¢eE-7=e|lE|z=e|lE|rcosb,

gdzie e jest wielkoscig dodatnia.
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Zjawisko Starka polega na zmianie pozioméw energetycznych
atomu w jednorodnym zewnetrznym polu elektrycznym o natezeniu
E.

Wybierzmy 0§ Oz uktadu wspétrzednych w kierunku wektora
natezenia zewnetrznego pola elektrycznego E= (0,0, |E|) a stany
wtasne |m) niezaburzonego hamiltonianu Hp tak, aby byty stanami
wiasnymi orbitalnego momentu pedu, co jest mozliwe, gdyz

|Ho, [2] = [Ho, L] = 0.

Zaburzenie wywofane takim polem opisywane jest hamiltonianem

H =F.F=¢eE-7=e|lE|z=e|lE|rcosb,

gdzie e jest wielkoscia dodatnia. Zauwazmy, ze H’ jest funkcja
nieparzysta. Rzeczywiscie

r— —r = z— —z a cosf — cos(mr—0)= —cost
=  H =e¢|E|z=e|E|rcos§ — —H..
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To powoduje pewna komplikacje, gdyz wartoé¢ oczekiwana H' w
stanach o okreslonej parzystosci znika.
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To powoduje pewna komplikacje, gdyz wartoé¢ oczekiwana H' w
stanach o okreslonej parzystosci znika.

Elementy macierzowe (j |H' |k) opisujace poprawki do energii
zawieraja catkowanie po catej przestrzeni R3.
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To powoduje pewna komplikacje, gdyz wartoé¢ oczekiwana H' w
stanach o okreslonej parzystosci znika.

Elementy macierzowe (j |H' |k) opisujace poprawki do energii
zawieraja catkowanie po catej przestrzeni R3.

Catka z funkcji nieparzystej, dla ktorej

f(—x) = —f(x), dla wszystkich x € D,

po obszarze symetrycznym wzgledem poczatku uktadu
wspbtrzednych jest réwna 0.
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To powoduje pewna komplikacje, gdyz wartoé¢ oczekiwana H' w
stanach o okreslonej parzystosci znika.

Elementy macierzowe (j |H' |k) opisujace poprawki do energii
zawieraja catkowanie po catej przestrzeni R3.

Catka z funkcji nieparzystej, dla ktorej

f(—x) = —f(x), dla wszystkich x € D,

po obszarze symetrycznym wzgledem poczatku uktadu
wspdtrzednych jest réwna 0. Rzeczywiscie

—a

/a b = { dx— —dy } == /af(—y>dy ~ [ f)ay

—a a a
a

= —/f(y)dyZO-

—a
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Wybierzmy jako funkcje wtasne niezaburzonego hamiltonianu Hy
harmoniki sferyczne, ktére s funkcjami wtasnymi orbitalnego
momentu pedu.
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Wybierzmy jako funkcje wtasne niezaburzonego hamiltonianu Hy
harmoniki sferyczne, ktére s funkcjami wtasnymi orbitalnego
momentu pedu.

Woczesdniej pokazalismy, ze harmoniki sferyczne maja parzystosc /,
gdyz przy odbiciu przestrzennym

—

r— —r < 0 —-7—-0, p—m7+0¢p
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Wybierzmy jako funkcje wtasne niezaburzonego hamiltonianu Hy
harmoniki sferyczne, ktére s funkcjami wtasnymi orbitalnego
momentu pedu.

Woczesdniej pokazalismy, ze harmoniki sferyczne maja parzystosc /,
gdyz przy odbiciu przestrzennym

—

r— —r < 0 —-7—-0, p—m7+0¢p
zachodzi

Yim (7 = 0,7+ ¢) = (1) Yim (6, ),
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Wybierzmy jako funkcje wtasne niezaburzonego hamiltonianu Hy
harmoniki sferyczne, ktére s funkcjami wtasnymi orbitalnego
momentu pedu.

Woczesdniej pokazalismy, ze harmoniki sferyczne maja parzystosc /,
gdyz przy odbiciu przestrzennym

—

r— —r < 0 —-7—-0, p—m7+0¢p
zachodzi
Yim (7 = 0,7+ ¢) = (1) Yim (6, ),

tzn. dla I =0,2,4, ... sa funkcjami parzystymi,
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Wybierzmy jako funkcje wtasne niezaburzonego hamiltonianu Hy
harmoniki sferyczne, ktére s funkcjami wtasnymi orbitalnego
momentu pedu.

Woczesdniej pokazalismy, ze harmoniki sferyczne maja parzystosc /,
gdyz przy odbiciu przestrzennym

—

r— —r < 0 —-7—-0, p—m7+0¢p
zachodzi
Yim (7 = 0,7+ ¢) = (1) Yim (6, ),

tzn. dla I = 0,2,4, ... sa funkcjami parzystymi, a dla / =1,3,5, ...
— funkcjami nieparzystymi.
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Poniewaz H' jest funkcja nieparzysta, to element macierzowy
(j |H" |k) nie znika tylko jesli |j) i |k) sa stanami o przeciwnych
parzystosciach.
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Poniewaz H' jest funkcja nieparzysta, to element macierzowy

(j |H" |k) nie znika tylko jesli |j) i |k) sa stanami o przeciwnych
parzystosciach.

Jako |j) i |k) wybieramy stany wtasne orbitalnego momentu pedu
|1, m).

Zjawiska Zeemana i Starka 20/37



Poniewaz H' jest funkcja nieparzysta, to element macierzowy

(j |H" |k) nie znika tylko jesli |j) i |k) sa stanami o przeciwnych
parzystosciach.

Jako |j) i |k) wybieramy stany wtasne orbitalnego momentu pedu
|1, m).

Dla najnizszego poziomu: n=1 (= [ =0)
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Poniewaz H' jest funkcja nieparzysta, to element macierzowy

(j |H" |k) nie znika tylko jesli |j) i |k) sa stanami o przeciwnych
parzystosciach.

Jako |j) i |k) wybieramy stany wtasne orbitalnego momentu pedu
|1, m).

Dla najnizszego poziomu: n =1 (= [ = 0) istnieje tylko jeden
stan

|l7 m) = ‘O7O>’

ktoéry jest parzysty,
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Poniewaz H' jest funkcja nieparzysta, to element macierzowy

(j |H" |k) nie znika tylko jesli |j) i |k) sa stanami o przeciwnych
parzystosciach.

Jako |j) i |k) wybieramy stany wtasne orbitalnego momentu pedu
|1, m).

Dla najnizszego poziomu: n =1 (= [ = 0) istnieje tylko jeden
stan

|l7 m) = ‘O7O>’
ktéry jest parzysty, stad

(0,0 |H' |0,0) = 0.
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Pierwszy stan wzbudzony atomu wodoruo n=2 (= [/=0,1)
jest czterokrotnie zdegenerowany.
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Pierwszy stan wzbudzony atomu wodoruo n=2 (= [/=0,1)
jest czterokrotnie zdegenerowany. Odpowiadajg mu stany

‘/7 m) = ‘070>7 ‘1a_1>7 ‘170>7 |1a1>~
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Pierwszy stan wzbudzony atomu wodoruo n=2 (= [/=0,1)
jest czterokrotnie zdegenerowany. Odpowiadajg mu stany

|l,my=10,0),|1,—-1),[1,0),|1,1).

Obliczmy komutator

[LZa H/] [Lza e|E|Z} = e|E| [L;,z] = e|E’ [Xpy — YPx, 2]

e|E| (x[py: 2] = y [Px,2]) = 0.
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Pierwszy stan wzbudzony atomu wodoruo n=2 (= [/=0,1)
jest czterokrotnie zdegenerowany. Odpowiadajg mu stany

|l,my=10,0),|1,—-1),[1,0),|1,1).
Obliczmy komutator
[LZa H/] = [Lza e|E|Z} = e|E| [Lz,z] = e|E’ [xpPy — ypx, 2]
= e|E| (X [pyaz] -y [anZ]) =0.

Zatem operatory L, i H' maj3a wspdlne wektory wiasne |/, m).
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Obliczmy element macierzowy réwnania [L,, H'] = 0 pomiedzy
stanami wtasnymi orbitalnego momentu pedu.

(I'ym" |[Le, H') |I,m) = {I',m"|(L;H — H'L,) |I,m)
(I',m" |LH' |[I,m) — {I';m" |H'L, |I, m)
= (m' —m)r{l',m" |H |I,m)=0.
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Obliczmy element macierzowy réwnania [L,, H'] = 0 pomiedzy
stanami wtasnymi orbitalnego momentu pedu.

(I'ym" |[Le, H') |I,m) = {I',m"|(L;H — H'L,) |I,m)
(I',m" |LH' |[I,m) — {I';m" |H'L, |I, m)
= (m' —m)r{l',m" |H |I,m)=0.

Skad wynika, ze

m=m lub {(I';m |H" |I,m)=0.
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Obliczmy element macierzowy réwnania [L,, H'] = 0 pomiedzy
stanami wtasnymi orbitalnego momentu pedu.

(I'ym" |[Le, H') |I,m) = {I',m"|(L;H — H'L,) |I,m)
(I',m" |LH' |[I,m) — {I';m" |H'L, |I, m)
= (m' —m)r{l',m" |H |I,m)=0.

Skad wynika, ze
m=m lub {(I';m |H" |I,m)=0.

Czyli tylko elementy macierzowe pomiedzy stanami o tych samych
wartosciach m moga by¢ niezerowe.
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Rozwazmy ponownie drugie réwnanie naszego uktadu

(Ho — Wo) |[t1) = (Wi — H') |¢o) .
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Rozwazmy ponownie drugie réwnanie naszego uktadu

(Ho — Wo) |[t1) = (Wi — H') |¢o) .

Wstawmy
|w0> = |070> + @ |17 _1> +c3 |17O> + |171>

i pomnézmy obustronnie kolejno przez (0,0
(1,1].

, (17_1" <170‘ [
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Rozwazmy ponownie drugie réwnanie naszego uktadu

(Ho — Wo) |[t1) = (Wi — H') |¢o) .

Wstawmy
|1/)0> = |070> + @ |17 _1> + 3 |17O> + |171>

i pomndézmy obustronnie kolejno przez (0,0[, (1, —1|, (1,0] i
(1,1|. Zauwazmy, ze lewa strona kazdego réwnania znika

{1 m| (Ho — Wo) [t1) =( (1, m] (Ho — Wo)T ) )

= ((/,m| (Ho — Wo)) 1) =0,

gdyz stany |/, m) s3 réwniez stanami wiasnymi hamiltonianu Hp.
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W ten sposdb otrzymamy uktad czterech réwnan jednorodnych na
wspotczynniki ¢j, i =1,2,3,4

<0 0| (H/_ )(Cl |0 0> + o |17_1> + G |150> + |151>) =0
(1, 1) (H' — WA) (c1 10,0) + ¢ |1, —1) + ¢3 |1,0) + ¢ |1, 1)) = O
(1,0] (H' — WA) (c1 [0,0) + ¢ |1, —1) + 3 [1,0) + ¢4 [1,1)) = O
(L1 (H = W) (1 [0,0) + 2 |1,—1) + &3 [1,0) + ¢4 [L,1)) = O
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W ten sposdb otrzymamy uktad czterech réwnan jednorodnych na
wspotczynniki ¢j, i =1,2,3,4

0.0/ (H = Wi) (& [0.0) + &2 1, -1) + &5 |1,0) + 4 [1,1)
(1,=1] (H' = Wh) (1 10,0) + 2 |1, —1) + ¢3|1,0) + ¢4 |1, 1))
(1,0] (H' = WA) (c1 [0,0) + c2 |1, —1) + c3 |1,0) + c4 |1, 1))
(1,1] (H' = Wq) (1 ]0,0) + c2 |1, —1) + ¢3 [1,0) + ca |1, 1))

Il
o o o o

ktérego wyznacznik musi sie zerowad

- 0 (0,0|H'[1,0) 0

0 —W 0 0 |_,
(1,0|H'[0,0) 0 —W o |~

0 0 0 -

gdzie uwzglednilismy fakt, ze elementy macierzowe H' zaréwno
pomiedzy stanami o tej samej parzystosci, jak i stanami o réznych
wartosciach m znikaja.
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Rozwinmy wzgledem czwartego wiersza, wéwczas otrzymamy

-W 0 (0,0|H’|1,0)
— Wy (—1)+* 0 - 0 =0,
(1,0|H’|0,0) 0 -y
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Rozwinmy wzgledem czwartego wiersza, wéwczas otrzymamy

-W 0 (0,0|H’|1,0)
— Wy (—1)+* 0 - 0 =0,
(1,0|H’|0,0) 0 -y

a zatem
3 / 2 o
~Wi (—W3 4 WA |(1,0[H'[0,0)]*) =
wg (W2 = [(1,0[H']0,0)[*) = o.
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Rozwinmy wzgledem czwartego wiersza, wéwczas otrzymamy

-W 0 (0,0|H’|1,0)
— Wy (—1)+* 0 - 0 =0,
(1,0|H’|0,0) 0 -y

a zatem
3 / 2
~Wi (—W3 4 WA |(1,0[H'[0,0)]*) =
w2 (W2 - [(1,0[H'0,0)]*) = o.
Skad rozwigzania na W; maja postaé

Wy =0, 0, [(1,0/H’|0,0)|, —|(1,0]H’|0,0)].
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Obliczmy element macierzowy (1,0|H’|0, 0)

(1,0|H’|0,0) = e|E| /d3r U310(F)r cos 8 uxgo(F).
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Obliczmy element macierzowy (1,0|H’|0, 0)

(1,0|H’|0,0) = e|E| /d3r U310(F)r cos 8 uxgo(F).

Unim(F) s niezaburzonymi funkcjami wiasnymi atomu wodoru
danymi wzorem

unlm(F) - Unlm(raea@) - Rnl(r) Ylm(ea QO),

gdzie R,(r) jest czescia radialng funkcji falowej, a Y, (0, ¢) to
sferyczne harmoniki.
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Obliczmy element macierzowy (1,0|H’|0, 0)

(1,0|H’|0,0) = e|E| /d3r U310(F)r cos 8 uxgo(F).

Unim(F) s niezaburzonymi funkcjami wiasnymi atomu wodoru
danymi wzorem

unlm(F) - Unlm(raea@) - Rnl(r) Ylm(ea QO),

gdzie R,(r) jest czescia radialng funkcji falowej, a Y, (0, ¢) to
sferyczne harmoniki. Przy czym

u200(F) = Roo(r) Yoo(9, ), u10(r) = Ro1(r) Y10(0, ).
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Przypomnijmy otrzymane wczesniej wyniki dla funkgji falowych

u00(r) i u210(7):
(2 - Zr) e_ﬁr,
a0

ot = () (52)

1 3
2 Z\2 Z _z,
uo(r) = ( )2(2‘30)280rc056e 2ag

Nlw
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Przypomnijmy otrzymane wczesniej wyniki dla funkgji falowych
tooo(F) i u210(F):

1
1\2/Z\2 Z _z,
p— —_— —_— 2 - 2a
200(7) (47T> (280) ( 3or) ¢

1
1\2/Z Z _z,
frnd —_— _ _ 23
u210(1) (477) (2a0) 0 rcosfe 2

i wstawmy je do wzoru na element macierzowy operatora H’

NIw

Nlw

(1,0|H'|0,0) =e|E]| /d3r Wiro(7) rcos 8 ool )

E a3 2 o2 e 0"
= ¢ ‘E (230) 30/ < )rcos e

/
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Musimy obliczy¢ catke

Zr
/d3 (2— )r cos? fe” o
7 5 1 21
= / r2dr (2— ar) r eer/dcose coszﬁ/dcp
0
0 -1 0

e z z,1
= /dr <2r4—r5>e 20" 3 oS 9‘ g0|
0 0 271'
(13-(-1)%)
+o0o +o00
4 _z 4 _z 4 Z
- T 2/drr4e o' — = [ drrPe w’ :W<2l4—l5>.
3 5 ao 5 3 a0
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. . oo —Zy
Zacznijmy od catki s = [ dr rPe w0 .
0

Zjawiska Zeemana i Starka 29/37



.. . 00 —Zy
Zacznijmy od catki s = [ dr rPe w0 .
0
Catkujemy przez czesci. Podstawmy

u=r> = du=5rtdr,

_z
dv=e x'dr = v:—?e a
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.. . 00 —Zy
Zacznijmy od catki s = [ dr rPe w0 .
0
Catkujemy przez czesci. Podstawmy

u=r> = dU*5r4dr
_z a _Z
dv=e 2'dr = v=—-2¢ %"
Z
a -Z 53 Z
s = ——Oeé'orr5 0/drreao
%,_/
i
aO . Z 5 530
= —— lim e 2 rP—e%.0)+ =21,
Z <rﬂ+oo z "
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Granice we wzorze na I5 obliczymy korzystajac z reguty

de I'Hospitala
/
. —Z, 5 . r . (I’S) . 5r4
lim e 2 r’= lm —— = |lm ——— = Ilm —s—
r—-+o00 r—+oo =r r——+oo Z, r—+oco 7 =r
e e = e
ao
5a0 . 4r3 2023 " 3r?
= im —— =—5 |lim ——
Z r—+too 7z _Zr 72 r—+c0 7z _Zr
7630 7630
ao ao
60a3 ’ 2r 120a¢ ’ L
= _— m = | —_—
73 r—4o00 7 aér 74 r—4c 7 alr
;Oe 0 ;Oe 0
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Granice we wzorze na I5 obliczymy korzystajac z reguty

de I'Hospitala
/
. —Z, 5 . r . (I’S) . 5r4
lim e 2 r’= lm —— = |lm ——— = Ilm —s—
r—-+o00 r—+oo =r r——+oo Z, r—+o0o0 7 =r
e o e = e
a0
5a0 . 4r3 2023 " 3r?
= im —— = —-+ |lim ———
Z r—too 7 Zr 72 r—+oo z Zr
ao aOe
60a3 ’ 2r 120a¢ | L
= —% lim = [ =0.
73 r—4o00 7 aZr 74 r—4c 7 alr
aoeo a—oeo

Co odzwierciedla znany fakt, ze eksponenta e* rosnie do
nieskonczonos$ci szybciej niz dowolna skonczona potega x.
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W takim razie
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W takim razie

580
Is = —1Ij.
5 14
. oo —Zy
Teraz obliczmy catke Iy = [ dr r*e =",

0
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W takim razie

580
Is = —1Ij.
5 14
. Foo —Zr . .
Teraz obliczmy catke I, = [ dr r*e” ". Catkujemy przez czedci.
0
Podstawmy

u=r* = du=4ridr,

_z ag -Z
r 0 r
dv=e 20 dr = v:—?e %
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W takim razie

580
Is = —1Ij.
5 14
+oo _z,
Teraz obliczmy catke I, = [ dr r*e” ". Catkujemy przez czedci.
0
Podstawmy
u=r* = du=4ridr,
—Z, a —Zy
dv=e 0dr = v=——e %
V4
—+o00
ag -Zr 4+°° 430/ 3 —Zr 43
I = —— a0 R d o = 7’ .
4 7 e r . + 7 rre 7 3
0

0 _/_/
I
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. +o0 _z,
Teraz obliczmy catke k= [ drrie ="
0
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: oo —Zr
Teraz obliczmy catke k= [ drrie ="
0
Ponownie catkujemy przez czesci. Podstawmy

u=r® = du=3rdr,

_z a _Z
r 0 r
dv=e 20'dr = v:—?e ao
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: oo —Zr
Teraz obliczmy catke k= [ drrie ="
0
Ponownie catkujemy przez czesci. Podstawmy

u=r® = du=3rdr,

_z a _Z
r 0 r
dv=e 20'dr = v:—?e ao

2, 7 32 [ 3
I3:—? e75rr30 —i—?/d r’e @ _?Ig
0
0 \—/_/
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. oo —Lr
Teraz obliczmy catke b = [ dr r’e =",
0

Zjawiska Zeemana i Starka 33/37



. oo —lr
Teraz obliczmy catke b = [ dr r’e =",
0

Ponownie catkujemy przez czesci. Podstawmy

2

u=r- = du=2rdr,
_Z ag -Z
dv=e 2'dr = v:—?oe 0"
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—+o00

_z
Teraz obliczmy catke b = [ dr re 0",
0

Ponownie catkujemy przez czesci. Podstawmy

2

u=r- = du=2rdr,
_z a _Z
dv=e 20'dr = v:—?oe 0"
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. oo —Zy
Teraz obliczmy catke h = [ drre = .
0
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. oo —Zy
Teraz obliczmy catke h = [ drre = .
0

Ponownie catkujemy przez czesci. Podstawmy

u=r = du=dr,

_z
dv=¢ %'dr = v:—?e 2
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. oo —Zy
Teraz obliczmy catke h = [ drre = .
0

Ponownie catkujemy przez czesci. Podstawmy

u=r = du=dr,

_Z a -<
dv=e 0'dr = v=-Z2¢ a0
Z
+o0o
ap —Z, |t ag z ao a0\ —Z,|t® EN
h=——e +— [ dre v =—(—-= 20 ==
Z 0 Z Z Z 0 7z
0 N———
0 -1
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Podsumujmy wyniki dla catek /5 i I5:

4a0 430 330 430 330 220 430 330 230 ao 2
L = —h= / h = =

Z zz?* zzz" zZzz\zZ
_ 24(30>5
= 7 ,
B 530 _530 a0 5_ ao 6
b= Sh== 24(2) _120<Z)
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Podsumujmy wyniki dla catek /5 i I5:

4a0 430 330, 430 330 220, _ 430 330 230 (30)2

h = Sh=—222)="22222%, =228
4 zZ3 zZ z? zzz' zZZzz\zZ
_ 24(30>5
_ 2)
B 530 _530 a0 5_ ao 6
o= =" 24(2) _120<Z>
i dla catki I:

47 Z 47 ao > Z ao 6
| = —(2hb—=k)=—=|2-24(Z) —=-120( =2
(- 26) - S le(3) - S (3)
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Wstawmy wynik do wzoru na element macierzowy operatora H’

(1,0/H’|0,0)

-1 Z\3z Z _z,
= elE|—- () —/d3r (2—r) r’e ' cos®f
4 280 =0) a0
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Wstawmy wynik do wzoru na element macierzowy operatora H’

(1,0/H’|0,0)

- 1 Z\3z Z _z,
= elE[—- () —/d3r (2—r) r’e %' cos?f
47 280 =0) a0

1
- 1 Z 3Z ao > = d0o
= elE|-— (=—) =|-9%x (5 ) |=—-3¢|E|=Z.
e’ ’47‘1’ (230) 80[ W(Z)] e’ |Z

W atomie wodoru Z = 1, wobec tego

(1,0|H'|0,0) = —3e|E|ap.
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Przypomnijmy, ze w pierwszym rzedzie rachunku zaburzeh
poprawki do energii pierwszego poziomu wzbudzonego (n = 2)
atomu wodoru w zewnetrznym polu elektrycznym E= (0,0, |E\)
maja postac

Wy = 0,0, [(1,0[H']0,0)|, — [(1,0[H'|0,0)|
= 0, 0, 3e|E|ag, —3e|E|ao,
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Przypomnijmy, ze w pierwszym rzedzie rachunku zaburzeh
poprawki do energii pierwszego poziomu wzbudzonego (n = 2)
atomu wodoru w zewnetrznym polu elektrycznym E= (0,0, |E\)
maja postac

Wy = 0,0, [(1,0[H']0,0)|, — [(1,0[H'|0,0)|
= 0, 0, 3e|E|ag, —3e|E|ao,

a wiec czterokrotna degeneracja poziomu n = 2 zostata usunieta w
potowie.
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Przypomnijmy, ze w pierwszym rzedzie rachunku zaburzeh
poprawki do energii pierwszego poziomu wzbudzonego (n = 2)
atomu wodoru w zewnetrznym polu elektrycznym E= (0,0, |E\)
maja postac

Wy = 0,0, [(1,0[H']0,0)|, — [(1,0[H'|0,0)|
= 0, 0, 3e|E|ag, —3e|E|ao,

a wiec czterokrotna degeneracja poziomu n = 2 zostata usunieta w
potowie. Widzimy, ze w tym stanie atom wodoru zachowuje sie tak
jakby miat elektryczny moment dipolowy 3e|E|ag, ktéry moze byé
zorientowany zgodnie, albo przeciwnie do zewnetrznego pola
elektrycznego E.
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