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Bedziemy pracowaé w obrazie Schrodingera, dlatego opuszczamy
indeks S.
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Bedziemy pracowaé w obrazie Schrodingera, dlatego opuszczamy
indeks S.

Rozwazmy translacje przestrzenng uktadu fizycznego o ustalony
wektor .

Przed transformacja nasz ukfad jest opisywany przez funkcje
falowa v, (r),
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gdzie indeks « oznacza zbiér wszystkich liczb kwantowych
niezbednych do jego opisu.
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gdzie indeks « oznacza zbiér wszystkich liczb kwantowych
niezbednych do jego opisu.

Po transformacji uktad jest opisywany przez funkcje falowa

Yo (F+ p), gdzie teraz zbiér wszystkich liczb kwantowych
niezbednych do opisu ukfadu fizycznego oznaczyliémy przez o’.
Jest oczywiste, ze przy translacji zachodzi zwigzek

wa’(F‘i‘ ﬁ) - %(F)-
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gdzie indeks « oznacza zbiér wszystkich liczb kwantowych
niezbednych do jego opisu.

Po transformacji uktad jest opisywany przez funkcje falowa

Yo (F+ p), gdzie teraz zbiér wszystkich liczb kwantowych
niezbednych do opisu ukfadu fizycznego oznaczyliémy przez o’.
Jest oczywiste, ze przy translacji zachodzi zwigzek

wa’(F‘i‘ ﬁ) - %(F)-

W przestrzeni Hilberta stanéw fizycznych H translacja
przestrzenna jest reprezentowana przez unitarny operator
przesuniecia przestrzennego UHp)

UF(ﬁ)T/}a(’j) - 1/10/(’7) - %(F— ﬁ)
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Przyjmijmy dla prostoty p'= [p, 0, 0] i rozwinmy w szereg funkcje
¢a(F_ ﬁ)
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Przyjmijmy dla prostoty p'= [p, 0, 0] i rozwinmy w szereg funkcje
¢a(F_ ﬁ)

wa(F_ﬁ) = wa(X—p7y,Z)—wa(X,y,Z)—|—]:.I-!aaxi/Ja(X,y,Z)(—p)
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Przyjmijmy dla prostoty p'= [p, 0, 0] i rozwinmy w szereg funkcje
¢a(F_ ﬁ)

wa(F_ﬁ) = wa(X—p7y,Z)—wa(X,y,Z)—|—]:.I-!aaxi/Ja(X,y,Z)(—p)
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Przyjmijmy dla prostoty p'= [p, 0, 0] i rozwinmy w szereg funkcje
¢a(F_ ﬁ)

0
wa(F_ﬁ) = ¢a(X—P7y,Z):¢a(xayaz)+%adja(&y’z)(_p)
1 o2

Eﬁ"ﬂa(xayv Z)(_p)2 + ..
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Przyjmijmy dla prostoty p'= [p, 0, 0] i rozwinmy w szereg funkcje
¢a(F_ ﬁ)
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Y 8X2¢a X, Y,z p

Symetrie w mechanice kwantowej 4/46
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Przyjmijmy dla prostoty p'= [p, 0, 0] i rozwinmy w szereg funkcje
¢a(F_ ﬁ)

wa(F_ﬁ) = wa(X—p7y,Z)—wa(X,y,Z)—|—]:.I-!aaxi/Ja(X,y,Z)(—p)

T
Y 6X2¢a X, Y,z p

1 9 A N
+ 1! 8X+ 21 5x2+ Va(x,¥,2)
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Przyjmijmy dla prostoty p'= [p, 0, 0] i rozwinmy w szereg funkcje
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Oczywiscie dla p'= [0, p, 0] otrzymamy

¢Q(F_ ﬁ) = e_paﬁywa(xvyvz%
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Oczywiscie dla p'= [0, p, 0] otrzymamy

¢Q(F_ ﬁ) = e_paﬁyqzz)a(xvyvz))

adla p'=[0,0, p] otrzymamy

Q;Z)oz(F_ m = eip%d](l(xayaz)'
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Oczywiscie dla p'= [0, p, 0] otrzymamy
0
¢a(F_ ﬁ) =¢€ payd)a(xv)/vz))
adla p'=[0,0, p] otrzymamy

Q;Z)oz(F_ m = eip%d](l(xayaz)'

Dla dowolnego wektora p’'= [px, py, pz| otrzymamy
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Oczywiscie dla p'= [0, p, 0] otrzymamy
0
¢a(F_ ﬁ) =¢€ payd)a(xv)/vz))
adla p'=[0,0, p] otrzymamy

Q;Z)oz(F_ m = eip%d](l(xayaz)'

Dla dowolnego wektora p’'= [px, py, pz| otrzymamy

9
VoF—§) = e Pire Pare Poigy(x,y,2).
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Dla operatoréw, ktére mozna reprezentowaé przez macierze
kwadratowe, skonczenie lub nieskonczenie wymiarowe, zachodzi

1
eAeB — AtB3IABL

pod warunkiem, ze [A, [A, B]] = [B,[A, B]] = 0.
Zadanie. Udowodni¢ powyzszy wzdr.
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Dla operatoréw, ktére mozna reprezentowaé przez macierze
kwadratowe, skonczenie lub nieskonczenie wymiarowe, zachodzi

1
eAeB — AtB3IABL

pod warunkiem, ze [A, [A, B]] = [B,[A, B]] = 0.
Zadanie. Udowodni¢ powyzszy wzdr.
Pochodne czastkowe wzajemnie komutuja, wiec

YalF—p) = e Patrateed)y (xy. 2)

= e "Viho(x,y,2) =
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Dla operatoréw, ktére mozna reprezentowaé przez macierze
kwadratowe, skonczenie lub nieskonczenie wymiarowe, zachodzi

1
eAeB — AtB3IABL

pod warunkiem, ze [A, [A, B]] = [B,[A, B]] = 0.
Zadanie. Udowodni¢ powyzszy wzdr.
Pochodne czastkowe wzajemnie komutuja, wiec

YalF—p) = e Patrateed)y (xy. 2)

= e " Viu(x,y,2) = e PP (F),

Symetrie w mechanice kwantowej 6/46



Dla operatoréw, ktére mozna reprezentowaé przez macierze
kwadratowe, skonczenie lub nieskonczenie wymiarowe, zachodzi

1
eAeB — AtB3IABL

pod warunkiem, ze [A, [A, B]] = [B,[A, B]] = 0.
Zadanie. Udowodni¢ powyzszy wzdr.
Pochodne czastkowe wzajemnie komutuja, wiec

o o o
T/JQ(F—p_) = e—(pxg-‘rpyafy‘kng),(ba(x’y,z)
= e PVio(x,y,2) = e 1Py, (7),

gdzie wykorzystaliSmy definicje operatora pedu w reprezentacji
potozeniowe;j

f=—ilvV =
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Dla operatoréw, ktére mozna reprezentowaé przez macierze
kwadratowe, skonczenie lub nieskonczenie wymiarowe, zachodzi

1
eAeB — AtB3IABL

pod warunkiem, ze [A, [A, B]] = [B,[A, B]] = 0.
Zadanie. Udowodni¢ powyzszy wzdr.
Pochodne czastkowe wzajemnie komutuja, wiec

9 9 9
T/JQ(F—p_) = e—(pxg-‘rpyafy‘kng),(ba(x’y,z)
= e_ﬁ'vd}a(xa)/az) = e_éﬁ.ﬁwa(’j)y
gdzie wykorzystaliSmy definicje operatora pedu w reprezentacji
potozeniowe;j

F=—ilV = V=-_p

St
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Otrzymalismy wzér

Symetrie w mechanice kwantowej 7/46



Otrzymalismy wzér

Poréwnajmy ten wynik z wzorem

Ur(ﬁ)%(?) = %(7— ﬁ)
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Otrzymalismy wzér

Poréwnajmy ten wynik z wzorem

Ur(ﬁ)%(F) = %(7— ﬁ)

Widzimy, ze unitarny operator przesuniecia przestrzennego Ux(p)
ma postaé

Ur(p) = e~ 7%,
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Méwimy, ze operator pedu jest generatorem translacji
przestrzenne;j.
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Méwimy, ze operator pedu jest generatorem translacji
przestrzenne;j.

Mimo, ze korzystalismy z reprezentacji potozeniowej, to operator
UAp) = e 77" nie zalezy od wyboru reprezentacji
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Méwimy, ze operator pedu jest generatorem translacji
przestrzenne;j.

Mimo, ze korzystalismy z reprezentacji potozeniowej, to operator
UAp) = e~ #7P nie zalezy od wyboru reprezentacji i mozemy
zapisac zwigzek pomiedzy stanem wyjsciowym |«a(t)) a stanem
przesunietym |o/(t)) w dowolnej reprezentacji
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Méwimy, ze operator pedu jest generatorem translacji
przestrzenne;j.

Mimo, ze korzystalismy z reprezentacji potozeniowej, to operator
UAp) = e~ #7P nie zalezy od wyboru reprezentacji i mozemy
zapisac zwigzek pomiedzy stanem wyjsciowym |«a(t)) a stanem
przesunietym |o/(t)) w dowolnej reprezentacji

|o'(£)) = Ux(p) (1)) -
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Operator translacji przestrzennej jest operatorem unitarnym.
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Operator translacji przestrzennej jest operatorem unitarnym.
Obliczmy

Ul(7) = e"i7P' =
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Operator translacji przestrzennej jest operatorem unitarnym.
Obliczmy

Urj(p—») _ e—&-%ﬁ'ﬁ* — e%ﬁ'ﬁ
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Operator translacji przestrzennej jest operatorem unitarnym.
Obliczmy

Ul(p) = e*#7P = eif?, bo p =
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Operator translacji przestrzennej jest operatorem unitarnym.
Obliczmy

a wiec
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Operator translacji przestrzennej jest operatorem unitarnym.
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Operator translacji przestrzennej jest operatorem unitarnym.
Obliczmy

a wiec
UL(P) U(p) = erPPe 7P =1,

gdzie skorzystaliémy z faktu, ze sktadowe operatora pedu
komutuja, [pj, pj] = 0.
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Stan przesuniety |o/(t)) nie musi spetniaé réwnania Schrédingera,
nawet jesli stan wyjsciowy |«(t)) je spetniat.
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Stan przesuniety |o/(t)) nie musi spetniaé réwnania Schrédingera,
nawet jesli stan wyjsciowy |«(t)) je spetniat.
Obliczmy

S (0) = B (UA) [ale) = UA)IR S ()

= UA@H a(1))= UR)HUL(7) |0/ (1))
gdzie skorzystaliSmy z réwnania Schrodingera dla stanu |a(t))
ihla(®) = H lae)

dt B

i ze zwiazku
UH(p) la(t)) = Ia( ) = UNAUAP) (1)) = UL(p) o/ (1))
= a(t)) = UL(p) /(1)) .
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Widzimy, ze stan przesuniety |o/(t)) spetnia réwnanie

i 1o/(6)) = UAD)HUL(D) lo'(1)).
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Widzimy, ze stan przesuniety |o/(t)) spetnia réwnanie

. d ~ ~
i 1/(8)) = UAp)HUL(p) o/ () -
Réwnanie to jest rownowazne réwnaniu Schrodingera
i /() = H1/(6))
dt

tylko jesli
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Widzimy, ze stan przesuniety |o/(t)) spetnia réwnanie

. d ~ ~
i 1/(8)) = UAp)HUL(p) o/ () -
Réwnanie to jest rownowazne réwnaniu Schrodingera
i /() = H1/(6))
dt
tylko jesli

UAp)HUX(7) = H.
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Pomnézmy obie strony tego réwnania z prawej strony przez U(p)

UAPHULp) = H =
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Pomnézmy obie strony tego réwnania z prawej strony przez U(p)

UA)HUNP) = H = UAp)H = HUA?).
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Pomnézmy obie strony tego réwnania z prawej strony przez U(p)

UA)HUNP) = H = UAp)H = HUA?).

Stan |/(t)) spetnia réwnanie Schrodingera tylko jesli

[Ur(p),H] =0 =
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Pomnézmy obie strony tego réwnania z prawej strony przez U(p)

UA)HUNP) = H = UAp)H = HUA?).

Stan |/(t)) spetnia réwnanie Schrodingera tylko jesli

[U(p), H] =0 = [e7#7P,H| =0.
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Pomnézmy obie strony tego réwnania z prawej strony przez U(p)

UA)HUNP) = H = UAp)H = HUA?).

Stan |/(t)) spetnia réwnanie Schrodingera tylko jesli
[U(p), H] =0 = [e7#7P,H| =0.
Ostatnia réwno$¢ zachodzi tylko jesli

[, H] = 0.
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Pomnézmy obie strony tego réwnania z prawej strony przez U(p)

UA)HUNP) = H = UAp)H = HUA?).
Stan |/(t)) spetnia réwnanie Schrodingera tylko jesli
[U(p), H] =0 = [e7#7P,H| =0.
Ostatnia réwno$¢ zachodzi tylko jesli
[P, H] = 0.

Przypomnijmy, ze [p, H] = 0 jest warunkiem koniecznym na to,
aby ped byt stata ruchu.
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Widzimy, ze jesdli uktad kwantowy posiada symetrie wzgledem
translacji przestrzennych, to jego ped jest zachowany.
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Widzimy, ze jesdli uktad kwantowy posiada symetrie wzgledem
translacji przestrzennych, to jego ped jest zachowany.

Jest to wynik analogiczny do otrzymanego wczedniej w mechanice
klasycznej.
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Przypomnijmy, ze jesli dwa operatory komutuja, to maja wspdlne
wektory wtasne i s3 jednoczesnie mierzalne.
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Widzimy, ze jesdli uktad kwantowy posiada symetrie wzgledem
translacji przestrzennych, to jego ped jest zachowany.

Jest to wynik analogiczny do otrzymanego wczedniej w mechanice
klasycznej.

Przypomnijmy, ze jesli dwa operatory komutuja, to maja wspdlne
wektory wtasne i s3 jednoczesnie mierzalne.

Jedli zatem stan |a) bedzie stanem wtasnym energii, tzn.

Hla) = E, )

i [, H] =0, to stan p'|«) bedzie réwniez stanem wtasnym
operatora H do tej samej wartosci wtasnej E,,

Symetrie w mechanice kwantowej 13/46



Widzimy, ze jesdli uktad kwantowy posiada symetrie wzgledem
translacji przestrzennych, to jego ped jest zachowany.

Jest to wynik analogiczny do otrzymanego wczedniej w mechanice
klasycznej.

Przypomnijmy, ze jesli dwa operatory komutuja, to maja wspdlne
wektory wtasne i s3 jednoczesnie mierzalne.

Jedli zatem stan |a) bedzie stanem wtasnym energii, tzn.

H la) = Eq |a)
i [, H] =0, to stan p'|«) bedzie réwniez stanem wtasnym

operatora H do tej samej wartosci wtasnej E,, z czym na ogbt
wigze sie degeneracja wartosci wtasnych energii,
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a wiec symetria ukfadu fizycznego prowadzi na ogdt do degeneracji
jego dozwolonych pozioméw energetycznych.
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a wiec symetria ukfadu fizycznego prowadzi na ogdt do degeneracji
jego dozwolonych pozioméw energetycznych.

W dalszym ciggu postaramy sie uogélnic te rozwazania na
przypadek dowolnej symetrii uktadu kwantowego.
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Ogolnie, przeksztatcenie stanu kwantowego

) = [4)

jest symetrig jezeli nie zmienia gestosci prawdopodobieistwa, tzn.
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Ogolnie, przeksztatcenie stanu kwantowego

) = [4)

jest symetrig jezeli nie zmienia gestosci prawdopodobieistwa, tzn.

W) = (W) = () = ¥
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Ogolnie, przeksztatcenie stanu kwantowego

[¥) = [¥)
jest symetrig jezeli nie zmienia gestosci prawdopodobieistwa, tzn.
2 2
W7 = (WY) = (Wly) = [¥]°.
To samo mozemy sformutowac w wersji pozadiagonalnej, tzn. dla

gestosci prawdopodobienstwa przejscia od stanu kwantowego [v)
do stanu kwantowego |¢)

(& [y = 1(@le)]
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Réwnanie

(& [ = [{glw)

ma dwa rozwigzania:
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Réwnanie

(& [ = [{glw)

ma dwa rozwigzania:

Q (¢'[¥) = (oY)
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Réwnanie

(& [ = [{glw)

ma dwa rozwigzania:
Q (#'[Y) = (lv)
Q (¢'[Y') = (oY) = (Y[4).




Réwnanie

(& [ = [{glw)

ma dwa rozwigzania:
Q (#'[Y) = (lv)
Q (¢'[Y') = (oY) = (Y[4).

W pierwszym przypadku napiszmy zwigzek

WH=Ulw) = @ =(Uy =@l U,




Réwnanie

(& [ = [{glw)

ma dwa rozwigzania:
Q (#'[Y) = (lv)
Q (¢'[Y') = (oY) = (Y[4).

W pierwszym przypadku napiszmy zwigzek

WH=Ulw) = @ =(Uy =@l U,

a w drugim

WhYy=Alp) = (| =(AY| = (| Al




Zaréwno operator U jak i operator A musza by¢ unitarne

vtu=1 i AlA=1,
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Zaréwno operator U jak i operator A musza by¢ unitarne

vtu=1 i AlA=1,
ale operator U jest operatorem liniowym, tzn.

U laaths + cotha) = aq U |9h1) + axU [¢h2)
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Zaréwno operator U jak i operator A musza by¢ unitarne

vtu=1 i AlA=1,
ale operator U jest operatorem liniowym, tzn.
Ula1yhr + agy2) = a1 U [¢h1) + aaU [4ho) ,

a operator A jest operatorem antyliniowym, tzn.

A |1 + aoiha) = ajA |1) + azA [th)

dla liczb zespolonych aj, as.
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Zaréwno operator U jak i operator A musza by¢ unitarne

vtu=1 i AlA=1,
ale operator U jest operatorem liniowym, tzn.
Ula1yhr + agy2) = a1 U [¢h1) + aaU [4ho) ,

a operator A jest operatorem antyliniowym, tzn.

A |1 + aoiha) = ajA |1) + azA [th)

dla liczb zespolonych aj, as.
Operator A nazywamy operatorem antyunitarnym.
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Uogélnijmy zwiazek (¢'|1)") = (p|1)) na przypadek elementu
macierzowego pewnego operatora O.
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Uogélnijmy zwiazek (¢'|1)") = (p|1)) na przypadek elementu
macierzowego pewnego operatora O.

(¢'10"¢") = (4[Ol4) .

Wstawiajac zwigzki

WYy=Ulw) 1 (¢ =] U

otrzymamy

(| UTO'U| ¥) = (¢| O},
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Uogélnijmy zwiazek (¢'|1)") = (p|1)) na przypadek elementu
macierzowego pewnego operatora O.

(¢'101¢") = (¢ Ol).
Wstawiajac zwigzki

WYy=Ulw) 1 (¢ =] U

otrzymamy
(| UTO'U| ¥) = (¢| O},

co mozna rozpatrywa¢ jako dziatanie operatora unitarnego na
operator

viovu=0 = 0 = UOU!.
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Jezeli transformacja unitarna zalezy od pewnego ciggtego
parametru, to mozemy ja wyewoluowad z operatora jednostkowego.
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parametru, to mozemy ja wyewoluowad z operatora jednostkowego.

Niech ¢ bedzie nieskoniczenie matym parametrem rzeczywistym,
wtedy mozemy zapisaé

U. =1 icG.
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Jezeli transformacja unitarna zalezy od pewnego ciggtego
parametru, to mozemy ja wyewoluowad z operatora jednostkowego.
Niech ¢ bedzie nieskoniczenie matym parametrem rzeczywistym,
wtedy mozemy zapisaé

U.=1—icG

G nazywamy generatorem infinitezymalnym transformacji.
Operator odwrotny do U. ma postaé:

U-t=1+iceG,
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gdyz

U.U-Y = (1-ieG)(1+ieG)
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gdyz

U.U-Y = (1-ieG)(1+ieG)
= 1-ieG+ieG+e2G?*~ 1,
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gdyz

U.U-Y = (1-ieG)(1+ieG)
= 1-ieG+ieG+e2G?*~ 1,

gdzie zaniedbaliémy wyraz ~ 2.
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gdyz

U.U-Y = (1-ieG)(1+ieG)
= 1-ieG+ieG+e2G?*~ 1,

gdzie zaniedbaliémy wyraz ~ 2.

Zauwazmy, ze sprzezenie hermitowskie operatora U. ma posta¢:

Ul =1+ ieGT,
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gdyz

U.U-Y = (1-ieG)(1+ieG)
= 1-ieG+ieG+e2G?*~ 1,

gdzie zaniedbaliémy wyraz ~ 2.

Zauwazmy, ze sprzezenie hermitowskie operatora U. ma posta¢:
Ul =1+ ieGT,
a wiec

U=U1l=1+ieG & G=¢G
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gdyz

U.U-Y = (1-ieG)(1+ieG)
= 1-ieG+ieG+e2G?*~ 1,

gdzie zaniedbaliémy wyraz ~ 2.

Zauwazmy, ze sprzezenie hermitowskie operatora U. ma posta¢:
Ul =1+ ieGT,
a wiec
U=U1l=1+ieG & G=¢G

Zatem operator U. jest unitarny tylko jesli operator G jest
hermitowski.
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Wstawmy zwigzek

U =1-ieG.
do réwnania

o = vout
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Wstawmy zwigzek

U =1-ieG.
do réwnania

0 = UOU'=(1-ieG)O(1 + ieG)
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Wstawmy zwigzek

U =1-ieG.
do réwnania

O = UOU"=(1-ieG)O(1+ ieG) =~ O — ie(GO — 0G)
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do réwnania
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Wstawmy zwigzek

U =1-ieG.
do réwnania

O = UOU"=(1-ieG)O(1+ ieG) =~ O — ie(GO — 0G)
= 0 —ig[G, 0]
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Wstawmy zwigzek

U =1-ieG.
do réwnania

O = UOU"=(1-ieG)O(1+ ieG) =~ O — ie(GO — 0G)
= 0 —ig[G, 0]

Widzimy, ze operator O jest symetryczny, tzn. O’ = O, wzgledem
rozpatrywanej transformacji unitarnej, jesli

[G, 0] = 0.
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Dla skonczonego parametru A mozemy dokonaé eksponencjacji
otrzymujac
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Dla skonczonego parametru A mozemy dokonaé eksponencjacji
otrzymujac

Uy = e A6
Zadanie. Rozwijajac w szereg Taylora pokazaé, ze

O’ = U\OU] = e € 0e*¢
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Dla skonczonego parametru A mozemy dokonaé eksponencjacji
otrzymujac

Uy = e=AG

Zadanie. Rozwijajac w szereg Taylora pokazaé, ze

(=iA)?
2l

0 = U\0U| = e €0 = 0—i\G,0|+ [G,[G, O]]
A
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Dla skonczonego parametru A mozemy dokonaé eksponencjacji
otrzymujac

Uy = e=AG

Zadanie. Rozwijajac w szereg Taylora pokazaé, ze

0 = U\OU! = e € 0e¢ = 0—i)G,0]+ (_Q)Q[G, [G, O]]
(—iA)®
+ [G,[G,[G, O] +-...

3!
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Dla skonczonego parametru A mozemy dokonaé eksponencjacji
otrzymujac

Uy = e=AG

Zadanie. Rozwijajac w szereg Taylora pokazaé, ze

(=iA)?
2l
[G.[G,[G,Oll] + ...

0 = U\0U| = e €0 = 0—i\G,0|+
A

(=iA)°
31

[G.[G, O]l

+

Ten wzér pozwala, przynajmniej z zasady, znalez¢ operator O’ dla
skonczonego parametru A.
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Dla skonczonego parametru A mozemy dokonaé eksponencjacji
otrzymujac

Uy = e=AG

Zadanie. Rozwijajac w szereg Taylora pokazaé, ze

/ b iAG ALING - (—iX)?
O' = 10U} = e *€0e"C = 0-iN[G,0]+ 2 [6,[6,0]
(—iX)?
+ [G,[G,[G,O]]] +....

3!

Ten wzér pozwala, przynajmniej z zasady, znalez¢ operator O’ dla
skonczonego parametru A. Tu tez widzimy, ze
O=0 <« [G,0]=0.
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Rozwazmy teraz transformacje przesuniecia w czasie, t — t + T,
przy ktérej wektor stanu przeksztatca sie nastepujaco

[0/ (t+7)) = |o(t)) -
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Rozwazmy teraz transformacje przesuniecia w czasie, t — t + T,
przy ktérej wektor stanu przeksztatca sie nastepujaco

lo/(t + 7)) = la(t)).
Definiujemy unitarny operator translacji w czasie

Ue(7) la(t)) = |o/(2)) -
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Rozwazmy teraz transformacje przesuniecia w czasie, t — t + T,
przy ktérej wektor stanu przeksztatca sie nastepujaco

lo/(t + 7)) = la(t)).
Definiujemy unitarny operator translacji w czasie
Ue(7) la(t)) = |o'(t)) -
taczac to réwnanie z pierwszym dla t — 7 otrzymamy

Ue(7) la(t)) = laft — 7)) .
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Rozwinmy w szereg wektor stanu |a(t — 7))

ot =) = la(t) + 3= la() (~7)

2
S (D) () 4 =
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Rozwinmy w szereg wektor stanu |a(t — 7))

ot =) = la(t) + 3= la() (~7)

1 d2

S o) (<7 + = e T fa(e)).
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Rozwinmy w szereg wektor stanu |a(t — 7))

ot =) = la(t) + 3= la() (~7)

1 d2

S o) (<7 + = e T fa(e)).

Poréwnujac ten wynik z wzorem

Ue(7) |a(2)) = la(t — 7))
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Rozwinmy w szereg wektor stanu |a(t — 7))

ot =) = la(t) + 3= la() (~7)

1 d2

S o) (<7 + = e T fa(e)).

Poréwnujac ten wynik z wzorem

Ue(7) la(t)) = la(t — 7))
otrzymujemy nastepujaca postaé operatora ewolucji czasowej

d

Ut(T) =e Tdr,
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Skorzystajmy z réwnania Schrodingera

. d
ih la(t)) = H |a(t))
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ihy la(t)) = Hla(t)) = la(t)) = —Hla(t)).
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Skorzystajmy z réwnania Schrodingera

. d d 1
ihy la(t)) = Hla(t)) = la(t)) = —Hla(t)).

Zatézmy, ze operator Hamiltona nie zalezy jawnie od czasu, tzn.
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Skorzystajmy z réwnania Schrodingera

. d d 1
ihy la(t)) = Hla(t)) = la(t)) = —Hla(t)).

Zatézmy, ze operator Hamiltona nie zalezy jawnie od czasu, tzn.

OH

E_O
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Skorzystajmy z réwnania Schrodingera

. d d 1
ihy la(t)) = Hla(t)) = la(t)) = —Hla(t)).

Zatézmy, ze operator Hamiltona nie zalezy jawnie od czasu, tzn.

OH
E—O

i skorzystajmy z réwnania ewolucji operatora H

dH OH
[ = [ H H ==
ih " /h—t +[H,H] =0
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Skorzystajmy z réwnania Schrodingera

. d d 1
ihy la(t)) = Hla(t)) = la(t)) = —Hla(t)).

Zatézmy, ze operator Hamiltona nie zalezy jawnie od czasu, tzn.

OH
E—O

i skorzystajmy z réwnania ewolucji operatora H

dH . 0H dH
i = i + [H, H] = — =0.
iy =ihg-+[HH=0 = =0
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Obliczmy
d2
a2 la(t)) =
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Obliczmy
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T 1) = 5 (GH lae) =
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Obliczmy
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Obliczmy
J2 10060 = 5 (GH10(6)) = 5o 57 1a(®) = G H° lae).
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Obliczmy

J2 10060 = 5 (GH10(6)) = 5o 57 1a(®) = G H° lae).

Podobnie mozna zrobi¢ z wyzszymi pochodnymi w rozwinieciu

funkcji e T,
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Obliczmy
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Obliczmy
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Obliczmy
J2 10060 = 5 (GH10(6)) = 5o 57 1a(®) = G H° lae).

Podobnie mozna zrobi¢ z wyzszymi pochodnymi w rozwinieciu

funkcji e T,

W takim razie

Us(7) a(t)) = e |a(t)) = e 7 |a(t)) = e [a(t))
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Obliczmy
J2 10060 = 5 (GH10(6)) = 5o 57 1a(®) = G H° lae).

Podobnie mozna zrobi¢ z wyzszymi pochodnymi w rozwinieciu

funkcji e T,

W takim razie
U(7) la(t)) = e 7 [a(t)) = e 7" [a(t)) = &7i" [a(t))
i unitarny operator przesuniecia w czasie ma postac

Ut(’T) = G%TH.
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Wzér ten zachodzi tylko jesli operator H nie zalezy jawnie od czasu.
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Wzér ten zachodzi tylko jesli operator H nie zalezy jawnie od czasu.
Poniewaz [U:(7), H] = 0, to stan przesuniety |a/(t)) spetnia takie
samo réwnanie Schrédingera co stan |a(t)) i uktad ma symetrie
wzgledem translacji czasowe;j.

Symetrie w mechanice kwantowej 27/46



Wzér ten zachodzi tylko jesli operator H nie zalezy jawnie od czasu.
Poniewaz [U:(7), H] = 0, to stan przesuniety |a/(t)) spetnia takie
samo réwnanie Schrédingera co stan |a(t)) i uktad ma symetrie
wzgledem translacji czasowe;j.

Jesli operator H zalezy jawnie od czasu, to dla translacji
infinitezymalnej mozemy zapisac

ermH) ~ 1 ¢ %7‘ H(t).
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Dla stanu przesunietego |&/(t)) zachodzi

ih% /(1)) =~ ih% [(H %T H(t)) \a(t)ﬂ
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Dla stanu przesunietego |&/(t)) zachodzi

ih% /(1)) =~ ih% [(H %T H(t)) \a(t)ﬂ
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Dla stanu przesunietego |&/(t)) zachodzi

ih% /(1)) =~ ih% [(H %T H(t)) \a(t)ﬂ

dH(t) d
~ 2 la(e) = TH(e) - la(2)

. d
= Iha la(t)) — T
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Dla stanu przesunietego |&/(t)) zachodzi

ih% /(1)) =~ ih% [(H %T H(t)) \a(t)ﬂ

= in o) ~ e o))~ rh(e) & ooy
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Dla stanu przesunietego |&/(t)) zachodzi

ih% /(1)) =~ ih% [(H %T H(t)) \a(t)ﬂ

= in o) ~ e o))~ rh(e) & ooy

= H(®) Ja() -7 0

a(8) + TH(OH(2) lo(2))
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Dla stanu przesunietego |&/(t)) zachodzi

ih% /(1)) =~ ih% [(H;;H(t)) \a(t)ﬂ
= i la() = D () - (D) 5 la(e)
dH(t)

= H(®) lae) — 7 5 Ja(e)) + (A la(e)
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Dla stanu przesunietego |&/(t)) zachodzi

,n% /(1)) =~ ihi[(H;TH(t)) \a(t)ﬂ

| dH(t)
= Iha la(t)) — T

a(t)) ~ 7H(E) < la(o)
dH(t)

= H() la(0) - 7 1 Ja(0) + T H(H() a(o)
= HO (1+ T HO) lao) -~ D jage)

dt




Dla stanu przesunietego |&/(t)) zachodzi

,n% /(1)) =~ ihi[(H;TH(t)) \a(t)ﬂ
= i la(e)) - 71
= () Ja(®) — 7 U5 ja(@) + THOH) la(0)

= ) (14 o) ot~ B 0oy

a(t)) ~ 7H(E) < la(o)

~
~




Dla stanu przesunietego |&/(t)) zachodzi

,n% /(1)) =~ ihi[(H;TH(t)) \a(t)ﬂ
_d dH(t) d
= g lo() =G ()~ HO) g )
= H() Jo(®) -7 0 la(0) + THOH() ()

dH(t)

= H(e) (14 THE ) la(0) - 7 5 fal)
< HOU o) =~ 0 (14 THD) la0)




Dla stanu przesunietego |&/(t)) zachodzi

%

ih% &/ (t)) ih% [(1 + %T H(t)) \a(t)ﬂ

= in (o) - e o) - ) g lo(6)
= () ()~ D o) + THOH() ()

= () (1470 ) (o) - 7 TR Ja(o)

HEU(r) la(e)) — 7 S0 (1 T H() ) (o).

Q

gdzie po prawej stronie uwzgledniliSmy czesé kolejnego wyrazu
rozwiniecia eksponenty.
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() = U ()~ e (14 TH) lao)
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%

() = U ()~ e (14 TH) lao)

Q
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d o,
ih /(1))

s
iy
—~
~
N—r
S
—~
\]
N—r
Q
—~~
~
=
|
\1
o,
—~~
~
N
7N
—
+
|5
I
—~
~
N—r
"
e
—~
~
=

~ H(E)U(7) [a(t) — 7 =1 = Uel7) |a(t))




1)~ HOU) o) - 0 (14 T ) o)




%

1)~ HOU) o) - 0 (14 T ) o)

dt h
~ HOU) lo(®) ~ 7 T () fa(o)

dH(t)

= H(®) ()~ 7 S (1)),




1)~ HOU) o) - 0 (14 T ) o)

dt h
~ HOU) lo(®) ~ 7 T () fa(o)
= H(E) ()~ D ey,

Widzimy, ze dla H = H(t), stan przesuniety w czasie nie spetnia
réwnania Schrodingera.
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1)~ HOU) o) - 0 (14 T ) o)

dt h
~ HOU) lo(®) ~ 7 T () fa(o)

Widzimy, ze dla H = H(t), stan przesuniety w czasie nie spetnia
réwnania Schrodingera.

Wynik ten jest oczywisty, gdyz na skutek ewolucji czasowej

hamiltonianu, stan przesuniety w czasie znajduje sie w innych
warunkach niz stan wyjsciowy.
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Obroty
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Obroty B

Rozwazmy obrét przestrzenny uktadu fizycznego.
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Obroty B

Rozwazmy obrét przestrzenny uktadu fizycznego.

r— rr = RF,

gdzie R jest macierza ortogonalna o wymiarze 3 x3, RTR =1.
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Obroty B

Rozwazmy obrét przestrzenny uktadu fizycznego.

r— rr = RF,

gdzie R jest macierza ortogonalna o wymiarze 3 x3, RTR =1.
Zauwazmy, ze obrét uktadu fizycznego o kat o wzgledem dowolnie
wybranej osi,
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Obroty B

Rozwazmy obrét przestrzenny uktadu fizycznego.

r— rr = RF,

gdzie R jest macierza ortogonalna o wymiarze 3 x3, RTR =1.
Zauwazmy, ze obrét uktadu fizycznego o kat o wzgledem dowolnie
wybranej osi, odpowiada obrotowi uktadu wspétrzednych o kat —«
wzgledem tej samej osi.
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Obroty B

Rozwazmy obrét przestrzenny uktadu fizycznego.

r— rr = RF,

gdzie R jest macierza ortogonalna o wymiarze 3 x3, RTR =1.
Zauwazmy, ze obrét uktadu fizycznego o kat o wzgledem dowolnie
wybranej osi, odpowiada obrotowi uktadu wspétrzednych o kat —«
wzgledem tej samej osi.

Wygodnie jest rozpatrywac obroty infinitezymalne.
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Obroty B

Rozwazmy obrét przestrzenny uktadu fizycznego.

r— rr = RF,

gdzie R jest macierza ortogonalna o wymiarze 3 x3, RTR =1.
Zauwazmy, ze obrét uktadu fizycznego o kat o wzgledem dowolnie
wybranej osi, odpowiada obrotowi uktadu wspétrzednych o kat —«
wzgledem tej samej osi.

Wygodnie jest rozpatrywac obroty infinitezymalne.

Rozwazmy obrét infinitezymalny o katy ¢ = [Dx, by, b2, dla
ktérego

F— fR=F+¢xF

Symetrie w mechanice kwantowej 30/46



Obroty B

Zadanie. Pokazaé, ze macierz obrotu infinitezymalnego ma postaé

I —¢: oy
R = D
*d)y ¢x 1
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Obroty B

Zadanie. Pokazaé, ze macierz obrotu infinitezymalnego ma postaé

I —¢: oy
R = D
*d)y ¢x 1

Przy obrocie funkcja skalarna 1, (r) transformuje sie nastepujaco

z/qu’(R F) = %(7)-
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Obroty B

Zadanie. Pokazaé, ze macierz obrotu infinitezymalnego ma postaé

I —¢: oy
R = D
*d)y ¢x 1

Przy obrocie funkcja skalarna 1, (r) transformuje sie nastepujaco

z/qu’(R F) = %(7)-

Definiujemy unitarny operator obrotu infinitezymalnego Ugr(¢):

-,

UR(‘b)wa(F) = %'(F)-
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Obroty B

Obliczmy

UR($)¢a(F) = ¢a(R_1F)7

gdzie skorzystalismy ze zwiazku

"[)a’(RF) = ¢a(F) = ¢o¢’(?) = d}a(R_lF)-
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Obroty B

Obliczmy

UR($)¢a(F) = ¢a(R_1F)7

gdzie skorzystalismy ze zwiazku

Yo' (RF) = 9a(F) = Yar(F) = ¢a(R7I7).
Zauwazmy réwniez, ze dla obrotéw infinitezymalnych zachodzi

RF=F+¢xF = RIWF=F—¢xF
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Obroty S

Obliczmy

UR($)¢a(F) = dja(R_lF)v
gdzie skorzystalismy ze zwiazku
VYo (RF) = 0a(F) = Yo(F) = 7l}a(R_1F)-

Zauwazmy réwniez, ze dla obrotéw infinitezymalnych zachodzi

—»

Rr=r+ ¢ x R'r=r—¢xr.
W takim razie

UR((E)woz(F) = Ya (F_ fgx F) .
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Obroty .

Rozwinmy prawa strone w szereg potegowy

Vo(F— ¢ x F) =
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Obroty B

Rozwinmy prawa strone w szereg potegowy

wa(?—ch r = l/Ja(F)_(@gx F)ﬁd’a(’j)
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Obroty

Rozwinmy prawa strone w szereg potegowy

wa(?—ch r = l/Ja(F)_(@gx F)ﬁd’a(’j)
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Obroty

Rozwinmy prawa strone w szereg potegowy

wa(?—ch r = l/Ja(F)_(@gx F)ﬁd’a(’j)

= (D) = 3 (Ex DB val)
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Obroty B

Rozwinmy prawa strone w szereg potegowy

wa(F_(gX F)

Q

a(7) = (& % 7) - Vba(P)
= Va(P) = 5(6x7) - pria(P)
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Obroty B

Rozwinmy prawa strone w szereg potegowy

wa(F_QEXF)

Q

a(7) = (& % 7) - Vba(P)
= Wal7) = 1(6 % 1) pu()
= (1= 3@ %7 5) vl
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Obroty B

Rozwinmy prawa strone w szereg potegowy

wa(F_QEXF)

Q

a(7) = (& % 7) - Vba(P)
= Wal7) = 1(6 % 1) pu()
= (1= 3@ %7 5) vl

Obliczmy

—

(6x7-F =
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Obroty B

Rozwinmy prawa strone w szereg potegowy

wa(F_QEXF)

Q

a(7) = (& % 7) - Vba(P)
= Wal7) = 1(6 % 1) pu()

= (1= 3@ %7 5) vl
Obliczmy

(GxP) B = (&xmpi=
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Obroty B

Rozwinmy prawa strone w szereg potegowy

wa(F_QEXF)

Q

a(7) = (& % 7) - Vba(P)
= Wal7) = 1(6 % 1) pu()
= (1= 3@ %7 5) vl

Obliczmy

(OxF)-B = (éxPipi=ecpudixupi =
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Obroty B

Rozwinmy prawa strone w szereg potegowy

wa(F_QEXF)

Q

a(7) = (& % 7) - Vba(P)
= Wal7) = 1(6 % 1) pu()
= (1= 3@ %7 5) vl

Obliczmy

(6xF)-F = (&% F)ipi = cijdixupi = bjéjkiXkPpi
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Obroty B

Rozwinmy prawa strone w szereg potegowy

wa(F_QEXF)

Q

a(7) = (& % 7) - Vba(P)
YalP) = 1(6 X P)- B ()

= (1= 3@ %7 5) vl
Obliczmy

(6xF)-F = (&% F)ipi = cijdixupi = bjéjkiXkPpi
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Obroty B

Rozwinmy prawa strone w szereg potegowy

wa(F_QEXF)

Q

a(7) = (& % 7) - Vba(P)
YalP) = 1(6 X P)- B ()

= (1= 3@ %7 5) vl
Obliczmy
(OxP)-B = (% P)ipi = ijkdjxupi = DjEjkiXkPi
oi(Fx p)j =
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Obroty B

Rozwinmy prawa strone w szereg potegowy

wa(F_QEXF)

Q

a(7) = (& % 7) - Vba(P)
YalP) = 1(6 X P)- B ()

= (1= 3@ %7 5) vl
Obliczmy
(6xF)-F = (&% F)ipi = cijdixupi = bjéjkiXkPpi
o;(Fx p)j = ¢jL; =
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Obroty B

Rozwinmy prawa strone w szereg potegowy

wa(F_QEXF)

Q

a(7) = (& % 7) - Vba(P)
YalP) = 1(6 X P)- B ()

= (1= 3@ %7 5) vl
Obliczmy
(6xF)-F = (&% F)ipi = cijdixupi = bjéjkiXkPpi
¢i(Fx p); = ¢jLj=¢- L,
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Obroty B

Rozwinmy prawa strone w szereg potegowy

wa(F_QEXF)

Q

a(7) = (& % 7) - Vba(P)
Ya(P) = (6% P)- B va(P)

= (1= 3@ %7 5) vl
Obliczmy

(6x7)-F =

(J; X F)iPi = Eijk@jXkPi = € jkiXkPi
¢j(Fx p)j=¢jLj=¢-L,

gdzie [=Fx p jest operatorem orbitalnego momentu pedu.
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Obroty .

Zatem

-,

Ur(@)ua() = a (7= 3% 7) = (1= 16 % 1)+ B) al)
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Obroty .

Zatem

-,

Ur(@)ua() = a (7= 3% 7) = (1= 16 % 1)+ B) al)
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Obroty B

Zatem

-,

Ur(@)ua() = a (7= 3% 7) = (1= 16 % 1)+ B) al)




Obroty B

Zatem

Ur(@)ua() = a (7= 3% 7) = (1= 16 % 1)+ B) al)

= (1-36-D) vald

a wiec unitarny operator obrotu infinitezymalnego ma postaé

Up(6) = 1= £(&- D)
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Obroty B

Zatem

-,

Ur(@)ua() = a (7= 3% 7) = (1= 16 % 1)+ B) al)

= (1-76D) v,

a wiec unitarny operator obrotu infinitezymalnego ma postaé

Dla czastki wektorowej, opisywanej przez wektorowa funkcje falowa

ba(P),
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Obroty B

Zatem

-,

Ur(@)ua() = a (7= 3% 7) = (1= 16 % 1)+ B) al)
= (1-36-D) vald

a wiec unitarny operator obrotu infinitezymalnego ma postaé

Dla czastki wektorowej, opisywanej przez wektorowa funkcje falowa
1a(r), prawo transformacyjne przy obrotach jest inne

zZO/(R F) =R ﬁa(F)'
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Obroty B

Unitarny operator obrotu definiujemy analogicznie do przypadku
czastki skalarnej

UR(&)%@(F) = Ja’(F)'
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Obroty B

Unitarny operator obrotu definiujemy analogicznie do przypadku
czastki skalarnej

UR(&)%@(F) = Ja’(F)'

Obliczmy

—,

Ur($)da(7)

Symetrie w mechanice kwantowej 35/46



Obroty B

Unitarny operator obrotu definiujemy analogicznie do przypadku
czastki skalarnej

UR(&)%@(F) = Ja’(F)'

Obliczmy

—,

Ur(®)Pa(F) =
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Obroty B

Unitarny operator obrotu definiujemy analogicznie do przypadku
czastki skalarnej

UR(&)%@(F) = Ja’(F)'

Obliczmy

—,

Up(@)ia(?) = R (R77) =
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Obroty B

Unitarny operator obrotu definiujemy analogicznie do przypadku
czastki skalarnej

UR(&)%@(F) = Ja’(F)'

Obliczmy

—,

Ur(D)ia(F) = R (R77) m i (RTF) + 6 x i (R7I7)
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Obroty B

Unitarny operator obrotu definiujemy analogicznie do przypadku
czastki skalarnej

UR(&)%@(F) = Ja’(F)'

Obliczmy

—,

Ur(D)ia(F) = R (R77) m i (RTF) + 6 x i (R7I7)

Q
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Obroty B

Unitarny operator obrotu definiujemy analogicznie do przypadku
czastki skalarnej

UR(&)%@(F) = Ja’(F)'

Obliczmy

Ur(D)ia(F) = R (R77) m i (RTF) + 6 x i (R7I7)

2
9
=~y
|
-y
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X
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Obroty B

Unitarny operator obrotu definiujemy analogicznie do przypadku
czastki skalarnej

UR(&)%@(F) = Ja’(F)'

Obliczmy

Ur(D)ia(F) = R (R77) m i (RTF) + 6 x i (R7I7)

2
9
=~y
|
-y
X
L
+
- R
X
S
—
=~y
|
-y
X
N

Q
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Obroty B

Unitarny operator obrotu definiujemy analogicznie do przypadku
czastki skalarnej

Obliczmy

Ur(D)ia(F) = R (R77) m i (RTF) + 6 x i (R7I7)

Q

Q
<
Q
3

|

SN
<
=
<

Q

3
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Obroty B

Unitarny operator obrotu definiujemy analogicznie do przypadku
czastki skalarnej

Obliczmy

Ur($)0u(F) = R (R‘lF) ~ 1P (R‘lf) + ¢ X 1 (R‘1F>

Q

Q
<
Q
3

|

SN
<
=
<

Q

3

Symetrie w mechanice kwantowej 35/46



Obroty B

Unitarny operator obrotu definiujemy analogicznie do przypadku
czastki skalarnej

UR(&)%@(F) = Ja’(F)'

Obliczmy

Ur(D)ia(F) = R (R77) m i (RTF) + 6 x i (R7I7)
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Obroty B

Unitarny operator obrotu definiujemy analogicznie do przypadku
czastki skalarnej

UR(&)%@(F) = Ja’(F)'

Obliczmy

Ur(D)ia(F) = R (R77) m i (RTF) + 6 x i (R7I7)

Ostatni wyraz po prawej stronie mozemy zaniedbad,
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Obroty .

gdyz jest drugiego rzedu w q?
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Obroty B

gdyz jest drugiego rzedu w q? wiec

UR(@)Tal?) % Tal) = 16 Dal?) + & x )
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Obroty B

gdyz jest drugiego rzedu w q? wiec

UR(@)Tal?) % Tal) = 16 Dal?) + & x )

Zadanie. Pokazaé, ze ostatni wyraz mozemy zapisa¢ w formie
. P e o -
G x Ga(F) =~ (6 5) (P,

gdzie S = (5x, Sy, S;), przy czym

00 O 0 01
Se=in| 00 -1 |, S,=in| 0 00 |,
01 0 ~100
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Obroty
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Obroty B

-1

S, =1ih 0
0

o = O
o O O

Zauwazmy, ze macierze Sy, S, i S, s3 hermitowskie.
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Obroty B

-1
S, =1ih

o = O
o O O

0
0
Zauwazmy, ze macierze Sy, S, i S, s3 hermitowskie.

Zadanie. Pokazaé, ze macierz S, mozna sprowadzi¢ do postaci
diagonalnej

0
0
-1

o O O

‘ 1
stoe —p | o
0
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Obroty .

W takim razie

URD)Fa(?) = Gl = 4(F- () + & x ()
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Obroty .

W takim razie

URD)Fa(?) = Gl = 4(F- () + & x ()
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Obroty B

W takim razie

Ur()da(F)

Q

Gol?) = (3 () + 6 x ()

I -

= (A~ (D)~ (- Sl




Obroty B

W takim razie

URD)Fa(?) = Gl = 4(F- () + & x ()

I —,

= (A~ (D)~ (- Sl




Obroty

W takim razie

UR(D)Tal(R) = () = +(& - D)ibal(P) + & X Pa(F)




Obroty B

W takim razie

Ur()da(F)

Q

Jol?) = 16 Dia(P) + 6 x ()
- (_) - 7( )%(F) ( §)7/)a(_)
1= 13- (L4 3)] Gl

Widzimy, ze unitarny operator obrotu infinitezymalnego dla czastki
wektorowej ma postaé

-,

Ur(

N—r
I
[y
|
St
-y
/N
=~y
+
0,
N——
I
—_
|
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Obroty B

W takim razie

Ur()da(F)

Q

Jol?) = 16 Dia(P) + 6 x ()
- (_) - 7( )%(F) ( §)7/)a(_)
1= 13- (L4 3)] Gl

Widzimy, ze unitarny operator obrotu infinitezymalnego dla czastki
wektorowej ma postaé
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Obroty .

Operator

—

J=L+5§

jest operatorem catkowitego momentu pedu czastki.
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Obroty B

Operator

—

J=L+5§

jest operatorem catkowitego momentu pedu czastki.
Operator S nazywamy spinowym momentem pedu.
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Obroty B

Operator

—

J=L+5§

jest operatorem catkowitego momentu pedu czastki.
Operator S nazywamy spinowym momentem pedu.

Przypomnijmy, ze wartosci wtasne operatora [2= L2+ L}2, + L2
maja postal

I(l+1)R%, 1=0,1,2,...
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Obroty B

Operator

—

J=L+5§

jest operatorem catkowitego momentu pedu czastki.
Operator S nazywamy spinowym momentem pedu.

Przypomnijmy, ze wartosci wtasne operatora [2= L2+ L}2, + L2
maja postal

I(l+1)R%, 1=0,1,2,...

Zadanie. Pokaza¢, ze macierze spinowego momentu pedu

(5x,Sy,S;) = (51, 52, S3) spetniajg nastepujace reguty
komutacyjne

[5,', SJ] = ihE,'J'kSk.
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Obroty B

Zadanie. Pokaza¢, ze
=82+ 52+ S2=2m1=1-(1+1)R*I=s(s + 1)I°L,

co odpowiada wartosci s = 1.
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Obroty B

Poniewaz macierze spinowego momentu pedu i sktadowe
orbitalnego momentu pedu dziatajg w réznych przestrzeniach
wektorowych, to

[Li> SJ] =0.
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Obroty B

Poniewaz macierze spinowego momentu pedu i sktadowe
orbitalnego momentu pedu dziatajg w réznych przestrzeniach
wektorowych, to

[L;,Sj] =0.
Obliczmy komutator

Ui 4l = [Li+Si L+ 5] = [Li, L] + [Li, S + [Si, L] + [Si: 5]
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Obroty B

Poniewaz macierze spinowego momentu pedu i sktadowe
orbitalnego momentu pedu dziatajg w réznych przestrzeniach
wektorowych, to

[L;,Sj] =0.
Obliczmy komutator

Ui 4l = [Li+Si L+ 5] = [Li, L] + [Li, S + [Si, L] + [Si: 5]
= [L,', Lj] + [5,', SJ] = ih€fjkLk + ihs,-ijk
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Obroty B

Poniewaz macierze spinowego momentu pedu i sktadowe
orbitalnego momentu pedu dziatajg w réznych przestrzeniach
wektorowych, to

[L;,Sj] =0.
Obliczmy komutator

Ui ] = [Li+SiLi+S]=I[Li L]+ [Li, S+ [Si, L] + [Si, S]]
= (L, Lj] +[Si, SJ] = ihejj Lk + ihejj Sk
= ihé‘,’jk (Lk + Sk) = ihEIijk-
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Obroty B

Poniewaz macierze spinowego momentu pedu i sktadowe
orbitalnego momentu pedu dziatajg w réznych przestrzeniach
wektorowych, to

[L;,Sj] =0.
Obliczmy komutator

Ui ] = [Li+SiLi+S]=I[Li L]+ [Li, S+ [Si, L] + [Si, S]]
= (L, Lj] +[Si, SJ] = ihejj Lk + ihejj Sk
= ihé‘,’jk (Lk + Sk) = ihEIijk-

Zauwazmy, ze

g =

I
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Obroty B

Poniewaz macierze spinowego momentu pedu i sktadowe
orbitalnego momentu pedu dziatajg w réznych przestrzeniach
wektorowych, to

[L;,Sj] =0.
Obliczmy komutator

Ui ] = [Li+SiLi+S]=I[Li L]+ [Li, S+ [Si, L] + [Si, S]]
= (L, Lj] +[Si, SJ] = ihejj Lk + ihejj Sk
= ihé‘,’jk (Lk + Sk) = ihEIijk-

Zauwazmy, ze

g = (Li+S) =

I
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Obroty B

Poniewaz macierze spinowego momentu pedu i sktadowe
orbitalnego momentu pedu dziatajg w réznych przestrzeniach
wektorowych, to

[L;,Sj] =0.
Obliczmy komutator

Ui ] = [Li+SiLi+S]=I[Li L]+ [Li, S+ [Si, L] + [Si, S]]
= (L, Lj] +[Si, SJ] = ihejj Lk + ihejj Sk
= ihé‘,’jk (Lk + Sk) = ihEIijk-

Zauwazmy, ze

J=(L+s)=L+5=

I
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Obroty B

Poniewaz macierze spinowego momentu pedu i sktadowe
orbitalnego momentu pedu dziatajg w réznych przestrzeniach
wektorowych, to

[L;,Sj] =0.
Obliczmy komutator

Ui ] = [Li+SiLi+S]=I[Li L]+ [Li, S+ [Si, L] + [Si, S]]
= (L, Lj] +[Si, SJ] = ihejj Lk + ihejj Sk
= ihé‘,’jk (Lk + Sk) = ihEIijk-

Zauwazmy, ze

J;r: (L,’-FS,')T:L}L—l-S;r:L,'—I—S,':
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Obroty B

Poniewaz macierze spinowego momentu pedu i sktadowe
orbitalnego momentu pedu dziatajg w réznych przestrzeniach
wektorowych, to

[L;,Sj] =0.
Obliczmy komutator

Ui ] = [Li+SiLi+S]=I[Li L]+ [Li, S+ [Si, L] + [Si, S]]
= (L, Lj] +[Si, SJ] = ihejj Lk + ihejj Sk
= ihé‘,’jk (Lk + Sk) = ihEIijk-

Zauwazmy, ze

J=(Li+S) =L+ =1i+5 =,
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Obroty B

a wiec operator Jﬂjest hermitowski.
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Obroty B

a wiec operator Jﬂjest hermitowski.
Zwiazki
[J,',JJ'] = ih&,‘jk./k i Jir = J,'

1

mozna przyja¢ jako definicje operatora catkowitego momentu pedu.
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Obroty B

a wiec operator Jﬁjest hermitowski.
Zwiazki

[J,',JJ'] = ih&,‘jk./k i Jir = J,'

1

mozna przyja¢ jako definicje operatora catkowitego momentu pedu.
Wartos$¢ s = 1 dla czastki wektorowej wiaze sie $cisle z przyjetym
prawem transformacyjnym dla funkcji falowe;.
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Obroty B

a wiec operator Jﬁjest hermitowski.
Zwiazki

[J,',JJ'] = ih&,‘jk./k i J;r = J,'
mozna przyja¢ jako definicje operatora catkowitego momentu pedu.
Wartos$¢ s = 1 dla czastki wektorowej wiaze sie $cisle z przyjetym
prawem transformacyjnym dla funkcji falowe;.
Zauwazmy, ze dla czastki skalarnej s = 0.
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Obroty B

a wiec operator Jﬁjest hermitowski.
Zwiazki

[J,',JJ'] = ih&,‘jk./k i J;r = J,'
mozna przyja¢ jako definicje operatora catkowitego momentu pedu.
Wartos$¢ s = 1 dla czastki wektorowej wiaze sie $cisle z przyjetym
prawem transformacyjnym dla funkcji falowe;.
Zauwazmy, ze dla czastki skalarnej s = 0. Zwykle méwimy, ze
czastka skalarna nie ma spinu.
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Jak otrzymad operator unitarny reprezentujacy obrét skonczony?
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Jak otrzymad operator unitarny reprezentujacy obrét skonczony?
Przyjmijmy, ze obrét infinitezymalny ma postaé

A¢ = [A¢,0,0],

Symetrie w mechanice kwantowej 43/46



Jak otrzymad operator unitarny reprezentujacy obrét skonczony?
Przyjmijmy, ze obrét infinitezymalny ma postaé

A¢ = [A¢,0,0],

wowczas

Ur(¢ +A¢) = Ur(Ad)Ur(9)
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Jak otrzymad operator unitarny reprezentujacy obrét skonczony?
Przyjmijmy, ze obrét infinitezymalny ma postaé

A¢ = [A¢,0,0],

wowczas

Un(+ 80) = Un(B0)Un(6) ~ (1= 180 ) U(o)
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Obroty skonczone

Jak otrzymad operator unitarny reprezentujacy obrét skonczony?
Przyjmijmy, ze obrét infinitezymalny ma postaé

A¢ = [A¢,0,0],

wowczas

Un(+ 80) = Un(B0)Un(6) ~ (1= 180 ) U(o)
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Obroty skonczone

Jak otrzymad operator unitarny reprezentujacy obrét skonczony?
Przyjmijmy, ze obrét infinitezymalny ma postaé

A¢ = [A¢,0,0],

wowczas

Un(+ 80) = Un(B0)Un(6) ~ (1= 180 ) U(o)

= Un(d) — 1 A0LUR(9).
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Obroty skonczone

Jak otrzymad operator unitarny reprezentujacy obrét skonczony?
Przyjmijmy, ze obrét infinitezymalny ma postaé

A¢ = [A¢,0,0],

wowczas

Un(+ 80) = Un(B0)Un(6) ~ (1= 180 ) U(o)

= Un(d) — 1 A0LUR(9).

Skad otrzymujemy

Ur(¢ + Ad) — Ur(®) i
A¢ — _ﬁijR((b)a

Symetrie w mechanice kwantowej 43/46



a w granicy A¢ — 0 dostaniemy

dUr(gp) i
d(b - _ﬁJXUR(¢)7

przy warunku brzegowym, Ur(0) = 1.
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a w granicy A¢ — 0 dostaniemy

dUr(gp) i
d(b - _ﬁJXUR(¢)7

przy warunku brzegowym, Ur(0) = 1.
Rozdzielmy zmienne

dUgr i
R Jd
Ur hJ ¢
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a w granicy A¢ — 0 dostaniemy

dUr(gp) i
d(b - _ﬁJXUR(¢)7

przy warunku brzegowym, Ur(0) = 1.
Rozdzielmy zmienne

dUgr i
R Jd
Ur hJ ¢

i scatkujmy obustronnie

Ur(9) ¢

dUgr i -
| U= o=
Un(0) 0
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a w granicy A¢ — 0 dostaniemy

dUr(gp) i
d(b - _ﬁJXUR(¢)7

przy warunku brzegowym, Ur(0) = 1.
Rozdzielmy zmienne

dUgr i
R Jd
Ur hJ ¢
i scatkujmy obustronnie
Ur(9) @ ¢
dUr i - i -
I R T L
Ur(0) 0 0
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a w granicy A¢ — 0 dostaniemy

dUr(gp) i
d(b - _ﬁJXUR(¢)7

przy warunku brzegowym, Ur(0) = 1.
Rozdzielmy zmienne

dUgr i
R Jd
Ur hJ ¢
i scatkujmy obustronnie
Ur(®) @ ¢
dUgr i - i - i
| T = o= = [ad = —fos
Ur(0) 0 0
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Otrzymujemy réwnanie

i

In Ur(¢) — In Ur(0) = —ﬁqﬁJX,
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Otrzymujemy réwnanie

i

In Ur(¢) — In Ur(0) = —FbJX,

a po skorzystaniu z warunku brzegowego Ug(0) = 1 dostaniemy

In Un(6) = ——

h¢JX7
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Otrzymujemy réwnanie

i

In Ur(¢) — In Ur(0) = —FbJX,

a po skorzystaniu z warunku brzegowego Ug(0) = 1 dostaniemy

In Un(6) = ——

h¢JX7

a wiec operator unitarny reprezentujacy obrét skonczony
¢ = [$,0,0] ma postaé

Ur(g) = ™%
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Dla obrotu skoficzonego w postaci ogélnej ¢ = (D, Dy &)
dostaniemy

-,

Ur(¢) =
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Dla obrotu skoficzonego w postaci ogélnej ¢ = (D, Dy &)
dostaniemy

Un(§) = e~ Hordetorstins) _
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Obroty skoficzone

Dla obrotu skoficzonego w postaci ogdlnej q?: [fx, Dy 2]
dostaniemy

UR((’Z_S’) = e_%(¢xe+¢ny+¢sz) — e_%(glj"
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Dla obrotu skoficzonego w postaci ogélnej ¢ = (D, Dy &)
dostaniemy

UR((’Z_S’) = e_%(¢xe+¢ny+¢sz) — e_%(glj"

a wiec operator unitarny reprezentujacy dowolny obrét skonczony
ma postaé

Ur($) = e~ 797
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