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Atom wodoru lub jon wodoropodobny jest to uktad ztozony z jadra
i jednego elektronu.
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Wykorzystujemy tu uktad jednostek, w ktérym wspdtczynik k = 1.

Atom wodoru 2/66



Atom wodoru lub jon wodoropodobny jest to uktad ztozony z jadra
i jednego elektronu.

Jadro sktada sie z Z dodatnio natadowanych protonéw i dowolnej
liczby neutrondw.

Jadro ma tadunek +Ze a elektron —e, dlatego energia potencjalna
elektronu w polu kulombowskim jadra ma postacé:

Ze?

Wykorzystujemy tu uktad jednostek, w ktérym wspdtczynik k = 1.
W najprostszej formie jadro atomu wodoru sktada sie z jednego
protonu.
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Atomwodoru

Réwnanie Schrodingera opisujace taki dwuciatowy uktad ma postac

Lop(A, Rt | R, R, R
o T | Tam VA 5 Vi +V(A,n)| (i, ),

2m2
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Réwnanie Schrodingera opisujace taki dwuciatowy uktad ma postac

5 007, 72, ) ? 2 h? 2 - oo
ROV B ) | B By t
I ot 2m1 Vrl 2m2 vr2 + (I’17I’2) sz)(rlera )7

gdzie i = [x1, )1, 21] | /% = [x2, ¥2, z2] opisuja odpowiednio
potozenia jadra i elektronu,
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Réwnanie Schrodingera opisujace taki dwuciatowy uktad ma postac

JOP(A, Bt | R, R, q Lo
IFLT— Trnlvfi HV +V(r1,r2) T]Z)(rbrz,t)?

gdzie i = [x1,y1,21] i 2 = [x2, y2, 22] opisuja odpowiednio

. . . . . . . 2 .
potozenia jadra i elektronu, my i my s3 ich masami, operatory V= i
V% we wspotrzednych kartezjanskiech dane s3 wzorami

0? 82 0?
9.2 + 8 927

PR P ,
2 o Vi = 52

2 _
Vi T oa 022 2T 0xE ay
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Réwnanie Schrodingera opisujace taki dwuciatowy uktad ma postac

JOP(A, Bt | R, R, q Lo
IFLT— Trnlvfi HV +V(r1,r2) 1[)(/’17r2,t)7

gdzie i = [x1,y1,21] i 2 = [x2, y2, 22] opisuja odpowiednio

. . . . . . . 2 .
potozenia jadra i elektronu, my i my s3 ich masami, operatory V= i
V% we wspotrzednych kartezjanskiech dane s3 wzorami

0? 82 0?
9.2 + 8 927

02 92 92

2 _
2 o Vi = 52

2 _
Vi T oa 022 2T 0xE ay

a V/(r, ) jest niezalezng od czasu energia potencjalna
wzajemnego oddziatywania jadra i elektronu.
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Poniewaz energia potencjalna nie zalezy od czasu, to mozemy
odseparowaé zalezno$¢ od czasu.
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odseparowaé zalezno$¢ od czasu. Podstawmy

(1,12, t) = o1, 2)f(t)

do réwnania Schrodingera dla atomu wodoru

df (t) 2o, R, N
T :f(t) VH—EV?Q—FV(I‘LQ) ¢(r1,r2).

ihe(r, 1) “om;
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Poniewaz energia potencjalna nie zalezy od czasu, to mozemy
odseparowaé zalezno$¢ od czasu. Podstawmy

¥(n, n,t) = ¢(A, R)f(t)
do réwnania Schrodingera dla atomu wodoru

df (t) 2o, R, N
T :f(t) VH—EV?Q—FV(I‘LQ) ¢(r1,r2).

ihe(r, 1) “omy

Dzielac obie strony przez ¢(r, 2)f(t) otrzymamy
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Poniewaz energia potencjalna nie zalezy od czasu, to mozemy
odseparowaé zalezno$¢ od czasu. Podstawmy

¥(n, n,t) = ¢(A, R)f(t)
do réwnania Schrodingera dla atomu wodoru

df(t) o, R

ino(F. 5) =g = (1) | =5 Vi = 50 Va + V(. B) | (7. 7).

_2m1
Dzielac obie strony przez ¢(r, 2)f(t) otrzymamy

ih df(t)
f(t) dt
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Poniewaz energia potencjalna nie zalezy od czasu, to mozemy
odseparowaé zalezno$¢ od czasu. Podstawmy

¥(n, n,t) = ¢(A, R)f(t)
do réwnania Schrodingera dla atomu wodoru

. L . df(t K2 K2 . .
ihg(ri, r2) d(t) = f(t) [_2”71 V% ~ o V% + V(#, rz)] o(A, 7).

2

Dzielac obie strony przez ¢(r, 2)f(t) otrzymamy

fF(t) dt — ¢(f, )

ih df(t) 1 R, P
2my A 2mo

Vi + V(H,Fz)] o(1, r2).
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Poniewaz energia potencjalna nie zalezy od czasu, to mozemy
odseparowaé zalezno$¢ od czasu. Podstawmy

¥(n, n,t) = ¢(A, R)f(t)
do réwnania Schrodingera dla atomu wodoru

L L df(t h? h? Lo Lo
ihg(ri, 12) d(t) = f(t) [—2,771 Vi - Py Vi + V(fl,fz)] P(r, 13).

2

Dzielac obie strony przez ¢(r, 2)f(t) otrzymamy

fF(t) dt — ¢(f, )

2m1 1

ih df(t) 1 o, R
2m2

VZ + V(H,Fz)] o(r1, ).
Lewa strona zalezy tylko od t,
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Poniewaz energia potencjalna nie zalezy od czasu, to mozemy
odseparowaé zalezno$¢ od czasu. Podstawmy

¥(n, n,t) = ¢(A, R)f(t)
do réwnania Schrodingera dla atomu wodoru

df(t) o, R

ho(r. ) =g = () [‘zml Vi~ oy VA V(rz,a)] o(7. 7).

Dzielac obie strony przez ¢(r, 2)f(t) otrzymamy

fF(t) At o(f, 7

2m1 1

ih df(t) 1 o, R
) 2m2

VZ + V(H,Fz)] o(A, r2).
Lewa strona zalezy tylko od t,a prawa od 7 i /.
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Dlatego obie strony muszg by¢ réwne statej sepapracji, ktéra
oznaczymy E’
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im_E/
f(t) dt

1 2o, R _, 1 ,
S ) | am Vi o, Ve T VRLB)| 67, 2) = E'
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ii(t)_E/
f(t) dt

1 2o, R _, 1 ,
S ) | am Vi o, Ve T VRLB)| 67, 2) = E'

Pierwsze réwnanie mozna tatwo scatkowacd
df

== —éE’dt = Inf(t) = —éE’H— InC
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Dlatego obie strony muszg by¢ réwne statej sepapracji, ktéra
oznaczymy E’

ii(t)_E/
f(t) dt

1 2o, R _, 1 /
S ) | am Vi o, Ve T VRLB)| 67, 2) = E'

Pierwsze réwnanie mozna tatwo scatkowacd

P . , L
%:—%E'dt = Inf(t):—éE't—i—lnC = f(t) = Ce nE™.

Stata dowolng C mozemy przyja¢ réwna 1 i dobraé odpowiednio
stata normalizacyjng funkcji ¢(r, ) tak,
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Dlatego obie strony muszg by¢ réwne statej sepapracji, ktéra
oznaczymy E’

ii(t)_E/
f(t) dt

1 2o, R _, 1 /
S ) | am Vi o, Ve T VRLB)| 67, 2) = E'

Pierwsze réwnanie mozna tatwo scatkowacd

df / ] i
T o lFdt = Inf(t)=——Et+InC = f(t)=Ce i,
f h h

Stata dowolng C mozemy przyja¢ réwna 1 i dobraé odpowiednio

stata normalizacyjng funkcji ¢(r, r2) tak, aby funkcja falowa

W(A, m,t) = ¢(A, »)f(t) byta unormowana.
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Drugie réwnanie,
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Drugie réwnanie, na cze$¢ przestrzenng funkcji falowej, ma postac
réwnania wtasnego dwuczastkowego operatora Hamiltona
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Drugie réwnanie, na cze$¢ przestrzenna funkcji falowej, ma postac
réwnania wtasnego dwuczastkowego operatora Hamiltona

2o, KB _,
- Vi —5— Vi + V(n, 72)] o(r, ) = E'¢p(A, R).

2m1 2m2

Pierwszy i drugi wyraz po lewej stronie reprezentuja odpowiednio

energie kinetyczna jadra i energie kinetyczng elektronu, a energia

potencjalna zalezy tylko od wzajemnej odlegtosci elektronu i jadra
I S Ze?
V(n,p)=V(a-n))=Vv([M=V()=-—,

r
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Drugie réwnanie, na cze$¢ przestrzenna funkcji falowej, ma postac
réwnania wtasnego dwuczastkowego operatora Hamiltona

P, h _,
Vi = 5— Vi + VA, Fz)] ¢(1, 3) = E'¢(A, 12).

2m 2my

Pierwszy i drugi wyraz po lewej stronie reprezentuja odpowiednio
energie kinetyczna jadra i energie kinetyczng elektronu, a energia
potencjalna zalezy tylko od wzajemnej odlegtosci elektronu i jadra

V(n,n)=V(n-nrl)=V(Il)=V()=—-—,

gdzie r'=r — 1> jest wektorem wzglednego potozenia jadra i
elektronu.
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W ramach kursu mechaniki teoretycznej pokazali$my, ze ruch
takiego odosobnionego uktadu dwéch ciat mozna roztozy¢ na ruch
srodka masy uktadu i ruch wzgledny.
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W ramach kursu mechaniki teoretycznej pokazali$my, ze ruch
takiego odosobnionego uktadu dwéch ciat mozna roztozy¢ na ruch
srodka masy uktadu i ruch wzgledny.

W tym celu wprowadzmy jeszcze wspoétrzedne srodka masy uktadu
jadro-elektron

miA + mpf;  mif + meh
my + mp M

R = , gdzie M= m;+ my.
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Oznaczmy
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Oznaczmy

—

r= [X,y,Z] = [X1*X2,}’1*}/2721*22]»

R = [X,Y,Z]
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Oznaczmy

—

r= [X,y,Z] = [X1*X27}’1*Y2721*22]»
R =

[X, Y, Z] = M [ITI1X1 + Mmoxp, My + mMay»>, Mz + m222]
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Oznaczmy

™~

[X,y,Z] = [Xl — X2, Y1 — Y2,Z21 — 22]7

o]l

[X, Y, Z] = M [ITI1X1 + Mmoxp, My + mMay»>, Mz + m222]

i dokonajmy zamiany zmiennych w operatorach rézniczkowych.
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Oznaczmy

™~

[X,y,Z] = [Xl — X2, Y1 — Y2,Z21 — 22]7
R =

[X, Y, Z] = M [ITI1X1 + Mmoxp, My + mMay»>, Mz + m222]

i dokonajmy zamiany zmiennych w operatorach rézniczkowych.
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Oznaczmy

ro= [X,y,Z] = [Xl — X2, Y1 — Y2, 21 *22]7
R =

[X, Y, Z] = M [m1X1 + Mmoxp, My + mMay»>, Mz + m222]

i dokonajmy zamiany zmiennych w operatorach rézniczkowych.

0 Ox 0 9y 8 0z O

0 0x Oy 0z oX i oY i 0z 0
o0xq Ox10x  Ox1 0y  Oxq 0z

o 0X T o oY T 9x 07
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Oznaczmy

ro= [X,y,Z] = [XI*X27}’1*Y2721*22]»
- 1
R = [X,Y,Z] = I [mix1 + moxa, miyy + moys, myzi 4+ mozy)

i dokonajmy zamiany zmiennych w operatorach rézniczkowych.

0 B ox 0 dy 0 0z O oX 0 oY 0 0Z 0
dx  oxdx  Oxdy T ox0z 00X  omoY | oxoz
N 0 m16
= ox T moax
8 —
2 -
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Oznaczmy

ro= [X,y,Z] = [X17X27y1*y2)21*22]7

= 1

R = [X,Y,Z] = I [mix1 + moxa, miyy + moys, myzi 4+ mozy)

i dokonajmy zamiany zmiennych w operatorach rézniczkowych.

0 B ox 0 dy 0 0z O oX 0 oY 0 0Z 0
Oxi  Oaox oxidy o0z  oxoX ooy  ox 0z
N 0 m16
= ox  Mox
0 B ox 0 dy 0 0z O oxX 0 oY 0 o0Z 0
D Owdx  oxdy  0x0z 00X | 00dY  ox0Z
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0 B ox 0 dy 0 0z O oX 0 oY 0 0Z 0
Oxi  Oaox oxidy o0z  oxoX ooy  ox 0z
N 0 m16
= ox  Mox
0 B ox 0 dy 0 0z O oxX 0 oY 0 o0Z 0
D Owdx  oxdy  0x0z 00X | 00dY  ox0Z

Atom wodoru 8/66



Oznaczmy

ro= [X,y,Z] = [X17X27y1*y2)21*22]7

= 1

R = [X,Y,Z] = I [mix1 + moxa, miyy + moys, myzi 4+ mozy)

i dokonajmy zamiany zmiennych w operatorach rézniczkowych.

0 _8x8 dy 0 0z O oX 0 oY 0 0Z 0
Oxi  Oaox oxidy o0z  oxoX ooy  ox 0z
N 0 m16
= ox  Mox
0 _axa dy 0 0z O oxX 0 oY 0 o0Z 0
Oxa  Ox0x | Ox0y 00z 00X | 0x0Y | 0x0Z
N 0 m28
= Tox T Mox
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Obliczmy teraz
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Obliczmy teraz

82 8 mla 8 m18
o~ \ox " moax)\ax T max
Xl X X
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Obliczmy teraz

82 8 mla 8 m18
o~ \ox " moax)\ax T max
Xl X X
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Obliczmy teraz

82 8 mla 8 m18
o~ \ox " moax)\ax T max
Xl X X
? m o ml(aa aa)

T o T MPaxz T M \axax T ax ox
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Zamiana zmiennych _

Obliczmy teraz

P (‘9+’"18><8+mla>
2 — \ox  Max)\ox  Max
P m P m(00 80
T o2 M2ox2 T M \oxaX T aX ox)’
62
0x3
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Zamiana zmiennych

Obliczmy teraz

#? (0 m N[O m D
. (7 + o) (5 * T ox)
& mi O° m (0 0 o 0
- 6x2+/vl28><2+/\/1<6xw<+5»<5»<)’
62
o -
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Zamiana zmiennych

Obliczmy teraz

0 _ o  m 0 O m 0
¢ (3)<+M8X><8x+/\/lax>
*  m & m (0 0O o 0
- 52t woxs 3 (geox * ox %)’

0 ( o m 8)( o m a)
a2 = ——t—=— =+ ===
Ox5 ox M aX ox | M oX
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Obliczmy teraz

82 8 mq 8 8 mq 8

¢ = \ox " max)\ox T max

Xl X X
PP m(dd 00
T Ox2 T M2 oX2 M \Ox0X 0X0ox)’

9?2 ( o my 0 )( o my 0 )

] — e e

O0X5 o0x M oX o0x M oX
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Obliczmy teraz

s (8 m 9 > ( o m 0 )

5 = - — — =

Oxj ox M oX ox M oX
(A mO moo 00)
O Ox2 O M2OX2 T M \9xIX  OXox)’

62 0 mo 0 0 moy 0

5z = (ot o) o Tox)

X3 X X

H? m% H? mg(aé? 88)

a2 T mzaxt T M \axox T oX ox
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Utwdrzmy kombinacje
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Utwdrzmy kombinacje

2 02 R 02
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Utwdrzmy kombinacje

G s
C2mOxg 2mp 953
B h2[82 m} 02 m1<88 aaﬂ

- 2m1

a2 T vzaxz T m
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Utwdrzmy kombinacje

2 02 R 02
“omod  2m 2

_ 62+m%82+ml<08+68)
2my [0x2 T M2oX2 T M \oxoX ' 0X dx

” 82+m%az_m<86+86)

T 2my |0x2 T M2oX2 M \ox0X | X dx
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Utwdrzmy kombinacje

2 02 R 02
“omod  2m 2

_ 62+m%82+ml<08+68)
2my [0x2 T M2oX2 T M \oxoX ' 0X dx

” 82+m%az_m<86+86)

T 2my |0x2 T M2oX2 M \ox0X | X dx
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Utwdrzmy kombinacje

h2 82 h2 82
Tom 3 2m; 0

_ _mjoe o m 2 m (35 9 9
Ox2  M2HX2 0 8X OX Ox
_Lz o om & m <8‘9 92 9
oOx2 M2 9X2 Ox 8X 00X Ox
) nz( B
a 2 \m  mp) Ox2  2M? M m2) 5xe

)
)
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Utwoérzmy kombinacje

2 02 R 02
“omod  2m 2

_ _mjoe o m 2 m (35 9 9
Ox2  M2HX2 0 8X OX Ox
_Lz o om & m <8‘9 92 9
oOx2 M2 9X2 Ox 8X 00X Ox
) nz( B
a 2 \m  mp) Ox2  2M? M m2) 5xe
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Utwoérzmy kombinacje

h? 02 n? 02
C2mi X 2mp 953

B[R Mmoo 00
Ox2  M2HX2 0 8X OX Ox

B[R Mmoo 90
oOx2 M2 9X2 Ox 8X 00X Ox
LR E R
a 2 \m ox2  om2 M M) 550

h2 62 h2 82

2m 9x2  2M 9X?’
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Utwoérzmy kombinacje

h? 02 n? 02
C2mi X 2mp 953

B[R Mmoo 00
Ox2  M2HX2 0 8X OX Ox

B[R Mmoo 90
oOx2 M2 9X2 Ox 8X 00X Ox
LR E R
a 2 \m ox2  om2 M M) 550

h2 62 h2 82

2m 9x2  2M 9X?’

1 _ 1, 1 Sci i
= mo T m; Jest odwrotnoscia masy zredukowanej.

gdzie
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W analogiczny sposéb otrzymamy wzory
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W analogiczny sposéb otrzymamy wzory
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W analogiczny sposéb otrzymamy wzory

2 92 h2 92 2 92 2 92

2mdy2  2mdy2  2m Oy 2M QY?
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W analogiczny sposéb otrzymamy wzory

S oo oL o

2my dy?  2mpdy3  2m dy?  2M 9Y?’

29?2 R 0P 0?2 B2 9
T 2m o2 2m 0z 2m 0z22 2M 9Z%
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W analogiczny sposéb otrzymamy wzory

S oo oL o

2my dy?  2mpdy3  2m dy?  2M 9Y?’

29?2 R 0P 0?2 B2 9
T 2m o2 2m 0z 2m 0z22 2M 9Z%

a wiec mozemy obliczyé kombinacje
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W analogiczny sposéb otrzymamy wzory

S oo oL o

2my dy?  2mpdy3  2m dy?  2M 9Y?’

29?2 R 0P 0?2 B2 9
T 2m o2 2m 0z 2m 0z22 2M 9Z%

a wiec mozemy obliczyé kombinacje

R, R w2 _
2m1 2m2

A 7
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W analogiczny sposéb otrzymamy wzory

S oo oL o

2m dy2  2mpdy2  2m dy2  2M QY?’

R 9% K 02 R2 0% R 92
T 2moz2 2m 0z  2m 0722 2M 022

a wiec mozemy obliczyé kombinacje

h2 h2 ) h2 82 32 82
o VA 2y V= "o \a2 a2 oz
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W analogiczny sposéb otrzymamy wzory

S oo oL o

2m dy2  2mpdy2  2m dy2  2M QY?’

R 9% K 02 R2 0% R 92
T 2moz2 2m 0z  2m 0722 2M 022

a wiec mozemy obliczyé kombinacje

h2 h2 ) h2 82 32 82
o VA 2y V= "o \a2 a2 oz

h2 82 62 82
‘m(ax;+ay3+az§>:
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W analogiczny sposéb otrzymamy wzory

S oo oL o

2m dy2  2mpdy2  2m dy2  2M QY?’

R 9% K 02 R2 0% R 92
T 2moz2 2m 0z  2m 0722 2M 022

a wiec mozemy obliczyé kombinacje

h2 h2 ) h2 82 32 82
‘mlasz:‘miaﬁaﬁﬂw>

h2 82 62 82 82 (92 32
_MA%+M+M}: <M+a+w>
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W analogiczny sposéb otrzymamy wzory

S oo oL o

2m dy2  2mpdy2  2m dy2  2M QY?’

R 9% K 02 R2 0% R 92
T 2moz2 2m 0z  2m 0722 2M 022

a wiec mozemy obliczyé kombinacje

h2 h2 ) h2 82 32 82
‘mlasz:‘miaﬁaﬁﬂw>

h2 82 62 82 82 (92 32
_MA%+M+M}: <M+a+w>
(e 9 92
T am <ax2 Tay2 T az2> -
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W analogiczny sposéb otrzymamy wzory

S oo oL o

2m dy2  2mpdy2  2m dy2  2M QY?’

R 9% K 02 R2 0% R 92
T 2moz2 2m 0z  2m 0722 2M 022

a wiec mozemy obliczyé kombinacje

h2 h2 ) h2 82 32 82
‘mlasz:‘miaﬁaﬁﬂw>

n? [ 02 02 0? 0? 0? 0?
_MA%+M+M}: <M+a+w>
G G R R_, m_,
T am <ax2 Tavz T az2> = Tom YT aM VR
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W takim razie réwnanie na cze$¢ przestrzenna funkcji falowe;

R, o,
Vi -5 =V +V(n- le)] o(A, ) = E'¢(A, )

_2m1 2m2
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W takim razie réwnanie na cze$¢ przestrzenna funkcji falowe;

[_ Ro_, h?

o VE = 5 VE+V(Ji - an] o7, ) = E'0(7i. 73)

przyjmuje w nowych zmiennych postaé

i v2—iv2+V() &(F,R) = E'§(F, R)
- 2m 2M R T
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W takim razie réwnanie na cze$¢ przestrzenna funkcji falowe;

[_ Ro_, h?

o VE = 5 VE+V(Ji - an] o7, ) = E'0(7i. 73)

przyjmuje w nowych zmiennych postaé

i v2—iv2+V() &(F,R) = E'§(F, R)
- 2m 2M R T

gdzie wprowadziliSmy oznaczenia
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W takim razie réwnanie na cze$¢ przestrzenna funkcji falowe;

[_ Ro_, h?

o VE = 5 VE+V(Ji - an] o7, ) = E'0(7i. 73)

przyjmuje w nowych zmiennych postaé
"o v v i R) - £ R
_ 7 _ 7
- 2m 2M ' T
gdzie wprowadziliSmy oznaczenia
0? 0? 0?

2 [ —— —_— —_
Vi= ox2 " dy? o2
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W takim razie réwnanie na cze$¢ przestrzenng funkcji falowej

R,
[_mvfl_z

Vi + V(A - BI)] ¢(1, 1) = E'6(71, 12)
przyjmuje w nowych zmiennych postaé

i v2—iv2+V() &(F,R) = E'§(F, R)
" 2m 2M T B

gdzie wprowadziliSmy oznaczenia

2 2 2 2
2 07 07 07 2 _
Vit Ta2 a2z VET axz Tave T oz
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W takim razie réwnanie na cze$¢ przestrzenng funkcji falowej

R,
[_mvfl_z

Vi + V(A - BI)] ¢(1, 1) = E'6(71, 12)
przyjmuje w nowych zmiennych postaé

i v2—iv2+V() &(F,R) = E'§(F, R)
" 2m 2M T B

gdzie wprowadziliSmy oznaczenia

+ o+ S
TTox2 T ay? ' 9z% R ox2 ' gy?2 ' 9z2

oraz
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Podstawmy &(7, R) = u(F)U(R) do réwnania

2
[ h v2—h—vz +V(r )1 37, R) = E'$(7, R),

om
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Podstawmy &(7, R) = u(F)U(R) do réwnania

om

2
[ h v2—h—vz +V(r )1 37, R) = E'$(7, R),

woéwczas otrzymamy réwnanie
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Podstawmy &(7, R) = u(F)U(R) do réwnania

h? h? - .
[ S VR S VRV (r )] 3(7, R) = E'3(F, R),
woéwczas otrzymamy réwnanie

2
2 U(R)V2u(P)
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Podstawmy &(7, R) = u(F)U(R) do réwnania

" 2m

h2 2 FL 2 - = 17— =
v _7v +V() ¢(r7R):E¢(r7R)7
woéwczas otrzymamy réwnanie

2 12 -
—5 UR)VEu(P) — 5 u(A)VZU(R)
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Podstawmy &(7, R) = u(F)U(R) do réwnania

2
[ h v2—h—vz +V(r )1 37, R) = E'$(7, R),

om

woéwczas otrzymamy réwnanie

h2 h2 . N
o UR)VR(P) — 5 ulPIVEU(R) + V(1) u() U(R) =
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Podstawmy &(7, R) = u(F)U(R) do réwnania

2
[ h v2—h—vz +V(r )1 37, R) = E'$(7, R),

om

woéwczas otrzymamy réwnanie

2 2 . . .
I URIVA(P) — s u(AVEU(R) + V(1) l(AU(R) = E'u(F)U(R).
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Podstawmy &(7, R) = u(F)U(R) do réwnania

2
[ h v2—h—vz +V(r )1 37, R) = E'$(7, R),

om

woéwczas otrzymamy réwnanie
h? h? = = -
—5 U(R)V2u(F) — o u(F)VEU(R) + V (r) u(F)U(R) = E'u(FU(R).

Dzielac obie strony przez u(7)U(R) dostaniemy
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om
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h? h? = = -
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Podstawmy &(7, R) = u(F)U(R) do réwnania

2
[ h v2—h—vz +V(r )1 37, R) = E'$(7, R),

om

woéwczas otrzymamy réwnanie

2 2 . . .
I URIVA(P) — s u(AVEU(R) + V(1) l(AU(R) = E'u(F)U(R).

Dzielac obie strony przez u(7)U(R) dostaniemy

o1, R 1

— —=Vzu(r) — — 2U(R
"~ 2m u(?)v’ T U(R) rU(R)
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Podstawmy &(7, R) = u(F)U(R) do réwnania

2
[ h v2—h—vz +V(r )1 37, R) = E'$(7, R),

om

woéwczas otrzymamy réwnanie

2 2 . . .
I URIVA(P) — s u(AVEU(R) + V(1) l(AU(R) = E'u(F)U(R).

Dzielac obie strony przez u(7)U(R) dostaniemy

o1, R 1
“om o 0 am R

VZU(R) + V(r) =
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Podstawmy &(7, R) = u(F)U(R) do réwnania

2
[ h v2—h—vz +V(r )1 37, R) = E'$(7, R),

om

woéwczas otrzymamy réwnanie

2 2 . . .
I URIVA(P) — s u(AVEU(R) + V(1) l(AU(R) = E'u(F)U(R).

Dzielac obie strony przez u(7)U(R) dostaniemy

o1, R 1
“om o 0 am R

VZU(R)+ V(r)=E'.
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Rozdzielmy zmienne

hizi 20(F N=FE + 21 (R
o (jv u(F) + V(1) = E'+ o U(R)VRU(R).
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Rozdzielmy zmienne

21 -
Veu(F)+ V (r) = E' + - —=VAU(R).
(1) +Vi(r) 2MU(R)R()

B
2m u(r)

Lewa strona réwnania zalezy tylko od r, a prawa tylko od R,
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Rozdzielmy zmienne
hz 1 2 / h2 1 2 g

2M y(R)
Lewa strona réwnania zalezy tylko od r, a prawa tylko od R,
dlatego obie strony musza by¢ réwne statej separacji, ktorg
oznaczymy E.
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W ten sposéb otrzymujemy dwa réwnania:
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W ten sposéb otrzymujemy dwa réwnania:

h—z —Vz (1) + V(r)
2m w(7)

Atom wodoru 15/66



W ten sposéb otrzymujemy dwa réwnania:

h—z—v2 (N+V() =
2m w(7)
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W ten sposéb otrzymujemy dwa réwnania:

hi—v2 (A+V() = E
2m u(F) ’
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W ten sposéb otrzymujemy dwa réwnania:

h—z—VZ (A+V() = E
2m u(P) !

o1
B 2w uR

,
VZU(R)
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W ten sposéb otrzymujemy dwa réwnania:

h—z—VZ (A+V() = E
2m u(P) !

o1
B 2w uR

2 ] _
VZU(R) =
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W ten sposéb otrzymujemy dwa réwnania:

h2 2
h2 1 .

E'+ — —V%U(R) = E.
2M U(R) R (R)
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W ten sposéb otrzymujemy dwa réwnania:

Pl Gumiv) = E

2m u(r) F o ’
o1 _

E'+— —_VZU(R) = E.
2M U(R) R (R)

Drugie rébwnanie mozemy zapisa¢ w formie

- NN U(R)
2M y(R) R ’

Atom wodoru 15/66



W ten sposéb otrzymujemy dwa réwnania:

Pl Gumiv) = E

2m u(r) F o ’
o1 _

E'+— —_VZU(R) = E.
2M U(R) R (R)

Drugie rébwnanie mozemy zapisa¢ w formie

a wprowadzajac nowa stata Ecy = E' — E i mnozac obustronnie
przez U(R)
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mozemy je zapisa¢ w nastepujacej postaci

h2 2 = =
—517 VEU(R) = EcnU(R),
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mozemy je zapisa¢ w nastepujacej postaci

h2

— .
—5i7 VaU(R) = EcuU(R).

Réwnanie to opisuje swobodny ruch srodka masy uktadu
jadro-elektron.
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mozemy je zapisa¢ w nastepujacej postaci
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—5i7 VaU(R) = EcuU(R).

Réwnanie to opisuje swobodny ruch srodka masy uktadu
jadro-elektron.
Pierwsze réwnanie po przemnozeniu przez u(r) przyjmuje postal

2

I G274 V() u(P) = Eu(P)
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jadro-elektron.
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2
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Atom wodoru 16/66



mozemy je zapisa¢ w nastepujacej postaci

ﬁ2

— .
—5i7 VaU(R) = EcuU(R).

Réwnanie to opisuje swobodny ruch srodka masy uktadu
jadro-elektron.
Pierwsze réwnanie po przemnozeniu przez u(r) przyjmuje postal

2

I G274 V() u(P) = Eu(P)

Opisuje ono ruch elektronu, a $cislej czastki o masie zredukowane;j
m= mev
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mozemy je zapisa¢ w nastepujacej postaci

ﬁ2

— .
—5i7 VaU(R) = EcuU(R).

Réwnanie to opisuje swobodny ruch srodka masy uktadu
jadro-elektron.
Pierwsze réwnanie po przemnozeniu przez u(r) przyjmuje postal

2

I G274 V() u(P) = Eu(P)

Opisuje ono ruch elektronu, a $cislej czastki o masie zredukowane;j
m &~ me, w sferycznie symetrycznym potencjale kulombowskim
jadra.
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Przypomnijmy, ze odrwotno$¢ masy zredukowanej uktadu
jadro-elektron jest suma odwrotnosci mas jadra i elektronu
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Przypomnijmy, ze odrwotno$¢ masy zredukowanej uktadu
jadro-elektron jest suma odwrotnosci mas jadra i elektronu
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Przypomnijmy, ze odrwotno$¢ masy zredukowanej uktadu
jadro-elektron jest suma odwrotnosci mas jadra i elektronu

1 1 1 1 1
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Przypomnijmy, ze odrwotno$¢ masy zredukowanej uktadu
jadro-elektron jest suma odwrotnosci mas jadra i elektronu

1 1 1 1 1 1

—=— =t = —.
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Przypomnijmy, ze odrwotno$¢ masy zredukowanej uktadu
jadro-elektron jest suma odwrotnosci mas jadra i elektronu
1 1 1 1 1 1

==t —=—+ =~

Skad wynika, ze m ~ me..
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Przypomnijmy, ze odrwotno$¢ masy zredukowanej uktadu
jadro-elektron jest suma odwrotnosci mas jadra i elektronu
1 1 1 1 1 1

==t —=—+ =~

Skad wynika, ze m ~ me..
Przyblizenie to jest bardzo dobre, gdyz masa protonu - najlzejszego
jadra - jest 1836 razy wieksza od masy elektronu.
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Od tej pory bedziemy sie zajmowaé wytacznie réwnaniem
Schrodingera dla ruchu wzglednego

_z% V2u(P)+ V (r) u(7) = Eu(7),
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gdzie H jest jednoczastkowym operatorem Hamiltona

- — 2 2 2

p p Ze h , Ze
V = 1 —-= — — _——

+ (r) 2m r 2m v r

:2m

H
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Jak pokazaliémy wczeéniej, wykorzystujac symetrie sferyczna
energii potencjalnej V(r) mozemy dokonaé podstawienia

u(r,0,<p) = R(r)Y(H, 90)
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energii potencjalnej V(r) mozemy dokonaé podstawienia

u(l’,e,(p) = R(r)Y(H, 90)

i rozseparowaé réwnanie Schrodingera dla ruchu wzglednego na
czes$¢ radialng

1d [ ,dR\ [2m A

i cze$¢ katowa

AY.

sin 6 00

1 a< av)_ 1 9’y

smeﬁ sin20 0p2
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Fizycznie dopuszczalne rozwigzania czesci katowej istnieja dla
A=I(l+1),/=0,1,2,....
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Fizycznie dopuszczalne rozwigzania czesci katowej istnieja dla
A=I(l+1),/=0,1,2,.... Sa to harmoniki sferyczne

Y(97 90) = \//m(07 (;O)a
ktére sg funkcjami wtasnymi operatora orbitalnego momentu pedu

EZY/m(O,Lp) = l(/+1) h2y/m(07§0)a
LzY/m(Q,CP) = mh Y/m(9790)>

gdzie | =0,1,2,...i m=0,41, ..., +/.
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Czesci radialna réwnania Schrodingera dla atomu wodoru ma dla
A= I(/+ 1) postac
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A =I(l+ 1) postac

Podstawiajac
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1d
2a (=X
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Czesci radialna réwnania Schrodingera dla atomu wodoru ma dla
A =I(l+ 1) postac

Podstawiajac

x(r) drR _d (X) X'r—x
R(r) = —=—(=)=
(r) r 7 dr dr \r r?
otrzymamy réwnanie
14 2m I(1+1)] x
aar W=+ | E- vy - X o
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Wykonujac rézniczkowanie w réwnaniu

1d, ., 2m I0+1)1x
r2dr(Xr_X)+{h2 (E=V(r) = r2 ]r_o'
otrzymamy
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Wykonujac rézniczkowanie w réwnaniu

1d , 2m I0+1)1x

r2dr(Xr_X)+{h2 (E=V(r) = r2 ]r_o'
otrzymamy

1

riz (X//r + X/ o X/)
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Wykonujac rézniczkowanie w réwnaniu
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otrzymamy

1 2m x I(I+1)x
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Far W=+ |5 E-vin- T X o
otrzymamy

1 2m x I(I+1)x
S R L (O R e}

Pomnézmy obie strony réwnania przez (—M)

Atom wodoru 22/66



Wykonujac rézniczkowanie w réwnaniu

1d , 2m I0+1)1x

Far W=+ |5 E-vin- T X o
otrzymamy

1 2m x I(I+1)x
S R L (O R e}

, - . , . 2 ,
Pomnézmy obie strony réwnania przez (—%) wéwczas
dostaniemy réwnanie

Atom wodoru 22/66



Wykonujac rézniczkowanie w réwnaniu

1d , 2m I0+1)1x

Far W=+ |5 E-vin- T X o
otrzymamy

1 2m x I(I+1)x
S R L (O R e}

, - . , . 2 ,
Pomnézmy obie strony réwnania przez (—%) wéwczas
dostaniemy réwnanie

G Y
2m dr2

Atom wodoru 22/66



Wykonujac rézniczkowanie w réwnaniu

1d , 2m I0+1)1x

Far W=+ |5 E-vin- T X o
otrzymamy

1 2m x I(I+1)x
S R L (O R e}

, - . , . 2 ,
Pomnézmy obie strony réwnania przez (—%) wéwczas
dostaniemy réwnanie

h? d?y

T 2mdr T

V(r)+

2mr?

I(1+ 1)h21 _

Atom wodoru 22/66



Wykonujac rézniczkowanie w réwnaniu

1d , 2m I0+1)1x

Far W=+ |5 E-vin- T X o
otrzymamy

1 2m x I(I+1)x
S R L (O R e}

L= . Z . 2r Z
Pomnézmy obie strony réwnania przez (—ﬁ) wowczas
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Réwnanie

h? d?%y

2m dr2

I(1+1)r?|

ma postac jednowymiarowego bezczasowego réwnania
Schrodingera dla czastki w polu o energii potencjalnej
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Réwnanie

h? d?%y

2m dr2 2mr?

2
V(r)+ 10+ A7 1 x = Ex.

ma postac jednowymiarowego bezczasowego réwnania
Schrodingera dla czastki w polu o energii potencjalnej

I+ 1)R?

2mr?

V(r)+
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Réwnanie

h? d?%y

2m dr2

I(1 + 1)h?
2mr?

V(r)+ 1 x = Ex.

ma postac jednowymiarowego bezczasowego réwnania
Schrodingera dla czastki w polu o energii potencjalnej

I+ 1)R?

2mr?

V(r)+

Pokazemy, ze dodatkowy wyraz w energii potencjalnej jest
zwigzany z ruchem obrotowym elektronu wokét jadra.
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Poniewaz elektron znajduje sie w polu sity centralnej, to jego
orbitalny moment pedu jest zachowany
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Poniewaz elektron znajduje sie w polu sity centralnej, to jego
orbitalny moment pedu jest zachowany

L =rx p = const.,

gdzie r mierzymy od centrum sity.
Elektron porusza sie po okregu w ptaszczyznie prostopadtej do L,
wiec

L
L=rp=rmv=rmwr=mwr’ = w=—s.
mr?

Atom wodoru 24/66



Na ciato poruszajace sie po okregu dziata sita dosrodkowa

Atom wodoru 25/66



Na ciato poruszajace sie po okregu dziata sita dosrodkowa

Fq = mw?r =

Atom wodoru 25/66



Na ciato poruszajace sie po okregu dziata sita dosrodkowa

L 2
Fd:mw2r:m< > r=

mr2

Atom wodoru 25/66



Na ciato poruszajace sie po okregu dziata sita dosrodkowa

£ s <L>2 _L2
4= mwr=m r=

mr? mr3’

Atom wodoru 25/66



Na ciato poruszajace sie po okregu dziata sita dosrodkowa

£ s <L>2 _L2
4= mwr=m r=

mr? mr3’

gdzie wykorzystalismy zwiazek w = _=5.

Atom wodoru 25/66



Na ciato poruszajace sie po okregu dziata sita dosrodkowa
L\ L2
Fd:mw2r:m<2> r=—j,

mr mr

gdzie wykorzystalismy zwiazek w = _=5.
Sita i energia wigza sie wzorem
L2

Fo=
mr3
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Na ciato poruszajace sie po okregu dziata sita dosrodkowa
L\ L2
Fg=mw’r=m <2> r=—j,
mr mr
gdzie wykorzystaliSmy zwigzek w = #
Sita i energia wigza sie wzorem

L2 dVy
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Na ciato poruszajace sie po okregu dziata sita dosrodkowa

£ s <L>2 _L2
4= mwr=m r=

mr2 mr3’
gdzie wykorzystaliSmy zwigzek w = #
Sita i energia wigza sie wzorem
L? dv, L?
Fd = = _-d = Vd(r) =

mr3 dr C2mr?’
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Warto$¢ wtasna kwadratu operatora orbitalnego momentu pedu
jest réwna /(1 + 1)R2.
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Warto$¢ wtasna kwadratu operatora orbitalnego momentu pedu
jest réwna /(1 + 1)R2.

W takim razie

L? I+ 1)h?

2mr2  2mr?

Va(r) =
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Warto$¢ wtasna kwadratu operatora orbitalnego momentu pedu
jest réwna /(I + 1)h2.
W takim razie

L? I(I + 1)R?

Va(r) = omr2 . 2mr?

a wiec dodatkowy wyraz we wzorze

(1 + 1)R2
2mr?

V(r)+

jest rzeczywiscie zwigzany z ruchem obrotowym elektronu wokét
jadra.
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Wréémy do czesci radialnej réwnania Schrodingera opisujacego
ruch elektronu w polu kulombowskim jadra
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2m r2dr r dr +
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Za Schrodingerem przyjmiemy, ze dla stanu zwigzanego E < 0,
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czyli energia kinetyczna elektronu jest mniejsza od modutu jego
energii potencjalnej.
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Za Schrodingerem przyjmiemy, ze dla stanu zwigzanego E < 0,
czyli energia kinetyczna elektronu jest mniejsza od modutu jego
energii potencjalnej.

Energia potencjalna jest ujemna, gdyz mierzymy ja wzgledem
energii potencjalnej przy r — oo, a ta wynosi 0.
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WprowadZzmy zmienng bezwymiarowa p
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p:ar = r= — = — =
o dr
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WprowadZzmy zmienng bezwymiarowa p

_ _P 4 _dpd _
p=ar = r_a - dr drdp
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WprowadZzmy zmienng bezwymiarowa p

e o r A
P= o« dr drdp dp’
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WprowadZzmy zmienng bezwymiarowa p

—ar = =2 o 4 _dpdd
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Réwnanie
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S Sy (e KA Iy A Ly gy 72
2m r2dr (r dr) r + 2mr?

Atom wodoru 29/66



WprowadZzmy zmienng bezwymiarowa p

—ar = =2 o 4 _dpdd
P= o« dr drdp dp’
Réwnanie
R 1d [ ,dR\ Ze_ Il +1)R2
S Sy (e KA Iy A Ly gy 72
2m r2dr (r dr) r + 2mr?

przybiera wtedy postaé

Atom wodoru 29/66



WprowadZzmy zmienng bezwymiarowa p

—ar = =2 o 4 _dpdd
P= o« dr drdp dp’
Réwnanie
R 1d [ ,dR\ Ze_ Il +1)R2
S Sy (e KA Iy A Ly gy 72
2m r2dr (r dr) r + 2mr?

przybiera wtedy postaé

_ M2 d(p? dR
2m p?2 dp \ a2 dp

Atom wodoru 29/66



WprowadZzmy zmienng bezwymiarowa p

—ar = =2 o 4 _dpdd
P= o« dr drdp dp’
Réwnanie
R 1d [ ,dR\ Ze_ Il +1)R2
S Sy (e KA Iy A Ly gy 72
2m r2dr (r dr) r + 2mr?

przybiera wtedy postaé

2 o? d <p2 dR) _Ze2aR

2m p?2 dp \ a2 dp P

Atom wodoru 29/66



WprowadZzmy zmienng bezwymiarowa p

—ar = =2 o 4 _dpdd
P= o« dr drdp dp’
Réwnanie
R 1d [ ,dR\ Ze_ Il +1)R2
S Sy (e KA Iy A Ly gy 72
2m r2dr (r dr) r + 2mr?

przybiera wtedy postaé

2m p?2 dp \ a2 dp

R o? d (p? dR _Ze2aR I(I + 1)h%a?
p 2mp

Atom wodoru 29/66



WprowadZzmy zmienng bezwymiarowa p

—ar = =2 o 4 _dpdd
P= o« dr drdp dp’
Réwnanie
R 1d [ ,dR\ Ze_ Il +1)R2
S Sy (e KA Iy A Ly gy 72
2m r2dr (r dr) r + 2mr?

przybiera wtedy postaé

2m p?2 dp \ a2 dp

R o? d (p? dR _Ze2aR I(I + 1)h%a?
p 2mp

Atom wodoru 29/66



Mnozac obie strony réwnania przez (—%) otrzymamy

R=0.

1 d( dR> [2Ze2m1 2mE (1 + 1)
2dp \”

dp 2o p * a2 p?
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Mnozac obie strony réwnania przez (—%) otrzymamy

R=0.

1d <2dR> 2Ze?m 1 2mE (1 +1)
=S (R -
p?dp \" dp

2o p * a2 p?
Wybierzmy stata « tak, aby

2mE  2m|E| 1

a2~ R2a2 4
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Mnozac obie strony réwnania przez (—%) otrzymamy
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1d <2dR> 2Ze?m 1 2mE (1 +1)
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d ( >d >+ em1_ 2m (I+1) R_0
P2 dp dp Ra p  Ba?2  p?
Wybierzmy stata « tak, aby
2mE 2m|E| 1 5 8ml|E| v/ 8m|E]|
o2~ a2 4 YT Tm T YT T

oraz oznaczmy A = 2? m — _2Ze*mh Ze 1/2"’,;-
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Mnozac obie strony réwnania przez (—%) otrzymamy

R=0.

1d ( dR> 27Ze’m 1+2mE I(I+1)
02 dp dp h2a p  h2a? p?

Wybierzmy stata « tak, aby

2mE 2m|E 1 E E
mE_ omlE| 1, smlEl __ /Bm[E|

ha?  R2a?2 4 h2 a h
_ 2Ze’m 2Ze’mh Ze?
oraz oznaczmy \ = = = ££ wted
y Ra TR /8m|E| h Z\E\ y

otrzymamy réwnanie

1 d( dR) [)\ 1 /(/+1)]
S +|2 -2 R =0.
p2dp \" dp
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Przyjmijmy

i obliczmy pochodne
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1 41
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@ _ npn—lezl:%p:l: p”eiﬂ’: <npn—1i1pn> e:|:2p
dp 2
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Zauwazmy, ze wyrazy wiodace przy p — oo w réwnaniu
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Zauwazmy, ze wyrazy wiodace przy p — oo w réwnaniu

1d /[ ,dR A1 (I+1)
—— (== A R=0
p2dp(p dp>+[ ]

p 4 p

kasuja sie. Rzeczywiscie
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Zauwazmy, ze wyrazy wiodace przy p — oo w réwnaniu

1d dR A1 (I+1
() [ e
p=dp \" dp p 4 p

kasuja sie. Rzeczywiscie
d’R 1 1 1 1
- _ZR - .n_ - .n i’p:O.
a2 4" (4” 4? ) ¢

To kasowanie zachodzi dzieki naszemu wyborowi «

2mE 1

a2~ 4
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Wstawmy je do naszego réwnania
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Wstawmy je do naszego réwnania
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Wstawmy je do naszego réwnania
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woéwczas dostaniemy
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p=dp \" dp p 4 p

woéwczas dostaniemy
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1
i )}Fe_;pzo,
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Wstawmy je do naszego réwnania

1d dR A1 (141
() [ e
p=dp \" dp p 4 p

woéwczas dostaniemy

<F” —F + iF) e 2P /2) (F’ - ;F> e 2P

1) 1
R S D)

+

- . 1
a po uporzadkowaniu i pomnozeniu przez e"2” otrzymamy

2 -1 I(+1
F”+<—1)F’+[A —(—Z)}F:O.
P P P
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Bedziemy poszukiwa¢ wielomianu F(p) postaci

F(p) = p° (ao + a1p + ap® + ) = p°L(p), gdzie a9 #0, s=>0.
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Bedziemy poszukiwa¢ wielomianu F(p) postaci

F(p) = p° (ao + a1p + ap® + ) = p°L(p), gdzie a9 #0, s=>0.
Obliczmy pochodne

F/ — Sps_1L+pSL/,
F' = s(s—1)p°2L+sp° L' +sp° ' 4 p°L”
— s(s_1)p572L+2spsflLl+psL/I7

i wstawmy do naszego réwnania

N

s(s—1)p 2L +2sp° ' + p°L"  + ( — ) (spsflL + psL’)

-1 /(/I+1
A1 ],
P p
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S(S—1),05_2L—|-2S,05_1L,+psl_” _'_ (p _1) (Sps_1L+psL/)

A—1 I(/I+1
+ [ — (j; )}psL:O.
p p

Mnozac obustronnie przez p~°*2 dostaniemy
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S(S—1),05_2L—|-2S,05_1L,+psl_” _'_ (p _1) (Sps_1L+psL/)
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Mnozac obustronnie przez p~°*2 dostaniemy
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/ 20 2 2/
s(s—1)L+2spl"+p°L" + (——1 (spL—I—pL)
p

_l’_

Atom wodoru 36/66



2
5(5—1),05_2L+25p5_1L,+p5L” + (p _1) (Sps_1L+psL/)

A—1 /(I+1
+ [ — (jz )}psL:O.
p p

Mnozac obustronnie przez p~°*2 dostaniemy
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5(5—1),05_2L+25p5_1L,+p5L” + (p _1) (Sps_1L+psL/)

A—1 /(I+1
+ [ — (jz )}psL:O.
p p

Mnozac obustronnie przez p~°*2 dostaniemy

2
s(s — 1)L +2spl’ + p2L" + <,0 — 1) (spL + p2L')

A—1 [(I+1
[ B (‘Z )]szZO'
p p

Po uporzadkowaniu otrzymamy réwnanie
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5(5—1),05_2L+25p5_1L,+p5L” + (p _1) (Sps_1L+psL/)

A—1 /(I+1
+ [ — (jz )}psL:O.
p p

Mnozac obustronnie przez p~°*2 dostaniemy

2
s(s — 1)L +2spl’ + p2L" + <,0 — 1) (spL + p2L')
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Po uporzadkowaniu otrzymamy réwnanie
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5(5—1),05_2L+25p5_1L,+p5L” + (p _1) (Sps_1L+psL/)

A—1 /(I+1
+ [ — (jz )}psL:O.
p p

Mnozac obustronnie przez p~°*2 dostaniemy

2
s(s — 1)L +2spl’ + p2L" + <,0 — 1) (spL + p2L')

A—1 [(I+1
[ B (‘Z )]szZO'
p p

Po uporzadkowaniu otrzymamy réwnanie

PP+ p2(s+1) = p] L'
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2
5(5—1),05_2L+25p5_1L,+p5L” + (p _1) (Sps_1L+psL/)

A—1 /(I+1
+ [ — (jz )}psL:O.
p p

Mnozac obustronnie przez p~°*2 dostaniemy

2
s(s — 1)L +2spl’ + p2L" + <,0 — 1) (spL + p2L')

A—1 [(I+1
[ B (‘Z )]szZO'
p p

Po uporzadkowaniu otrzymamy réwnanie

U +pR(s+1) —pl ' +[p(A=1—5)+s(s+1)—I(/+1)]L=0.
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Réwnanie

PPl +p2(s+1) —p] L' +[p(A=1—=8)+s(s+1)—I(/ +1)]L=0
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Réwnanie

PPl +p2(s+1) —p] L' +[p(A=1—=8)+s(s+1)—I(/ +1)]L=0

dla p = 0 daje
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Réwnanie

PPL +p[2(s+1) = pl L'+ [p(A=1—=5)+s(s+1) = /(I +1)]L=0
dla p = 0 daje

[s(s+1)—I(/+1)]L(0) =0,
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Réwnanie

PPl +p2(s+1) —p] L' +[p(A=1—=8)+s(s+1)—I(/ +1)]L=0
dla p = 0 daje
[s(s+1)—I(/+1)]L(0) =0,

ale L(0) = ap # 0, dlatego musi zachodzi¢
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Réwnanie

PPl +p2(s+1) —p] L' +[p(A=1—=8)+s(s+1)—I(/ +1)]L=0
dla p = 0 daje

[s(s+1)—I(/+1)]L(0) =0,
ale L(0) = ap # 0, dlatego musi zachodzi¢

s(s+1)—1I(I+1)=0
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Réwnanie

PPl +p2(s+1) —p] L' +[p(A=1—=8)+s(s+1)—I(/ +1)]L=0
dla p = 0 daje

[s(s+1)—I(/+1)]L(0) =0,
ale L(0) = ap # 0, dlatego musi zachodzi¢

s(s+1)—I(l+1)=0 = 24+s=PL+I
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Réwnanie

PPl +p2(s+1) —p] L' +[p(A=1—=8)+s(s+1)—I(/ +1)]L=0
dla p = 0 daje

[s(s+1)—I(/+1)]L(0) =0,
ale L(0) = ap # 0, dlatego musi zachodzi¢

s(s+1)—I(l+1)=0 = 24+s=PL+I

1

Dodajmy do obu stron 4
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Réwnanie

PPl +p2(s+1) —p] L' +[p(A=1—=8)+s(s+1)—I(/ +1)]L=0
dla p = 0 daje

[s(s+1)—I(/+1)]L(0) =0,
ale L(0) = ap # 0, dlatego musi zachodzi¢

s(s+1)—I(l+1)=0 = 24+s=PL+I
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Dodajmy do obu stron 4
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Réwnanie

PPl +p2(s+1) —p] L' +[p(A=1—=8)+s(s+1)—I(/ +1)]L=0
dla p = 0 daje

[s(s+1)—I(/+1)]L(0) =0,
ale L(0) = ap # 0, dlatego musi zachodzi¢

s(s+1)—I(l+1)=0 = 24+s=PL+I

1

Dodajmy do obu stron 4

=

1 1 1 1 1\2 1\2
2 2 T _ 2 = ) 2
s°+2 2s+ =142 2I—|—4 = (s+2> _</+2>
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Pierwiastkujac obustronnie otrzymamy
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Pierwiastkujac obustronnie otrzymamy

1 1
s—I—:j:(I—i—)

2 2
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Pierwiastkujac obustronnie otrzymamy

1 1
=4 (/+= = =1
5—1—2 (+2) s
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Pierwiastkujac obustronnie otrzymamy

1 1
s+2:j:(l+2) = s=/ lub s=-/-1.
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Pierwiastkujac obustronnie otrzymamy

1 1
s+2:j:(l+2) = s=/ lub s=-/-1.

/-1

Drugie rozwiazanie jest niefizyczne, gdyz p='=* — o0, dla p — 0.
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Pierwiastkujac obustronnie otrzymamy

1 1
s+2:j:(l+2) = s=/ lub s=-/-1.

Drugie rozwiazanie jest niefizyczne, gdyz p~/=~1 — oo, dla p — 0.

Dlatego s = I i nasze réwnanie przyjmuje postaé
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Pierwiastkujac obustronnie otrzymamy

1 1
s+2:j:<l+2) = s=/ lub s=-/-1.

Drugie rozwiazanie jest niefizyczne, gdyz p~/=~1 — oo, dla p — 0.

Dlatego s =/ i nasze rébwnanie przyjmuje postac
PPl +p2(1+1) = p] ' +p(A—=1—1)L =0,

a po przedzieleniu przez p otrzymamy
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Pierwiastkujac obustronnie otrzymamy

1 1
s+2:j:<l+2) = s=/ lub s=-/-1.

Drugie rozwiazanie jest niefizyczne, gdyz p~/=~1 — oo, dla p — 0.

Dlatego s =/ i nasze rébwnanie przyjmuje postac
PPl +p2(1+1) = p] ' +p(A—=1—1)L =0,
a po przedzieleniu przez p otrzymamy

le/
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Pierwiastkujac obustronnie otrzymamy

1 1
s+2:j:<l+2) = s=/ lub s=-/-1.

Drugie rozwiazanie jest niefizyczne, gdyz p~/=~1 — oo, dla p — 0.

Dlatego s =/ i nasze rébwnanie przyjmuje postac
PPl +p2(1+1) = p] ' +p(A—=1—1)L =0,
a po przedzieleniu przez p otrzymamy

pl" +2(1+1) — p] L
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Pierwiastkujac obustronnie otrzymamy

1 1
s+2:j:<l+2) = s=/ lub s=-/-1.

Drugie rozwiazanie jest niefizyczne, gdyz p~/=~1 — oo, dla p — 0.

Dlatego s =/ i nasze rébwnanie przyjmuje postac
PPl +p2(1+1) = p] ' +p(A—=1—1)L =0,
a po przedzieleniu przez p otrzymamy

pl" +2(1+1) = p] '+ (A =1-1)L=
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Pierwiastkujac obustronnie otrzymamy

1 1
s+2:j:<l+2) = s=/ lub s=-/-1.

Drugie rozwiazanie jest niefizyczne, gdyz p~/=~1 — oo, dla p — 0.

Dlatego s =/ i nasze rébwnanie przyjmuje postac
PPl +p2(1+1) = p] ' +p(A—=1—1)L =0,
a po przedzieleniu przez p otrzymamy

pl" + 21+ 1) = p] '+ (A—1—1)L=0.
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Wykorzystajmy jawna posta¢ wielomianu L(p)
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Wykorzystajmy jawna posta¢ wielomianu L(p)

L

Atom wodoru 39/66



Wykorzystajmy jawna posta¢ wielomianu L(p)

L =
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Wykorzystajmy jawna posta¢ wielomianu L(p)

L = ag+aip+ap’+..+ap’ + ..,

Atom wodoru 39/66



Wykorzystajmy jawna posta¢ wielomianu L(p)

L = ag+aip+ap’+..+ap’ + ..,
L/
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Wykorzystajmy jawna posta¢ wielomianu L(p)

L = ag+aip+ap’+..+ap’ + ..,
U =
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Wykorzystajmy jawna posta¢ wielomianu L(p)

L = ag+aip+ap’+..+ap’ + ..,
U = al+232p+333p2+...—|—1/a,,p”*1+(V+1)a,,+1p”+...,
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Wykorzystajmy jawna posta¢ wielomianu L(p)

L = ag+aip+ap’+..+ap’ + ..,
U = al+232p+333p2+...—|—1/a,,p”*1+(V+1)a,,+1p”+...,
L//
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Wykorzystajmy jawna posta¢ wielomianu L(p)

L = ag+aip+ap’+..+ap’ + ..,
U = al+232p+333p2+...—|—1/a,,p”*1+(V+1)a,,+1p”+...,
L// —
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Wykorzystajmy jawna posta¢ wielomianu L(p)

L = ag+aip+ap’+..+ap’ + ..,
U = al+232p+3a3p2+...—|—1/a,,p”*1 + (v + Dayy1p” + ...,
" = 2ay46a3p+..+v(v—1ap 2+ W+ 1ra,1p" 1 + ...
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Wykorzystajmy jawna posta¢ wielomianu L(p)

L = ag+aip+ap’+..+ap’ + ..,
U = al+232p+3a3p2+...—|—1/a,,p”*1 + (v + Dayy1p” + ...,
" = 2ay46a3p+..+v(v—1ap 2+ W+ 1ra,1p" 1 + ...

w réwnaniu

pl" + 201+ 1) = p] ' + (A—1— 1)L =0.
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Wykorzystajmy jawna posta¢ wielomianu L(p)

L = ag+aip+ap’+..+ap’ + ..,
U = al+232p+333p2+...+1/a,,p”*1 + (v + Dayy1p” + ...,
" = 2ay46a3p+..+v(v—1ap 2+ W+ 1ra,1p" 1 + ...

w réwnaniu
pl" +2(1+1)—p]l'+(A=1-1)L=0.

Wspdtczynnik przy potedze p” w tym réwnaniu jest réwny
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Wykorzystajmy jawna posta¢ wielomianu L(p)
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w réwnaniu
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Wspdtczynnik przy potedze p” w tym réwnaniu jest réwny

(v +1rvay41
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Wykorzystajmy jawna posta¢ wielomianu L(p)

L = ag+aip+ap’+..+ap’ + ..,
U = al+232p+333p2+...+1/a,,p”*1 + (v + Dayy1p” + ...,
" = 2ay46a3p+..+v(v—1ap 2+ W+ 1ra,1p" 1 + ...

w réwnaniu
pl" +2(1+1)—p]l'+(A=1-1)L=0.
Wspdtczynnik przy potedze p” w tym réwnaniu jest réwny

(v+ 1vays1 +2(/+ 1) (v + 1)ay41 — va,
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" = 2ay46a3p+..+v(v—1ap 2+ W+ 1ra,1p" 1 + ...

w réwnaniu
pl" +2(1+1)—p]l'+(A=1-1)L=0.
Wspdtczynnik przy potedze p” w tym réwnaniu jest réwny

(v+Dray +2(l+1)(v+1ay41 —va, +(A—1—-1a, =
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Wykorzystajmy jawna posta¢ wielomianu L(p)

L = ag+aip+ap’+..+ap’ + ..,
U = al+232p+333p2+...+1/a,,p”*1 + (v + Dayy1p” + ...,
" = 2ay46a3p+..+v(v—1ap 2+ W+ 1ra,1p" 1 + ...

w réwnaniu
pl" +2(1+1)—p]l'+(A=1-1)L=0.
Wspdtczynnik przy potedze p” w tym réwnaniu jest réwny

(v+1Dray1 +2(/ +1)(v+1)ay41 —va, + (A —1—1)a, =0,
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Wykorzystajmy jawna posta¢ wielomianu L(p)

L = ag+aip+ap’+..+ap’ + ..,
U = al+232p+333p2+...+1/a,,p”*1 + (v + Dayy1p” + ...,
" = 2ay46a3p+..+v(v—1ap 2+ W+ 1ra,1p" 1 + ...

w réwnaniu

pl" +2(1+1)—p]l'+(A=1-1)L=0.
Wspdtczynnik przy potedze p” w tym réwnaniu jest réwny
(v+1vay+1 +2(/+ 1) (v + 1)ay41 —vay, + (A —1—1)a, =0,

gdyz wspétczynniki przy wszystkich potegach p musza znikac.
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W ten sposéb otrzymujemy wzér rekurencyjny dla wspdtczynnikdw
a, wielomianu L(p)
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W ten sposéb otrzymujemy wzér rekurencyjny dla wspdtczynnikdw
a, wielomianu L(p)

(v + D+ 20+ D + D] avia
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W ten sposéb otrzymujemy wzér rekurencyjny dla wspdtczynnikdw
a, wielomianu L(p)

[+ v+ 20+ D)+ D] apr =
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W ten sposéb otrzymujemy wzér rekurencyjny dla wspdtczynnikdw
a, wielomianu L(p)

(v+1v+2(/+1)v+1]ap+1 = [v—OA—-1-1)]a,,
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W ten sposéb otrzymujemy wzér rekurencyjny dla wspdtczynnikdw
a, wielomianu L(p)

(v+1v+2(/+1)v+1]ap+1 = [v—OA—-1-1)]a,,
ay+1
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W ten sposéb otrzymujemy wzér rekurencyjny dla wspdtczynnikdw
a, wielomianu L(p)

(v+1v+2(/+1)v+1]ap+1 = [v—OA—-1-1)]a,,
ay+1
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W ten sposéb otrzymujemy wzér rekurencyjny dla wspdtczynnikdw
a, wielomianu L(p)

(v+1v+2(/+1)v+1]ap+1 = [v—OA—-1-1)]a,,
a1 v+I1+1-—X
a  (wH+Dw+2+2)
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W ten sposéb otrzymujemy wzér rekurencyjny dla wspdtczynnikdw

a, wielomianu L(p)

(v+1v+2(/+1)v+1]ap+1 = [v—OA—-1-1)]a,,
a1 v+I1+1-—X
a  (wH+Dw+2+2)

Dla v — oo otrzymamy

dy+1
ay

R | =
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W ten sposéb otrzymujemy wzér rekurencyjny dla wspdtczynnikdw
a, wielomianu L(p)

(v+1v+2(/+1)v+1]ap+1 = [v—OA—-1-1)]a,,
a1 v+I1+1-—X
a  (wH+Dw+2+2)

Dla v — oo otrzymamy

)

y+1 1
a, v

a to jest niedopuszczalne, gdyz w taki sposéb zachowuja sie np.
wspotczynniki rozwiniecia funkcji e”.
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Rzeczywiscie

a wiec
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Rzeczywiscie

J— v o__ 14
=3 | =2
v=0 p= v=0 """
a wiec
1
v+l (v+1)!
a, 1
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Rzeczywiscie

ef = —e| =3
v=0 V! p=0 v=0 vl
a wiec
1
w1 _ D _ v! _
ay 1 (v+1)!
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Rzeczywiscie

ef = —e| =3
= vl lp=0 fr vl
a wiec
1
v+l _ (D! _ vl 1 . 1
a 1 rv+1)! v+1 v
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Rzeczywiscie

ef = —e| =3
= vl lp=0 fr vl
a wiec
1
1 _ Al _ vl _ 1 . 1
a, 1 v+1)! v+1 v’

W takim razie szereg wystepujacy w definicji L(p) musi byé
skonczony.
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Rzeczywiscie

el =) el p=3 S
= vl lp=0 fr v!
a wiec
1
1 _ Al _ vl _ 1 . 1
a, L v+1)! v+1 v’

W takim razie szereg wystepujacy w definicji L(p) musi byé
skonczony.

L(p) = a0+ a1p+ ap® + ... + awp"
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Rzeczywiscie

el =) el p=3 S
= vl lp=0 fr v!
a wiec
1
1 _ Al _ vl _ 1 . 1
a, L v+1)! v+1 v’

W takim razie szereg wystepujacy w definicji L(p) musi byé
skonczony.

L(p) = a0+ a1p+ ap® + ... + awp"

gdzie najwyzsza potege oznaczyliémy przez n'.
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Wszystkie wspdtczynniki przy wyzszych potegach musza znikad.
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Wszystkie wspotczynniki przy wyzszych potegach muszg znikaé. W
szczegdblnosci a1 = 0, a wiec

a1 n+1+1-X\

oy (W) x2142) O
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— = [+1—-X=0.
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Otrzymali$my nastepujacy warunek

A=n+1+1=n.
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— = [+1—-X=0.
VR b iy B SN 0

Otrzymali$my nastepujacy warunek
A=n+1+1=n.

n nazywamy gtéwna liczba kwantows,
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szczegdblnosci a1 = 0, a wiec

a1 n+1+1-X\ ,
— = [+1—-X=0.
VR b iy B SN 0

Otrzymali$my nastepujacy warunek
A=n+1+1=n.
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Wszystkie wspotczynniki przy wyzszych potegach muszg znikaé. W
szczegdblnosci a1 = 0, a wiec

a1 n+1+1-X\ ,
— = [+1—-X=0.
VR b iy B SN 0

Otrzymali$my nastepujacy warunek
A=n+1+1=n.

n nazywamy gtéwna liczba kwantowa, a n’ nazywamy radialna
liczba kwantowa.

Zauwazmy, ze skoro /,n’ = 0,1,2, ..., to dopuszczalnymi
wartoéciami gtéwnej liczby kwantowej sg
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Wszystkie wspotczynniki przy wyzszych potegach muszg znikaé. W
szczegdblnosci a1 = 0, a wiec

a1 n+1+1-X\ ,
— = [+1—-X=0.
VR b iy B SN 0

Otrzymali$my nastepujacy warunek
A=n+1+1=n.

n nazywamy gtéwna liczba kwantowa, a n’ nazywamy radialna
liczba kwantowa.

Zauwazmy, ze skoro /,n’ = 0,1,2, ..., to dopuszczalnymi
wartoéciami gtéwnej liczby kwantowej sg

n=123,..
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Ze zwiazku

A=n=n+1+1

wynika,
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Ze zwiazku
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orbitalnego momentu pedu w atomie wodoru jest n — 1,
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Ze zwiazku

A=n=n+1+1
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Ze zwiazku
A=n=n+1+1

wynika, ze maksymalna mozliwg wartoscig liczby kwantowe]
orbitalnego momentu pedu w atomie wodoru jest n — 1, wiec

[=0,1,2,....,n— 1.

Przypomnijmy, ze wprowadziliSmy oznaczenie

A=—,/——==n

n \ 2/E]
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Ze zwiazku
A=n=n+1+1

wynika, ze maksymalna mozliwg wartoscig liczby kwantowe]
orbitalnego momentu pedu w atomie wodoru jest n — 1, wiec

[=0,1,2,....,n— 1.

Przypomnijmy, ze wprowadziliSmy oznaczenie

>\:7 _— =
no\2E[ " 7
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Ze zwiazku
A=n=n+1+1

wynika, ze maksymalna mozliwg wartoscig liczby kwantowe]
orbitalnego momentu pedu w atomie wodoru jest n — 1, wiec

1=0,1,2,...,n— 1.
Przypomnijmy, ze wprowadziliSmy oznaczenie

)\—Z—e2 S = n2_Z2e47m
— h \2E] k2 2|
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Ze zwiazku
A=n=n+1+1

wynika, ze maksymalna mozliwg wartoscig liczby kwantowe]
orbitalnego momentu pedu w atomie wodoru jest n — 1, wiec

1=0,1,2,...,n— 1.
Przypomnijmy, ze wprowadziliSmy oznaczenie

Ze? ['m n2_Z2e4 m
no\[21E] k2 2|
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Ze zwiazku
A=n=n+1+1

wynika, ze maksymalna mozliwg wartoscig liczby kwantowe]
orbitalnego momentu pedu w atomie wodoru jest n — 1, wiec

[=0,1,2,....,n— 1.

Przypomnijmy, ze wprowadziliSmy oznaczenie

Lz m 5 2%t m
— h \2E] k2 2|
mZ2%e*
E|=—EF=-—2"°
= [E| 2h2n?
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W ten sposéb otrzymali$my wzér na dozwolone energie (poziomy
energetyczne) atomu wodoru
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gdzie n=1,23, ...
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W ten sposéb otrzymali$my wzér na dozwolone energie (poziomy
energetyczne) atomu wodoru

mZ2e*

E,=-22°
2h2n2

gdzie n=1,23, ...

Taki sam wzér otrzymaliémy w modelu Bohra.
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W ten sposéb otrzymali$my wzér na dozwolone energie (poziomy
energetyczne) atomu wodoru

mZ2e*

En = ——5—,
2h2n2

gdzie n=1,23, ...

Taki sam wzér otrzymaliémy w modelu Bohra.

Widzimy, ze atom wodoru ma nieskonczenie wiele dozwolonych
poziomodw energetycznych, poczynajac od stanu podstawowego,
dan=1

mZ2e*
2h2 7’
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W ten sposéb otrzymali$my wzér na dozwolone energie (poziomy
energetyczne) atomu wodoru

mZ2e*

En = ——5—,
2h2n2

gdzie n=1,23, ...

Taki sam wzér otrzymaliémy w modelu Bohra.
Widzimy, ze atom wodoru ma nieskonczenie wiele dozwolonych
poziomodw energetycznych, poczynajac od stanu podstawowego,
dan=1
mZ?e*

2n2 7

a konczac na E =0dla n — oo.
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Jest to konsekwencja faktu, ze potencjat Coulomba zachowuje sie
jak

SN

Atom wodoru 45/66



Jest to konsekwencja faktu, ze potencjat Coulomba zachowuje sie
jak
1
pt
Liczba n przyjmuje wartosci naturalne tylko dzieki przyjetemu
zatozeniu, ze

2mE 1

a2~ 4
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Réwnanie

pl" +2(1+1) —p]L'+(A=1-1)L=0

dla A = n ma postaé
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Réwnanie

pl" +2(1+1) —p] '+ (A=1—-1)L=0
dla A = n ma postaé

pl" +2(1+1) —p]' +(n—1—-1)L=0
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Réwnanie

pl" +2(1+1) —p]L'+(A=1-1)L=0
dla A = n ma postaé
pl" +2(1+1) —p]' +(n—1—-1)L=0

Zadanie. Pokaza¢d, ze rozwigzaniem tego réwnania sg tzw.
stowarzyszone wielomiany Laguerre'a, ktére wyrazajg sie wzorem

n—I1-1 n NI
L o) = kgo (™ (n—1—1 K /:)r(;/]Jr 1+ k)Ik! ot
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Zbierzmy w catos¢ rozwiazanie réwnania radialnego
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R(p) = F(p)e 2" = pL(p)e 2",
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R(p) = F(p)e 2" = pL(p)e 2",

gdzie przyjeliSmy oznaczenia
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Zbierzmy w catos¢ rozwiazanie réwnania radialnego

R(p) = F(p)e™ 2" = p*L(p)e 2,
gdzie przyjeliSmy oznaczenia

p=ar,
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Zbierzmy w catos¢ rozwiazanie réwnania radialnego

1

R(p) = F(p)e™ 2" = p*L(p)e 2,
gdzie przyjeliSmy oznaczenia

v/8m|E,|

p:ar7 a = ?

h
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Zbierzmy w catos¢ rozwiazanie réwnania radialnego

1

R(p) = F(p)e™ 2" = p*L(p)e 2,
gdzie przyjeliSmy oznaczenia

2 4
p—ar.  a=VEMEl o mZ7e
h 2h2n?
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Zbierzmy w catos¢ rozwiazanie réwnania radialnego

1

R(p) = F(p)e™ 2" = p*L(p)e 2,
gdzie przyjeliSmy oznaczenia

2 4
p—ar.  a=VEMEl o mZ7e
h 2h2n?

i pokazalismy, ze s = .
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Zbierzmy w catos¢ rozwiazanie réwnania radialnego

1

R(p) = F(p)e™ 2" = p*L(p)e 2,
gdzie przyjeliSmy oznaczenia

2 4
p—ar.  a=VEMEl o mZ7e
h 2h2n?

i pokazalismy, ze s = .
W takim razie

p:
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Zbierzmy w catos¢ rozwiazanie réwnania radialnego

1

R(p) = F(p)e™ 2" = p*L(p)e 2,
gdzie przyjeliSmy oznaczenia

V8m[E,| £ mZ2e*
=ar o=-—-" = ——
p ) A ) n 2h2 n2
i pokazalismy, ze s = .
W takim razie

2mZe?
p =

- r =
h2n
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Zbierzmy w catos¢ rozwiazanie réwnania radialnego

1

R(p) = F(p)e™ 2" = p*L(p)e 2,
gdzie przyjeliSmy oznaczenia

V8m[E,| £ mZ2e*
=ar o=-—-" = ——
p ) A ) n 2h2 n2
i pokazalismy, ze s = .
W takim razie

2mZe? 27
p =

—_— = —
h2n nag
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Zbierzmy w catos¢ rozwiazanie réwnania radialnego

1

R(p) = F(p)e™ 2" = p*L(p)e 2,
gdzie przyjeliSmy oznaczenia

V8m[E,| £ mZ2e*

p = ar, o = 5 n—

h - 2R2p2
i pokazalismy, ze s = .
W takim razie
2mZe? 27 " h?
=—1r=—1r zie ag = —5
r h2n nao 0 S0 T e
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Zbierzmy w catos¢ rozwiazanie réwnania radialnego

1

R(p) = F(p)e™ 2" = p*L(p)e 2,
gdzie przyjeliSmy oznaczenia

V8mIE,] £ mZ2e*

p=ar, a="— E=opn

i pokazalismy, ze s = .
W takim razie

2mZe? 2Z " h?
= — = — ! 71 an = ——
P h2n nag gdz1e 4o me?

jest promieniem Bohra.
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Ostatecznie cze$¢ radialna funkcji falowej dana jest wzorem

_ Jr2z 3M %e*
Rnl(r)_ {(nao) 2n[(n+/)!]3}

or (ar)’ Lif:'/l(ar),

NI
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Ostatecznie cze$¢ radialna funkcji falowej dana jest wzorem

_ Jr2z 3M %e*
Rnl(r)_ {(nao) 2n[(n+/)!]3}

a petna unormowana funkcja falowa atomu wodoru ma postaé

or (ar)’ Lif:'/l(ar),

NI

unlm(F) = Unlm(r,eaéﬁ) = Rnl(r) Ylm(ga QO),

gdzie Y)m(0, ) to harmoniki sferyczne.
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Ostatecznie cze$¢ radialna funkcji falowej dana jest wzorem

_ Jr2z 3M %e*
Rnl(r)_ {(nao) 2n[(n+/)!]3}

a petna unormowana funkcja falowa atomu wodoru ma postaé

NI

or (ar)’ Lif:'/l(ar),

unlm(F) = Unlm(r,eaéﬁ) = Rnl(r) Ylm(ga QO),

gdzie Y)m(0, ) to harmoniki sferyczne.
Gtéwna liczba kwantowa n, od ktérej zalezg poziomy energetyczne
atomu, moze przyjmowac wartosci

n=1,23 ..,
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a liczba kwantowa orbitalnego momentu pedu / i magnetyczna
liczba kwantowa m zmieniaja sie w zakresie

[=0,1,2,...,n—1, m=0,+1,42, ..., /.
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a liczba kwantowa orbitalnego momentu pedu / i magnetyczna
liczba kwantowa m zmieniaja sie w zakresie

1=0,1,2,,n—1, m=0,+1,+2 ... +I.
Obliczmy przyktadowo funkcje uago(F) i tz10(F)-
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a liczba kwantowa orbitalnego momentu pedu / i magnetyczna
liczba kwantowa m zmieniaja sie w zakresie

1=0,1,2,,n—1, m=0,+1,+2 ... +I.
Obliczmy przyktadowo funkcje uago(F) i tz10(F)-

u200(7) = Rao(r) Yoo(0, »), u10(r) = Ro1(r) Y10(0, ).
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a liczba kwantowa orbitalnego momentu pedu / i magnetyczna
liczba kwantowa m zmieniaja sie w zakresie

1=0,1,2,...,n—1, m=0,41,42, ... +/.
Obliczmy przyktadowo funkcje uago(F) i tz10(F)-
tooo(F) = Rao(r) Yoo(0, ),  uz10(F) = Raa(r) Yio(0, ).

Harmoniki sferyczne Ygo(6, ) i Yio(0, ) obliczylismy juz
wczesniej.
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a liczba kwantowa orbitalnego momentu pedu / i magnetyczna
liczba kwantowa m zmieniaja sie w zakresie

1=0,1,2,...,n—1, m=0,41,42, ... +/.
Obliczmy przyktadowo funkcje uago(F) i tz10(F)-
tooo(F) = Rao(r) Yoo(0, ),  uz10(F) = Raa(r) Yio(0, ).

Harmoniki sferyczne Ygo(6, ) i Yio(0, ) obliczylismy juz
wczesniej. Teraz musimy znalez¢é funkcje radialne Ryo(r) i Ra1(r).
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1

22N =D e
Rai(r) = {(nao> 2n[(n+/)!]3} ¢ ppL"J:r’ (P):
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_ 2Z\* (n—1-1)! %e*% 12141
(1) = _{(nao> 2n[(n+/)!]3} oLnr ()

3 N 5 X
RQO(r):_{@i) M} e L3 )
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_ 2Z\* (n—1-1)! %e*% 12141
(1) = _{(nao> 2n[(n+/)!]3} oLnr ()

3 N 5 X
RQO(r):_{@i) M} e L3 )
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1
2Z\* (n—1=11? 1, 0

— _— e 5P L +1 7
(”30 2n[(n+/)1]3} P L ()

1

3 N 5 X
)=~ {(2) M} R

0
Z\3? 1 2 -
B _{<ao> 4-23} e 213(p)
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1
2Z\3 (n—1-1)! % _.
- _— —sp A l121+1
( 2n[(n+/)!]3} e 2PpLoy (),
1

3 N 5 X
)=~ {(2) M} R

0
- ) }; i) =~ (5)

3
2
e 2130 (p),

N| -

Atom wodoru 50/66



1
2Z\* (n—1=11? 1, 0

— _— e 5P L +1 7
(”30 2n[(n+/)1]3} P L ()

3 A i .
)=~ {(2) M} R

0
7 3 1 2 7 L |
- _{<30> -23} ¢ szé(p)—_QaO) e L35 (p),
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2Z\* (n—1=11? 1, 0

— _— e 5P L +1 7
(”30 2n[(n+/)1]3} P L ()

3 A i .
)=~ {(2) M} R

0
7 3 1 2 7 L |
- _{<30> -23} ¢ szé(p)—_QaO) e L35 (p),
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1
2Z\3 (n—1-1)1 % _.
JR— ~ —sp A l121+1
( 2n[(n+/)!]3} e 2Ly (p),

22\ (2-0-1) \* 1,45
() == ( 22[(“0).]3} 401308 (p)

0
4 3 1 2 1 7 %1 1 )
- _{<30> -23} ¢ szé(p)—_QaO) e L35 (p),

1
3 2
0! 1 .
} o2 (o)
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n—[—1
L) = Y (-yfe (n—7-1 K k;L(l;;]+ 1+ k)Ik! ot

k=0
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-1 n+ N1
LSy = > (pe (n_/_1¥kj):(;/]+1+k)!k!

p~.

k=0

L5757 (p)
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-1 n+ N1
LSy = > (pe (n_/_1¥kj):(;/]+1+k)!k!

p~.

k=0

L35 p) =
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n n+ N

L (o) = kz::O (7 (n—1-1 K k;(;/]+1+ k) Ikl o
1

L5251 (p) = kZ:%(—l)kH = k)!é T K)IK! p =
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n—I—1 2
+ N1
(2141 _ _q)kt2ltt [(n k.
nil (P) kz::O (=1) (n—1—1— k)2 +1+k)k "
! k+1 4 4
[2:0+1 _ _1)kF k— 44—
20 (P) kZ:%( ) 1— K1+ k)7 TP
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L215p) =

L3247 p) =

L3 (p)

n—I—1 [(n N I)|]2
I;) (_1)k+2l+1 (n—/— 1-— k)!(2/_|_1_|_ k)'k' pk.
; 1)<+t 4 K g 4

kZ:%(_ ) I +t50
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-1

12H1(p) = Z (—1)kt2H [(n oK.
n+/
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Zadanie. Znalez¢ radialne funkcje falowe R,/(r) atomu wodoru dla
n=1in=3.
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Uwzgledniajac, ze p = a%r, a harmoniki sferyczne Yoo(0, @) i
Y10(0, ) dane s3 wzorami

1 1
1)\:2 3\2
Yoo(0, ¢) = ( ) ; Y1i0(0, ) = <47r> cos ¥,

4
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Y10(0, ¢) dane sa wzorami

1 % 3\2
Y00(974P)Z< ) ) Y10(9,g0)=<47r> cos b,

4

dostaniemy

u00(r) =
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Uwzgledniajac, ze p = a%r, a harmoniki sferyczne Yoo(0, @) i

Y10(0, ) dane s3 wzorami

1 1
1)\:2 3\2
Yoo(0, ¢) = ( ) ; Y1i0(0, ) = <47r> cos ¥,

e

dostaniemy

oo(F) = Roo(r) Yoo(, ) = (1); ( A )2 (2 B Zf) e—ﬁrj

4 2730 ao
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Uwzgledniajac, ze p = a%r, a harmoniki sferyczne Yoo(0, @) i

Y10(0, ) dane s3 wzorami

1 1
1)\:2 3\2
Yoo(0, ¢) = <47r> ) Y1i0(0, @) = (47r> cos b,

dostaniemy
1 3
1\2 Z \2 V4 _z,
u00(r) = Rao(r) Yoo(0,¢) = (477) (2ao> (2_ aor) ¢
t10(F)
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1)\:2 3\2
Yoo(0, ¢) = <47r> ) Y1i0(0, @) = (47r> cos b,

dostaniemy
1 3
1\2 Z \2 V4 _z,
u00(r) = Rao(r) Yoo(0,¢) = (477) (2ao> (2_ aor) ¢
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Uwzgledniajac, ze p = a%r, a harmoniki sferyczne Yoo(0, @) i

Y10(0, ) dane s3 wzorami

1 1
1)\:2 3\2
Yoo(0, ¢) = <47r> ) Y1i0(0, @) = (47r> cos b,

dostaniemy
1 3
1\2 Z \2 V4 _z,
u0(r) = Rao(r) Yoo(0,») = (477) (2ao> (2_ aor) ¢
w10(F) = Ra(r) Yio(0,¢) =
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Uwzgledniajac, ze p = a%r, a harmoniki sferyczne Yoo(0, @) i

Y10(0, ) dane s3 wzorami

1 1
1)\:2 3\2
Yoo(0, ¢) = ( ) ; Y1i0(0, ) = <47r> cos ¥,

4z
dostaniemy
1 3
1 2 7 2 V4 _z,
u0(r) = Rao(r) Yoo(0,») = (477) (2ao> (2 - aor) ¢
1 3
1\2/2Z\2Z —Z,
to10(r) = Raa(r) Yio(0, ) = (477) (230) a—orcos«9e 220
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Uwzgledniajac, ze p = a%r, a harmoniki sferyczne Yoo(0, @) i

Y10(0, ¢) dane sa wzorami

1 1
1)\:2 3\2
Yoo(0, ¢) = ( ) ; Y1i0(0, ) = <47r> cos ¥,

4

dostaniemy

NI—=
N

— 2——r)e 20,
230 ao

troo(r) = Reo(r) Yoo(0, ) = (1)

47
1 2 Z 3 Z z
U210(F) = R21(I’) \/10(97 QO) = (471_) (230) a—or(:osae_%r7

gdzie ag jest promieniem orbity Bohra, a Z liczba protonéw w
jadrze.
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Poniewaz harmoniki sferyczne sa ortogonalne, to dozwolone;j
energii atomu

mZ2e*

En ="

gdzie n=1,273, ...,
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Poniewaz harmoniki sferyczne sa ortogonalne, to dozwolone;j
energii atomu

mZ2e* .
En: —W gdz1e n = ].72737...7
odpowiada
n—1 /
do1
1=0 m=—1
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Poniewaz harmoniki sferyczne sa ortogonalne, to dozwolone;j
energii atomu

mZ2e*

En ="

gdzie n=1,273, ...,

odpowiada

|
-

n

/
Z 1= (2/+1)

QM"
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o
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Poniewaz harmoniki sferyczne sa ortogonalne, to dozwolone;j
energii atomu

mZ2e*

En ="

gdzie n=1,273, ...,

odpowiada

U il 2.04+1+2(n—1)+1
221:;(2/“): 5 n

1=0 m=—1/
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Poniewaz harmoniki sferyczne sa ortogonalne, to dozwolone;j
energii atomu

mZ2e*

En ="

gdzie n=1,273, ...,

odpowiada

n—1 |/ n—1
2.0+14+2(n—1)+1 )
1= 2[+1) = n=n
SPIEES SRR :

1=0 m=—1/
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Poniewaz harmoniki sferyczne sa ortogonalne, to dozwolone;j
energii atomu

mZ2e*

En ="

gdzie n=1,273, ...,

odpowiada

1 | n—1 2:0+1+2(n—1)+1 2
IR ;(2/+1): > =

1=0 m=—1/

funkcji wtasnych.
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Poniewaz harmoniki sferyczne sa ortogonalne, to dozwolone;j
energii atomu

mZ2%e* .
En: —W gdz1e n = ].72737...7
odpowiada
! il 2.04+1+2(n—1)+1 )
dod 1= > (2I+1)= 5 n=n
1=0 m=—1 1=0

funkcji wtasnych. Czyli n-ty poziom energetyczny atomu wodoru
jest n®-krotnie zdegenerowany.
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Poniewaz harmoniki sferyczne sa ortogonalne, to dozwolone;j
energii atomu

mZ2%e* .
En: —W gdz1e n = ].72737...7
odpowiada
! il 2.04+1+2(n—1)+1 )
dod 1= > (2I+1)= 5 n=n
1=0 m=—1 1=0

funkcji wtasnych. Czyli n-ty poziom energetyczny atomu wodoru
jest n®-krotnie zdegenerowany.

Degeneracja jest dwukrotnie wieksza, jesli uwzglednimy spin
elektronu.
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Przy uzyciu statej Rydberga, R = h2 = 13.6 eV, dozwolone
energie atomu wodoru o Z = 1 mozemy zapisa¢ w formie
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Przy uzyciu statej Rydberga, R = h2 = 13.6 eV, dozwolone
energie atomu wodoru o Z = 1 mozemy zapisa¢ w formie

me*

Er= -
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Przy uzyciu statej Rydberga, R = h2 = 13.6 eV, dozwolone
energie atomu wodoru o Z = 1 mozemy zapisa¢ w formie

me* R

0= o = T
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Przy uzyciu statej Rydberga, R = 2h2 = 13.6 eV, dozwolone
energie atomu wodoru o Z = 1 mozemy zapisa¢ w formie

me* R .
En=—5ma= " sdde n=123...
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Przy uzyciu statej Rydberga, R = 2h2 = 13.6 eV, dozwolone
energie atomu wodoru o Z = 1 mozemy zapisa¢ w formie

me* R .
En=—5ma= " sdde n=123...

Zastanéwmy sie, dlaczego elektron nie spada na jadro, tak jak
miatoby to miejsce w przypadku klasycznym?

Atom wodoru 55/66



Przy uzyciu statej Rydberga, R = 2h2 = 13.6 eV, dozwolone
energie atomu wodoru o Z = 1 mozemy zapisa¢ w formie
4
me R .

En:—mz—?, glee n:1,2,3,...
Zastanéwmy sie, dlaczego elektron nie spada na jadro, tak jak
miatoby to miejsce w przypadku klasycznym?

Dozwolone stany kwantowe atomu wodoru s3 stanami
stacjonarnymi

Unlm(F) = Unlm(ra07¢) = Rnl(r) Ylm(97 Sp)a
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Przy uzyciu statej Rydberga, R = h2 = 13.6 eV, dozwolone
energie atomu wodoru o Z = 1 mozemy zapisa¢ w formie

me* R

En=—5ma= " sdde n=123...

Zastanéwmy sie, dlaczego elektron nie spada na jadro, tak jak
miatoby to miejsce w przypadku klasycznym?

Dozwolone stany kwantowe atomu wodoru s3 stanami
stacjonarnymi

Unlm(F) = Unlm(ra07¢) = Rnl(r) Ylm(97 Sp)a

a wiec niezaleznymi od czasu.
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Nawet, jesli uwzglednimy zalezno$¢ od czasu petnej funkcji falowej
atomu wodoru wynikajaca z czasowego réwnania Schrodingera, to
ma ona prostg postaé

i

¢nlm(Fa t) = Unlm(F) e_hEnt-
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Nawet, jesli uwzglednimy zalezno$¢ od czasu petnej funkcji falowej
atomu wodoru wynikajaca z czasowego réwnania Schrodingera, to
ma ona prostg postaé

i

¢nlm(Fa t) = Unlm(F) e_hEnt-

Rozktad gestosci tadunku elektronu w atomie otrzymamy mnozac
gestos¢ prawdopodobiefstwa znalezienia elektronu w atomie przez
jego fadunek
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Nawet, jesli uwzglednimy zalezno$¢ od czasu petnej funkcji falowej
atomu wodoru wynikajaca z czasowego réwnania Schrodingera, to
ma ona prostg postaé

i

¢nlm(Fa t) = Unlm(F) e_hEnt-

Rozktad gestosci tadunku elektronu w atomie otrzymamy mnozac
gestos¢ prawdopodobiefstwa znalezienia elektronu w atomie przez
jego fadunek

p(7,t) = —e|tbpm(F, ) = —e |unim(7)?

Atom wodoru 56/66
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i
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Nawet, jesli uwzglednimy zalezno$¢ od czasu petnej funkcji falowej
atomu wodoru wynikajaca z czasowego réwnania Schrodingera, to
ma ona prostg postaé

i

¢nlm(Fa t) = Unlm(F) e_hEnt-

Rozktad gestosci tadunku elektronu w atomie otrzymamy mnozac
gestos¢ prawdopodobiefstwa znalezienia elektronu w atomie przez
jego fadunek

p(7,t) = —e [Yuim(7, D) = —e|upm(AI® = p(7).

Widzimy, ze jest ona niezalezna od czasu.
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Niepokoi¢ moze fakt, ze w wyzszych stanach energetycznych o

n=2,3,... elektron moze mieé niezerowy orbitalny moment pedu
réwny [h, co mogtoby sie wigzaé z emisjg promieniowania
hamowania.
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Niepokoi¢ moze fakt, ze w wyzszych stanach energetycznych o
n=2,3,... elektron moze mieé niezerowy orbitalny moment pedu
réwny [h, co mogtoby sie wigzaé z emisjg promieniowania
hamowania.

Obliczmy jednak warto$¢ oczekiwang wektora potozenia elektronu
w atomie w stanie stacjonarnym.
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Niepokoi¢ moze fakt, ze w wyzszych stanach energetycznych o
n=2,3,... elektron moze mieé niezerowy orbitalny moment pedu
réwny [h, co mogtoby sie wigzaé z emisjg promieniowania
hamowania.
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Niepokoi¢ moze fakt, ze w wyzszych stanach energetycznych o

n=2,3,... elektron moze mieé niezerowy orbitalny moment pedu
réwny [h, co mogtoby sie wigzaé z emisjg promieniowania
hamowania.

Obliczmy jednak warto$¢ oczekiwang wektora potozenia elektronu
w atomie w stanie stacjonarnym.

(7) = (nlm|Finim) = [ 7unn(P &,

gdzie catkujemy po obszarze symetrycznym wzgledem poczatku
uktadu wspétrzednych.
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Pokazalismy, ze sferyczne harmoniki Yj,(0, ¢), a co za tym idzie
réwniez petne funkcje falowe atomu unm(r, 8, ) sa funkcjami o
okreslonej parzystosci.
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Pokazalismy, ze sferyczne harmoniki Yj,(0, ¢), a co za tym idzie
réwniez petne funkcje falowe atomu unm(r, 8, ) sa funkcjami o

okreslonej parzystosci.
Przypomnijmy, ze dla | = 0,2,4, ... sferyczne harmoniki Y},(¢, )
sg funkcjami parzystymi,
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nieparzystymi.
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Pokazalismy, ze sferyczne harmoniki Yj,(0, ¢), a co za tym idzie
réwniez petne funkcje falowe atomu unm(r, 8, ) sa funkcjami o
okreslonej parzystosci.

Przypomnijmy, ze dla | = 0,2,4, ... sferyczne harmoniki Y},(¢, )
sg funkcjami parzystymi, adla / =1,3,5,... — funkcjami
nieparzystymi.

Tak samo jest dla funkgji

Unlm(ra 97 90) = Rnl(r) Ylm(e’ Qo)a
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Pokazalismy, ze sferyczne harmoniki Yj,(0, ¢), a co za tym idzie
réwniez petne funkcje falowe atomu unm(r, 8, ) sa funkcjami o
okreslonej parzystosci.

Przypomnijmy, ze dla | = 0,2,4, ... sferyczne harmoniki Y},(¢, )
sg funkcjami parzystymi, adla / =1,3,5,... — funkcjami
nieparzystymi.

Tak samo jest dla funkgji

Unlm(ra 97 90) = Rnl(r) Ylm(e’ Qo)a

gdyz dtugos$é wektora r = |r] nie ulega zmianie przy odbiciu
przestrzennym r — —F.
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Kwadrat modutu funkgji falowej unm(F) jest oczywiscie funkcja
parzysta, gdyz

|Un/m(_F)|2 = |:|:”nlm(7)|2 = |Unlm(F)’2-

Atom wodoru 59/66



Kwadrat modutu funkgji falowej unm(F) jest oczywiscie funkcja
parzysta, gdyz

|Un/m(_F)|2 = |:|:”nlm(7)|2 = |Unlm(F)’2-

W takim razie funkcja podcatkowa F|u,,/m(F)|2 we wzorze

(7) = (ntmFnlm) = [ Flunim(7) &*r

Atom wodoru 59/66



Kwadrat modutu funkgji falowej unm(F) jest oczywiscie funkcja
parzysta, gdyz

|Un/m(_F)|2 = |:|:”nlm(7)|2 = |Unlm(F)’2-

W takim razie funkcja podcatkowa F|u,,/m(F)|2 we wzorze

(7) = (nlm|Anim) = /Fyu,,,m(f)|2d3r —0

jest nieparzysta,

Atom wodoru 59/66



Kwadrat modutu funkgji falowej unm(F) jest oczywiscie funkcja
parzysta, gdyz

|Un/m(_F)|2 = |:|:”nlm(7)|2 = |Unlm(F)’2-

W takim razie funkcja podcatkowa F|u,,/m(F)|2 we wzorze

(7) = (nlm|Anim) = /Fyu,,,m(f)|2d3r —0

jest nieparzysta, a catka po obszarze symetrycznym wzgledem
poczatku uktadu wspétrzednych znika.
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Kwadrat modutu funkgji falowej unm(F) jest oczywiscie funkcja
parzysta, gdyz

|Un/m(_F)|2 = |:|:”nlm(7)|2 = |Unlm(F)’2-
W takim razie funkcja podcatkowa F|u,,/m(F)|2 we wzorze
(7) = (nlm|Anim) = /Fyu,,,m(f)|2d3r —0
jest nieparzysta, a catka po obszarze symetrycznym wzgledem
poczatku uktadu wspétrzednych znika.

Fakt ten oznacza, ze elektron w stanie stacjonarnym $rednio

znajduje sie w jadrze, co sprawia, ze usrednione pole
promieniowania znika.
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W jaki sposéb atom promieniuje przy przejéciach pomiedzy
stanami stacjonarnymi, ktére s przeciez trwate?
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W jaki sposéb atom promieniuje przy przejéciach pomiedzy
stanami stacjonarnymi, ktére s przeciez trwate?

Foton jest wypromieniowywany, gdy atom przechodzi ze stanu o
energii wyzszej do stanu o energii nizszej.
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W jaki sposéb atom promieniuje przy przejéciach pomiedzy
stanami stacjonarnymi, ktére s przeciez trwate?

Foton jest wypromieniowywany, gdy atom przechodzi ze stanu o
energii wyzszej do stanu o energii nizszej.

Takie przejScie moze by¢ np. spowodowane zderzeniem z innym
atomem w gazie,
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W jaki sposéb atom promieniuje przy przejéciach pomiedzy
stanami stacjonarnymi, ktére s przeciez trwate?

Foton jest wypromieniowywany, gdy atom przechodzi ze stanu o
energii wyzszej do stanu o energii nizszej.

Takie przejScie moze by¢ np. spowodowane zderzeniem z innym
atomem w gazie, zderzeniem z innym elektronem w rurze
wytadowan,
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W jaki sposéb atom promieniuje przy przejéciach pomiedzy
stanami stacjonarnymi, ktére s przeciez trwate?

Foton jest wypromieniowywany, gdy atom przechodzi ze stanu o
energii wyzszej do stanu o energii nizszej.

Takie przejScie moze by¢ np. spowodowane zderzeniem z innym
atomem w gazie, zderzeniem z innym elektronem w rurze
wytadowan, czy z fotonem pochodzacym z zewnatrz.
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W jaki sposéb atom promieniuje przy przejéciach pomiedzy
stanami stacjonarnymi, ktére s przeciez trwate?

Foton jest wypromieniowywany, gdy atom przechodzi ze stanu o
energii wyzszej do stanu o energii nizszej.

Takie przejScie moze by¢ np. spowodowane zderzeniem z innym
atomem w gazie, zderzeniem z innym elektronem w rurze
wytadowan, czy z fotonem pochodzacym z zewnatrz.

Zatézmy, ze w chwili poczatkowej atom znajduje sie w stanie
stacjonarnym |t,),

i

[n) = |nlm) e #Ent = |n) e nEnt,
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a w chwili kofcowej w stanie stacjonarnym |[,),

) = [0t m') e FE0 = |nf) e RE,
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a w chwili kofcowej w stanie stacjonarnym |[,),
) = | I'm') e=REVt = |n') e"REXY,

przy czym E, > E, .
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a w chwili kofcowej w stanie stacjonarnym |[,),
‘wn’> _ |n/l/m/> ef%En/t = ’n/> eféEn/t’

przy czym E, > E, .
W czasie posrednim stan atomu [¢)) bedzie superpozycja stanéw

) = a|n) + b)), gdzie |a]>+|b]> =1.
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a w chwili kofcowej w stanie stacjonarnym |[,),
) = | I'm') e=REVt = |n') e"REXY,

przy czym E, > E, .
W czasie posrednim stan atomu [¢)) bedzie superpozycja stanéw

1) = a |[n) + b |hy), gdzie |a>+ |b]® = 1.

Zadanie. Pokaza¢, ze wspoéfczynniki a i b musza spetnia¢ podany
warunek normalizacyjny.
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Obliczmy warto$¢ oczekiwang potozenia elektronu w czasie
przejscia na nizszy poziom energetyczny.

<F> - <¢m¢> = (a* <1/}n’ + b* <wn" ) F(a |¢n> +b WW)
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Obliczmy warto$¢ oczekiwang potozenia elektronu w czasie
przejscia na nizszy poziom energetyczny.

@ =

W\FW) = (a* <1/}n’ + b* <wn" ) F(a |¢n> +b WW)
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Przejscia pomiedzy poziomami energil

Obliczmy warto$¢ oczekiwang potozenia elektronu w czasie
przejscia na nizszy poziom energetyczny.

(7)) = (@A) = (a" (nl +b" (¥w]) F(a |¢n>+by¢n>)
= (a* <n| eéEnt_f_b* <n|ehE"/t> ( e hE" +b|n>e hEn/t>
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Przejscia pomiedzy poziomami energil

Obliczmy warto$¢ oczekiwang potozenia elektronu w czasie
przejscia na nizszy poziom energetyczny.
(r) = @IAY) = (" (¥nl + 0" (Yw|) F(a |¢n> + b [¢n))

= (a* (n| e%Ent_f_b* <n|ehEn/t> ( Ve —LEnt Ybnye hEn/t>
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Obliczmy warto$¢ oczekiwang potozenia elektronu w czasie
przejscia na nizszy poziom energetyczny.
<F> - <¢m¢> : (a* <1/}n’ + b* <wn") ( |¢n> +b ’wn >)
_ (a* (n| erEnt | p* (n] ehEn/t> ( Ve —LEqt +b|nye hEn/t>

= |a* (n[7ln) + |b]* ('|71n')
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Obliczmy warto$¢ oczekiwang potozenia elektronu w czasie
przejscia na nizszy poziom energetyczny.

<F> = <¢m¢> : (a* <1/}n’ + b* @m\ ) F(a W}n> +‘b WW) '
= (a* (n| enEnt 4 b* (0| eéE"/t> F’(a Iny e #Ent L b)) e_éE"/t>
= [al* (n|Fln) + [b]* (n'|7In")
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Obliczmy warto$¢ oczekiwang potozenia elektronu w czasie

przejscia na nizszy poziom energetyczny.

(r) = @IAY) = (" (Ynl + 0" (Yw|) F(a[¢n) + b [¢n))
= (a* (n| enEnt 4 b* (0| ehE"/t> F’(a Inye #Ent L p|n')e hE"/t>

= [al* (n|Fln) + [b]* (n'|7In")
+a b<n|F]n>eﬁ(E" E)t 4 b*a(n|Fn) e #(Ew—En)t
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Obliczmy warto$¢ oczekiwang potozenia elektronu w czasie
przejscia na nizszy poziom energetyczny.

(F) = (@A) = (@ (@l +b" ($w]) F(a |1n) + b [tow))
= (a* (n| 75t 4 b" (n'| eFE0¢) F(a|n) e HE 4 b [n') e RENY)
= [al* (n|Fln) + [b]* (n'|7In")
+a*b (n|An'y en E=En)t 4 b3 (/| Fn) e (Ev—EnE,

Dwa pierwsze wyrazy w kolorze czarnym znikaja, gdyz wartos¢

oczekiwana wektora potozenia elektronu w stanach stacjonarnych
jest réwna 0.
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Obliczmy warto$¢ oczekiwang potozenia elektronu w czasie
przejscia na nizszy poziom energetyczny.

(F) = (@A) = (@ (@l +b" ($w]) F(a |1n) + b [tow))
= (a* (n| 75t 4 b" (n'| eFE0¢) F(a|n) e HE 4 b [n') e RENY)
= [al* (n|Fln) + [b]* (n'|7In")
+a*b (n|An'y en E=En)t 4 b3 (/| Fn) e (Ev—EnE,

Dwa pierwsze wyrazy w kolorze czarnym znikaja, gdyz wartos¢

oczekiwana wektora potozenia elektronu w stanach stacjonarnych
jest réwna 0.

Czwarty wyraz jest sprzezeniem zespolonym trzeciego.
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Przejscia pomiedzy poziomami energil

Zalezne od czasu wyrazy w wartosci oczekiwanej potozenia
elektronu maja zatem postac

(7(£)) = 2Re (a"b (n| i) eh(EnE))
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Przejscia pomiedzy poziomami energil

Zalezne od czasu wyrazy w wartosci oczekiwanej potozenia
elektronu maja zatem postac

(r(t)) = 2Re (a*b<n|r_]n/> e%‘l(E"*En/)t) = 2Re (<nmn’> a*beiwnn/t) :
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Przejscia pomiedzy poziomami energil

Zalezne od czasu wyrazy w wartosci oczekiwanej potozenia
elektronu maja zatem postac

(r(t)) = 2Re (a*b<n|r_]n/> e%‘l(E"*En/)t) = 2Re (<nmn’> a*beiwnn/t) :
gdzie wprowadzili§my czesto$¢ Bohra

En - En’ = hCUnn/.
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Przejscia pomiedzy poziomami energil

Zalezne od czasu wyrazy w wartosci oczekiwanej potozenia
elektronu maja zatem postac

(7)) = 2Re (3°b (nAin') eFE-EnY) — 2Re ((n|Ain') 2" beimt)
gdzie wprowadzili§my czesto$¢ Bohra

E,— Ey = hwpy.
Zapiszmy

a*b{n|An’y = |a*b{n|Fn")| ol
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Zalezne od czasu wyrazy w wartosci oczekiwanej potozenia
elektronu maja zatem postac

(7)) = 2Re (3°b (nAin') eFE-EnY) — 2Re ((n|Ain') 2" beimt)
gdzie wprowadzili§my czesto$¢ Bohra

E,— Ey = hwpy.
Zapiszmy

a*b(nlfln') = [ab (nlFln')| € = |7 ()"
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Zalezne od czasu wyrazy w wartosci oczekiwanej potozenia
elektronu maja zatem postac

(r(t)) = 2Re (a*b<n|r_]n/> e%‘z(E"*En/)t) = 2Re ((nmn'> a*bei“’"n/t) ,
gdzie wprowadzili§my czesto$¢ Bohra
E, — Ey = hwpy.
Zapiszmy
a*b(nlFn') = [a*b (nlFin)] & = |7y (1))

gdzie ¢ jest niezalezng od czasu faza,
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Zalezne od czasu wyrazy w wartosci oczekiwanej potozenia
elektronu maja zatem postac

(r(t)) = 2Re (a*b<n|r_]n/> e%‘z(E"*En/)t) = 2Re ((nmn'> a*bei“’"n/t) ,
gdzie wprowadzili§my czesto$¢ Bohra
E, — Ey = hwpy.
Zapiszmy
a"b(nlFin') = |ab (nlAn')] € = |7y (1))

gdzie 0 jest niezalezng od czasu faza, a 7,y (t) jest rzeczywista
funkcja czasu, wolnozmienng w poréwnaniu z okresem oscylacji
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z czesto$cia wppy; | (t)| 0znacza dtugosé wektora rpy(t).
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z czesto$cia wppy; | (t)| 0znacza dtugosé wektora rpy(t).
Typowy czas w jakim zachodzi przejécie atomowe jest rzedu 1072 s.
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z czesto$cia wppy; | (t)| 0znacza dtugosé wektora rpy(t).
Typowy czas w jakim zachodzi przejécie atomowe jest rzedu 1072 s.

Natomiast typowa czesto$¢ emitowanego promieniowania jest
rzedu 10%° s~ 1.
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z czesto$cia wppy; | (t)| 0znacza dtugosé wektora rpy(t).
Typowy czas w jakim zachodzi przejécie atomowe jest rzedu 1072 s.
Natomiast typowa czesto$¢ emitowanego promieniowania jest
rzedu 10%° s~ 1.

Wtedy

(7(£) = 2Re ((n|Fn) a*be™m*)
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Przejscia pomiedzy poziomami energil

z czesto$cia wppy; | (t)| 0znacza dtugosé wektora rpy(t).
Typowy czas w jakim zachodzi przejécie atomowe jest rzedu 1072 s.
Natomiast typowa czesto$¢ emitowanego promieniowania jest
rzedu 10%° s~ 1.

Wtedy

(716) = 2Re ((nlrln') a"belm*) = 2Re (|7 (t) e en*)
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z czesto$cia wppy; | (t)| 0znacza dtugosé wektora rpy(t).
Typowy czas w jakim zachodzi przejécie atomowe jest rzedu 1072 s.

Natomiast typowa czesto$¢ emitowanego promieniowania jest
rzedu 10%° s~ 1.

Wtedy

(716) = 2Re ((nlrln') a"belm*) = 2Re (|7 (t) e en*)
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z czesto$cia wppy; | (t)| 0znacza dtugosé wektora rpy(t).
Typowy czas w jakim zachodzi przejécie atomowe jest rzedu 1072 s.

Natomiast typowa czesto$¢ emitowanego promieniowania jest
rzedu 10%° s~ 1.

Wtedy

(7(1)) = 2Re ((nlfln) a"be™n*) = 2Re (| (1) e e™m)
= 2Re (\F;n,(t)|e"(wnn/t+5))

Atom wodoru 64/66



z czesto$cia wppy; | (t)| 0znacza dtugosé wektora rpy(t).
Typowy czas w jakim zachodzi przejécie atomowe jest rzedu 1072 s.

Natomiast typowa czesto$¢ emitowanego promieniowania jest
rzedu 10%° s~ 1.

Wtedy

(716) = 2Re ((nlrln') a"belm*) = 2Re (|7 (t) e en*)

— 2Re (‘ an,(t”ef(wnn,m)) = 2| P (£)] cOS(wpp t + 6).
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z czesto$cia wppy; | (t)| 0znacza dtugosé wektora rpy(t).
Typowy czas w jakim zachodzi przejécie atomowe jest rzedu 1072 s.

Natomiast typowa czesto$¢ emitowanego promieniowania jest
rzedu 10%° s~ 1.
Wtedy

(f(t)) = 2Re ((n\ﬂn’} a*bei“""’t) = 2Re (]F,,,,/(t)|ei5ei°"""’t)
= 2Re ([ (1) D) = 27 (1) cos(innt + 9).
Przy przejSciu pomiedzy poziomami Srednie potozenie elektronu

oscyluje z czestoscig Bohra i dlatego wypromieniowuje on foton o
takiej samej czestosci.

Atom wodoru 64/66



Zaréwno przed przejSciem na inny poziom jak i po nim, elektron
jest w stanie stacjonarnym, w ktérym nie promieniuje.
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Zaréwno przed przejSciem na inny poziom jak i po nim, elektron
jest w stanie stacjonarnym, w ktérym nie promieniuje.

Przejscia pomiedzy stanami stacjonarnymi w atomie wodoru
ilustruje nastepujacy diagram.
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From Bohr model: T i
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