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Stacjonarny uktad kwantowomechaniczny jest opisywany przez
bezczasowe réwnanie Schrodingera

h2
o V2u(P) 4V (7) u(7) = Eu(?).
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V(F)=V(r), gdzie r=|r].
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Stacjonarny uktad kwantowomechaniczny jest opisywany przez
bezczasowe réwnanie Schrodingera

h2
=5~ V2u(P) + V (7) u(F) = Eu(P).
Zatézmy, ze energia potencjalna jest sferycznie symetryczna, tzn.
V(F)=V(r), gdzie r=|r].

Tego rodzaju energie potencjalng ma czastka natadowana
znajdujaca sie w polu kulombowskim.
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Np. w jonie wodoropodobnym, ktérego jadro ma tadunek +Ze,
energia potencjalna elektronu o tadunku —e ma posta¢:

Réwn. Schrodingera we wspétrz. sferycznych 3/61



Np. w jonie wodoropodobnym, ktérego jadro ma tadunek +Ze,
energia potencjalna elektronu o tadunku —e ma posta¢:

Réwn. Schrodingera we wspétrz. sferycznych



Np. w jonie wodoropodobnym, ktérego jadro ma tadunek +Ze,
energia potencjalna elektronu o tadunku —e ma postaé:

w uktadzie jednostek, w ktorym wspdtczynik k = 1.
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Np. w jonie wodoropodobnym, ktérego jadro ma tadunek +Ze,
energia potencjalna elektronu o tadunku —e ma postac:

w uktadzie jednostek, w ktorym wspdtczynik k = 1.

Na razie jednak nie bedziemy zaktadac zadnej konkretnej postaci
energii potencjalnej V(r), przyjmiemy tylko, ze jest ona
niezmiennicza ze wzgledu na obroty, albo inaczej, ze jest ona
sferycznie symetryczna, gdyz dtugos¢ wektora r = |r] nie ulega
zmianie przy dowolnym obrocie uktadu wspdtrzednych lub
rozpatrywaneego ukfadu fizycznego.
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Np. w jonie wodoropodobnym, ktérego jadro ma tadunek +Ze,
energia potencjalna elektronu o tadunku —e ma postac:

w uktadzie jednostek, w ktorym wspdtczynik k = 1.

Na razie jednak nie bedziemy zaktadac zadnej konkretnej postaci
energii potencjalnej V(r), przyjmiemy tylko, ze jest ona
niezmiennicza ze wzgledu na obroty, albo inaczej, ze jest ona
sferycznie symetryczna, gdyz dtugos¢ wektora r = |r] nie ulega
zmianie przy dowolnym obrocie uktadu wspdtrzednych lub
rozpatrywaneego ukfadu fizycznego.

Taka energia potencjalna prowadzi do sity centralnej, czyli sity
skierowanej do okre$lonego punktu, tzw. centrum sity.
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W przypadku stacjonarnym site centralng F(r) mozemy zapisaé
nastepujaco

FR=f(R7,  gdde r=|n,

a f (r) jest dowolna funkcja skalarna.
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W przypadku stacjonarnym site centralng F(r) mozemy zapisaé
nastepujaco

FR=f(R7,  gdde r=|n,

a f (r) jest dowolna funkcja skalarna.

Pamietamy, ze pomlgdzy sifg a energ|q potencjalng zachodzi
uniwersalny zwigzek F(F) = -V V(r), dlatego w przypadku sity
centralnej otrzymamy

. dv(r) r
F(R) =— -
() dr r’
a zatem widzimy, ze f(r) —d‘gf’)
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Udowodnimy teraz kilka twierdzeh dotyczacych ruchu ciata pod
wptywem sity centralnej, niekoniecznie stacjonarnej, dla ktérej

F(7,t) = F(Ft) -,

r

gdzie f (7, t) jest dowolna funkcja skalarna.
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Udowodnimy teraz kilka twierdzeh dotyczacych ruchu ciata pod
wptywem sity centralnej, niekoniecznie stacjonarnej, dla ktérej

F(re)=f(re)-,
r
gdzie f (7, t) jest dowolna funkcja skalarna.
Twierdzenie 1. Jezeli ciato porusza sie pod wptywem sity
centralnej, to jego moment pedu L = r' x p wzgledem centrum sity

jest zachowany.
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= d N oL o =
L = —(rxmr):mrxr+rxmr:
dt SN—— ~~
0 F
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Twierdzenie 2. Ruch ciata poruszajacego sie pod wptywem sity
centralnej odbywa sie w jednej ptaszczyznie prostopadtej do
wektora jego momentu pedu L = rx p.

Réwn. Schrodingera we wspétrz. sferycznych 6/61



Twierdzenie 2. Ruch ciata poruszajacego sie pod wptywem sity
centralnej odbywa sie w jednej ptaszczyznie prostopadtej do

wektora jego momentu pedu L = rx p.
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Twierdzenie 3. Pole sity centralnej F (7, t) = f (7, t
zachowawcze wtedy i tylko wtedy gdy f (7, t) = f (r,
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Twierdzenie 3. Pole sity centralnej F (7, t) = f (7, t) gjest
zachowawcze wtedy i tylko wtedy gdy f (7, t) = f (r, t).
Dowéd. Pole sit jest zachowawcze, gdy jego rotacja znika, tzn.

V x F(F,t) = 0.
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Ruch ciata pod wptywem sity centialici NG

Twierdzenie 3. Pole sity centralnej F (7, t) = f (F, t) gjest
zachowawcze wtedy i tylko wtedy gdy f (7, t) = f (r, t).
Dowéd. Pole sit jest zachowawcze, gdy jego rotacja znika, tzn.
V x F(F,t) = 0. Obliczmy i-tg sktadows rotacji

[6><I-:(F7t)}_:

1
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L O (FEDY (R O
,-—gukaxj< : )X”rfukan'
N~

9

[V x F(71)]

Ostatni wyraz znika, gdyz ¢jj jest niezerowy tylko jesli wszystkie
indeksy s3 rézne, a wtedy z definicji dj = 0.
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W takim razie

VxF(ry| =

i
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Ruch ciata pod

W takim razie

[V x F(71)]

i
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W takim razie

FxFE0), = e (F0D) 0 =< [v(f(m)]jxk

J
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Ruch ciata pod

W takim razie

—

[v x F (7, t)]

i
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Ruch ciata pod

W takim razie

[V x F(71)]

i
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W takim razie
r, - (f(Ft
() e[ (2]
J
7

50) 4 o
) s

—

VxF(RY)] = e

'»

Ostatnia réwnosé Oznacza, ze

\ @

/\QJ

F‘

/—\

r
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Ruch ciata pod

W takim razie

—

T F@n], = cmge (D00) 0= e [ﬁ(f(r,t)ﬂjxk
F’

(7)< -0

Ostatnia réwnoéé oznacza, ze

v (”Ft)) ~F.
r

Poniewaz gradient funkcji f (7, t) nie ma sktadowych w kierunku
katdéw 0 i , to musi zachodzi¢ réwnosé

‘hg

f(r,t)y="~(rt).
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Ruch ciata pod

W takim razie

=

[vXﬁmQ]

i

Ostatnia réwnoéé oznacza, ze

6(”?”)~R

Poniewaz gradient funkcji f (7, t) nie ma sktadowych w kierunku
katdéw 0 i , to musi zachodzi¢ réwnosé

f(r,t)y="~(rt).

To oznacza, ze potencjat, a Scidlej energia potencjalna, sity
centralnej moze zaleze¢ tylko od odlegtosci od centrum sity

V(r,t) = V(r,t).
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Bezczasowe réwnanie Schrodingera ma wéwczas postac

_2% V2u(F) + V (r) u(7) = Eu(P).
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Bezczasowe réwnanie Schrodingera ma wéwczas postac

h2
o V2u(F) + V (r) u(F) = Eu(P).
m
Zauwazmy, ze jest to réwnanie wtasne operatora Hamiltona H

Hu(7) = Eu(7)

danego wzorem
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Bezczasowe réwnanie Schrodingera ma wéwczas postac

h2
o V2u(F) + V (r) u(F) = Eu(P).
m
Zauwazmy, ze jest to réwnanie wtasne operatora Hamiltona H

Hu(F) = Eu(7)
danego wzorem
2

hi
H=—-——V?+V
2mv + V(r)

_ P

om + V(r).

Zauwazmy, ze pierwszy wyraz w operatorze Hamiltona,
reprezentujacy energie kinetyczng czastki, ma réwniez symetrie
obrotowa.
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Z kursu mechaniki teoretycznej wiemy, ze symetria obrotowa
uktadu fizycznego wiaze sie z zasadg zachowania momentu pedu.
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Z kursu mechaniki teoretycznej wiemy, ze symetria obrotowa
uktadu fizycznego wiaze sie z zasadg zachowania momentu pedu.
Jak pokazemy w dalszej czedci kursu, kiedy bedziemy rozpatrywaé
symetrie w mechanice kwantowej, uktad ma symetrie obrotows,
jesli jego operator hamiltona komutuje z operatorem orbitalnego
momentu pedu

[=Fxp.

Pokazemy, ze w tym przypadku rzeczywiscie tak jest.
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W tym celu obliczmy komutator

[LiaH] =
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W tym celu obliczmy komutator

L H] - [Li,fjﬁwrﬂ -
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W tym celu obliczmy komutator

=2
[L,', H] = [L,’, 2pim + V(r)] = % [L,‘, pjpj] + [L,’, V(I’)]
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W tym celu obliczmy komutator

=2
[L,', H] = [L,’, 2pim + V(r)] = % [L,‘, pjpj] + [L,’, V(I’)]

N %(”f [Lir pi] + (L7, pi] Pj) + [Li, V(r)].

Woczesniej pokazalismy, ze

[Li, pj] = iheijkpk-
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W tym celu obliczmy komutator

=2
[L,', H] = [L,’, 2'07m + V(r)] = % [L,‘, pjpj] + [L,’, V(r)]

- %(pf [Li, pi] + [Lir pi] py) + [Lis V(1))
Woczesniej pokazalismy, ze
[Li; pj] = iheijcpi.
Dlatego

. 1. 1.
pillisp] = iheijpipk = 5iheiwpipk + 5 iheipipj
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W tym celu obliczmy komutator

=2
[L,', H] = [L,’, 2'07m + V(r)] = % [L,‘, pjpj] + [L,’, V(r)]

%(Pj [Li, pj] + [Li, pj] Pj) +[Li, V(r)].
Woczesniej pokazalismy, ze
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W tym celu obliczmy komutator

=2
[L,', H] = [L,’, 2'07m + V(r)] = % [L,‘, pjpj] + [L,’, V(r)]

%(Pj [Li, pj] + [Li, pj] Pj) +[Li, V(r)].
Woczesniej pokazalismy, ze
[Li, pi] = ihijicpx.
Dlatego
pilLi,pjl = ihejkpipk = %ihgijkpjpk + %ihfikjpkpj

1. 1.
Elhg,‘jkpjpk - Elhéfijkpjpk =0,
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gdzie najpierw zamieniliSmy nazwy wskaznikdéw sumacyjnych j < k
w drugim wyrazie, a nastepnie skorzystalismy z antysymetrii
tensora Levi-Civity, €jj = —¢jjk, i z relacji komutacji [pj, px] = 0.
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[Li, pj] pj = 0.

Réwn. Schrodingera we wspétrz. sferycznych 12/61



gdzie najpierw zamieniliSmy nazwy wskaznikdéw sumacyjnych j < k
w drugim wyrazie, a nastepnie skorzystalismy z antysymetrii
tensora Levi-Civity, €jj = —¢jjk, i z relacji komutacji [pj, px] = 0.
Zadanie. Postepujac tak samo pokaza¢, ze

[Li, pj] pj = 0.

Musimy jeszcze obliczyé komutator [L;, V/(r)].
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gdzie najpierw zamieniliSmy nazwy wskaznikdéw sumacyjnych j < k
w drugim wyrazie, a nastepnie skorzystalismy z antysymetrii
tensora Levi-Civity, €jj = —¢jjk, i z relacji komutacji [pj, px] = 0.
Zadanie. Postepujac tak samo pokaza¢, ze

[Li, pj] pj = 0.
Musimy jeszcze obliczyé komutator [L;, V/(r)].
[Li, V(D] = i P, V()] = eirxilpe, V()]

gdzie wykorzystalismy fakt, ze [x;, V/(r)] = 0.
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Obliczmy komutator [pk, V/(r)].
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Obliczmy komutator [pk, V/(r)].

[P, V(r)] =
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Obliczmy komutator [pk, V/(r)].
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Obliczmy komutator [pk, V/(r)].

[Pk, V(r)] = [—ih;k, V(r)} = —ih{aik, V(r)}.
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Obliczmy komutator [pk, V/(r)].

[Pk, V(r)] = [—ih;k, V(r)} = —ih{aik, V(r)}.

Niech f(F) bedzie dowolng funkcja rézniczkowalna, wéwczas

[37\/(,)]“,—) _ VIR 9F )

an 8Xk B

8Xk
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Obliczmy komutator [pk, V/(r)].

[Pk, V(r)] = [—ih;k, V(r)} = —ih{aik, V(r)}.

Niech f(F) bedzie dowolng funkcja rézniczkowalna, wéwczas

[37\/(,)]“,—) _ VIR 9F )

Oxk OX B Oxk
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Obliczmy komutator [pk, V/(r)].

3} 0
= |—ih—,V = —ih|—,V(r)|.
P VIOl = |=iig - V(0| = =] (o)
Niech f(F) bedzie dowolng funkcja rézniczkowalna, wéwczas

[8 V(r)]f(F) — w_v(r)af(ﬂ

87)0(7 8Xk 8Xk
_ v, of(r) of(r)
= o [N VNG = VN5

Réwn. Schrodingera we wspétrz. sferycznych 13/61
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[Pk, V(r)] = [—ih;k, V(r)} = —ih{aik, V(r)}.

Niech f(F) bedzie dowolng funkcja rézniczkowalna, wéwczas

2 vi]rn - 2O (2100

Oxy’ OX Oxk
oVv(r) . of(r) of(r)
= Tox F(r) + V(= o - V(r) o
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Obliczmy komutator [pk, V/(r)].

[Pk, V(r)] = [—ih;k, V(r)} = —ih{aik, V(r)}.

Niech f(F) bedzie dowolng funkcja rézniczkowalna, wéwczas

2 vi]rn - 2O (2100
Xk

8Xk B V(r) 8Xk
_ v, of(r) of(r)
= o [N VNG = VN5
_ov(n) B
o TN =
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Obliczmy komutator [pk, V/(r)].

[Pk, V(r)] = [—ih;k, V(r)} = —ih{aik, V(r)}.

Niech f(F) bedzie dowolng funkcja rézniczkowalna, wéwczas

2 vi]rn - 2O (2100
Xk

8Xk B V(r) 8Xk
= B0+ v - vin G
_ov(n) i Or
P i) = Vi )

Réwn. Schrodingera we wspétrz. sferycznych 13/61



Obliczmy komutator [pk, V/(r)].

[Pk, V(r)] = [—ih;k,vm} = ,h{ 0 V(r)}.

Oxi’

Niech f(F) bedzie dowolng funkcja rézniczkowalna, wéwczas

2 vi]rn - 2O (2100
Xk

0x ox
ov ()k (7k of(r)
= Tox f(r)+ V(r ) o V(r) o
_ov(n) i Or
. f(r)=V'(r )axkf(7

gdzie skorzystaliémy z definicji komutatora i z wzoréw na
pochodng iloczynu i pochodna funkcji ztozone;j.
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Obliczmy pochodna

or
OX
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Obliczmy pochodna

N=

or a(X;X,')

Oxx Ox
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Obliczmy pochodna

or  dx)? 1,
A N
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Obliczmy pochodna

or O(xxi)? 1, 1 9  Ox
T el OB CT e )
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Obliczmy pochodna

or Oix): 1.1 9  Ox )
aiXk an N E(XIXl) ’ < Bxk + an
1

= 5 (Xj0jk + Ojkx;) =
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Obliczmy pochodna

or 8(x,-x,-)% _l o1 0% 0% >
ox, ox. E(X'X') ’ < T Ox + 5Xk
1 1
= 5 (Xj(sjk + 5ijj) = 72r2xk =
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Obliczmy pochodna

or 8(x,-x,-)% 1 1 0% Ox >
pr i L ( T ox oI
1 1 Xk
= 72!’ (xjéjk + (5ijj) = 72[’2Xk = 7 .
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Obliczmy pochodna

or  9ix)? 1,
A N

1
= o, (0K +8jog) = 5 2xk = 7

W takim razie

e V0| () =
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Obliczmy pochodna

or Oix)T 1, 1 dx . Ox
OX ox E(XIX’) i <XJ O + 5XkXJ>
1 Xk
oy (50K + 8jxg) = 5 2xk = ==

W takim razie

0 ;0\ Or
5 VO = VS
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Obliczmy pochodna

or Oix)T 1, 1 dx . Ox
OX ox E(XIX’) i <XJ O + 5XkXJ>
1 Xk
oy (50K + 8jxg) = 5 2xk = ==

W takim razie

0 = ’rﬁ A = V'(r) k(7
5 VO A = VA = V() (9
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Obliczmy pochodna

o dx)? 1. 1 dx  Ox
aiXk N an N E(XIXl) ’ < Bxk + an >
1 1 Xk
= o, (0K +8jog) = 5 2xk = 7

W takim razie
0 = ’rﬁ A = V'(r) k(7
5 VO A = VA = V() (9

Poniewaz rownos¢ ta jest spetniona dla dowolnej funkgji
rézniczkowalnej f(r), to
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Obliczmy pochodna

or  O0ea): 1, 1 dx  0x
e LR Cr o)
1 Xk
= 5 (xj0jk + djixj) = §2Xk =

W takim razie

0 = ’rﬁ A = V'(r) k(7
5 VO A = VA = V() (9

Poniewaz rownos¢ ta jest spetniona dla dowolnej funkgji
rézniczkowalnej f(r), to

[8‘1, V(r)} — V()
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Wréémy do komutatora

[Li, V()] =
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Wréémy do komutatora

[Li V(DT = eipxilpe: V()] =

Réwn. Schrodingera we wspétrz. sferycznych 15/61



Wréémy do komutatora

L V()] = egogloe V(O] = — ihegog [(ka,V(r)}
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Wréémy do komutatora

L V()] = egogloe V(O] = — ihegog [(ka,V(r)}

= - ihf-:,-jka-V'(r)ﬁ =
r
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Wréémy do komutatora

. 0
LN = egogloe, VOOl = — e [ V(0)]
V/
= — ihejjkx; V'(r)X—rk = - ihr(r)z-:,-jk@xk
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Wréémy do komutatora

L V()] = egogloe V(O] = — ihegog [(ka,V(r)}
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= — ihejjkx; V'(r)ﬁ = - ihi(r)a,-jk@xk
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Wréémy do komutatora

. 0
LVl = egoglo VO] = = ingog [ 2 V(1)
Xk
V/
= — ihejjkx; V'(r)X—rk = - ihi(r)a,-jk@xk
V/
Vo)

1 1
<2<5iijij + 25iijka>
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Wréémy do komutatora

. 0
LVl = egoglo VO] = = ingog [ 2 V(1)
Xk
V/
= — ihejjkx; V'(r)X—rk = - ihi(r)a,-jk@xk

V() /1 1
= —ih p chijk)(ij"‘Egiijk)g
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Wréémy do komutatora

. 0
LVl = egoglo VO] = = ingog [ 2 V(1)
Xk
V/
= — ihejjkx; V'(r)X—rk = - ihi(r)a,-jk@xk

V() /1 1
= —ih p 2€iijij+ Eikj Xk Xj

2 2
_ I,hV’(r) <1

1
5 CiikX Xk — SEijkXj Xk
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Wréémy do komutatora

. 0
LVl = egoglo VO] = = ingog [ 2 V(1)
Xk
V/
= — ihejjkx; V'(r)X—rk = - ihi(r)a,-jk@xk

V() /1 1
= —ih p 2€iijij+ Eikj Xk Xj

2 2
Vi) /1 1
= —ih r( ) <2€,-jkxjxk - 25,-jkxjxk> =0.

Réwn. Schrodingera we wspétrz. sferycznych 15/61



Wréémy do komutatora

. 0
LVl = egoglo VO] = = ingog [ 2 V(1)
Xk
V/
= — ihejjkx; V'(r)X—rk = - ihi(r)a,-jk@xk

V() /1 1
= —ih p 25,-jkxjxk+ Eikj Xk Xj

2 2
Vi) /1 1
= —ih r( ) <25,-jkxjxk - 25,-jkxjxk> =0.

W ten sposéb dowiedlismy, ze
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Wréémy do komutatora

. 0
LVl = egoglo VO] = = ingog [ 2 V(1)
Xk
V/
= —ihs,-jka-V'(r)X—rk = — ihiaiijjxk
V() /1 1
= —ih . <2a;jkxjxk+2€iijkxj>

G, <1 1

1
28,‘ijij — 28,‘ijij =0.

W ten sposéb dowiedlismy, ze

[Li,H] =0, dla i=123
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Oczywiscie operator Hamiltona H komutuje réwniez z kwadratem
operatora orbitalnego momentu pedu 2.
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Oczywiscie operator Hamiltona H komutuje réwniez z kwadratem
operatora orbitalnego momentu pedu 2.
Rzeczywiscie

2. H| =
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Oczywiscie operator Hamiltona H komutuje réwniez z kwadratem
operatora orbitalnego momentu pedu 2.
Rzeczywiscie

|2 H] = [LiLi, H] =
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Oczywiscie operator Hamiltona H komutuje réwniez z kwadratem
operatora orbitalnego momentu pedu 2.
Rzeczywiscie

|2 H] = [LiLi, H) = L[l H) + L H) L =
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Oczywiscie operator Hamiltona H komutuje réwniez z kwadratem
operatora orbitalnego momentu pedu 2.
Rzeczywiscie

|2, H] = [LiLi, H] = Li[Li, H] + [Li, H] Lj = 0.

Réwn. Schrodingera we wspétrz. sferycznych 16/61



Oczywiscie operator Hamiltona H komutuje réwniez z kwadratem
operatora orbitalnego momentu pedu 2.
Rzeczywiscie

2, H| = [LiLi, H] = Li [Li, H] + [Li, H] L = 0.

Mimo, ze Ly i L, komutuja z operatorami H i [2, to nie komutuja
same ze sobg ani z L3, gdyz [L;, Lj] = ihejjL.
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Oczywiscie operator Hamiltona H komutuje réwniez z kwadratem
operatora orbitalnego momentu pedu 2.
Rzeczywiscie

2, H| = [LiLi, H] = Li [Li, H] + [Li, H] L = 0.

Mimo, ze Ly i L, komutuja z operatorami H i [2, to nie komutuja
same ze sobg ani z L3, gdyz [L;, Lj] = ihejjL.

Dlatego w przypadku symetrii sferycznej funkcje wtasne operatora
Hamiltona H s3 zarazem funkcjami wtasnymi operatora [2 i jednej
ze sktadowych operatora orbitalnego momentu pedu, za ktéra
umownie przyjmuje sie Ls.
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Aby dokona¢ separacji czesci radialnej i katowej w réwnaniu
Schrodingera dla sferycznie symetrycznej energii potencjalnej
przetransformujemy operator V2,
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Aby dokona¢ separacji czesci radialnej i katowej w réwnaniu
Schrodingera dla sferycznie symetrycznej energii potencjalnej
przetransformujemy operator V2, ktéry we wspétrzednych
kartezjanskich ma postac

=

VZ=V.
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Transformacja do wspstrzednych sferyCaCHN.

Aby dokona¢ separacji czesci radialnej i katowej w réwnaniu
Schrodingera dla sferycznie symetrycznej energii potencjalnej
przetransformujemy operator V2, ktéry we wspétrzednych
kartezjanskich ma postac

o o 0 0 o 0 0
2 _ . — _ | .
visvev [ax’ay’az] [ }
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Transformacja do wspstrzednych sferyCaCHN.

Aby dokona¢ separacji czesci radialnej i katowej w réwnaniu
Schrodingera dla sferycznie symetrycznej energii potencjalnej
przetransformujemy operator V2, ktéry we wspétrzednych
kartezjanskich ma postac

g 0 0 0 0 0 0 0?2 9?2 H?
2 _ . — - | — — | = — - -
Vi=Vev [ax7 oy’ 82] |:8X’ oy’ 82} Ox? + Oy? + 0z2’
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Transformacja do wspstrzednych sferyCaCHN.

Aby dokona¢ separacji czesci radialnej i katowej w réwnaniu
Schrodingera dla sferycznie symetrycznej energii potencjalnej
przetransformujemy operator V2, ktéry we wspétrzednych
kartezjanskich ma postac

g 0 0 0 0 0 0 0?2 9?2 H?
2 _ . — - | — — | = — - -
Vi=Vev [ax7 oy’ 82] |:8X’ oy’ 82} Ox? + Oy? + 0z2’

do wspdtrzednych sferycznych.
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Aby dokona¢ separacji czesci radialnej i katowej w réwnaniu
Schrodingera dla sferycznie symetrycznej energii potencjalnej
przetransformujemy operator V2, ktéry we wspétrzednych
kartezjanskich ma postac

> = o o0 0 o o0 0 0? 0? 02

2 g . g S — . _ e — JEE— —_
Vi=Vev [ax’ay’az] {8X’8y’8z} Ox? +8y2 + 0z2’
do wspdtrzednych sferycznych.

Zrézniczkujmy zwiazki transformacyjne pomiedzy wspdtrzednymi
kartezjanskimi a sferycznymi:
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Aby dokona¢ separacji czesci radialnej i katowej w réwnaniu
Schrodingera dla sferycznie symetrycznej energii potencjalnej
przetransformujemy operator V2, ktéry we wspétrzednych
kartezjanskich ma postac

> = o o0 0 o o0 0 0? 0? 02

2 g . g S — . _ e — JEE— —_
Vi=Vev [ax’ay’az] {8X’8y’8z} Ox? +8y2 + 0z2’
do wspdtrzednych sferycznych.

Zrézniczkujmy zwiazki transformacyjne pomiedzy wspdtrzednymi
kartezjanskimi a sferycznymi:
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Aby dokona¢ separacji czesci radialnej i katowej w réwnaniu
Schrodingera dla sferycznie symetrycznej energii potencjalnej
przetransformujemy operator V2, ktéry we wspétrzednych
kartezjanskich ma postac

- = o 0 0 o o0 0 0? 0? 0?

V2=V . V= |, —, | || =5+ 25 + =
[ax7 oy’ 82] |:8X’ oy’ 82} Ox? + Oy? + 0z2’

do wspdtrzednych sferycznych.

Zrézniczkujmy zwiazki transformacyjne pomiedzy wspdtrzednymi

kartezjanskimi a sferycznymi:

X
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Aby dokona¢ separacji czesci radialnej i katowej w réwnaniu
Schrodingera dla sferycznie symetrycznej energii potencjalnej
przetransformujemy operator V2, ktéry we wspétrzednych
kartezjanskich ma postac

- = o 0 0 o o0 0 0? 0? 0?

V2=V . V= |, —, | || =5+ 25 + =
[ax7 oy’ 82] |:8X’ oy’ 82} Ox? + Oy? + 0z2’

do wspdtrzednych sferycznych.

Zrézniczkujmy zwiazki transformacyjne pomiedzy wspdtrzednymi

kartezjanskimi a sferycznymi:

X =
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Aby dokona¢ separacji czesci radialnej i katowej w réwnaniu
Schrodingera dla sferycznie symetrycznej energii potencjalnej
przetransformujemy operator V2, ktéry we wspétrzednych
kartezjanskich ma postac

- = o 0 0 o o0 0 0? 0? 0?

V2=V . V= |, —, | || =5+ 25 + =
[8x7 oy’ 82] |:8X’ oy’ 82} Ox? + Oy? + 0z2’

do wspdtrzednych sferycznych.

Zrézniczkujmy zwiazki transformacyjne pomiedzy wspdtrzednymi

kartezjanskimi a sferycznymi:

X = rsinfcosp,
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Aby dokona¢ separacji czesci radialnej i katowej w réwnaniu
Schrodingera dla sferycznie symetrycznej energii potencjalnej
przetransformujemy operator V2, ktéry we wspétrzednych
kartezjanskich ma postac

> = o o0 0 o o0 0 0? 0? 02

2 g . g S — . _ e — JEE— —_
Vi=Vev [ax’ay’az] {8X’8y’8z} Ox? +8y2 + 0z2’
do wspdtrzednych sferycznych.

Zrézniczkujmy zwiazki transformacyjne pomiedzy wspdtrzednymi
kartezjanskimi a sferycznymi:

X = rsinfcosp,
y
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Aby dokona¢ separacji czesci radialnej i katowej w réwnaniu
Schrodingera dla sferycznie symetrycznej energii potencjalnej
przetransformujemy operator V2, ktéry we wspétrzednych
kartezjanskich ma postac

> = o o0 0 o o0 0 0? 0? 02

2 g . g S — . _ e — JEE— —_
Vi=Vev [ax’ay’az] {8X’8y’8z} Ox? +8y2 + 0z2’
do wspdtrzednych sferycznych.

Zrézniczkujmy zwiazki transformacyjne pomiedzy wspdtrzednymi
kartezjanskimi a sferycznymi:

X = rsinfcosp,
y =
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Aby dokona¢ separacji czesci radialnej i katowej w réwnaniu
Schrodingera dla sferycznie symetrycznej energii potencjalnej
przetransformujemy operator V2, ktéry we wspétrzednych
kartezjanskich ma postac

> = o o0 0 o o0 0 0? 0? 02

2 g . g S — . _ e — JEE— —_
Vi=Vev [ax’ay’az] {8X’8y’8z} Ox? +8y2 + 0z2’
do wspdtrzednych sferycznych.

Zrézniczkujmy zwiazki transformacyjne pomiedzy wspdtrzednymi
kartezjanskimi a sferycznymi:

X = rsinfcosp,
y = rsinfsinp,
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Aby dokona¢ separacji czesci radialnej i katowej w réwnaniu
Schrodingera dla sferycznie symetrycznej energii potencjalnej
przetransformujemy operator V2, ktéry we wspétrzednych
kartezjanskich ma postac

> = o o0 0 o o0 0 0? 0? 02

2 g . g S — . _ e — JEE— —_
Vi=Vev [ax’ay’az] {8X’8y’8z} Ox? +8y2 + 0z2’
do wspdtrzednych sferycznych.

Zrézniczkujmy zwiazki transformacyjne pomiedzy wspdtrzednymi
kartezjanskimi a sferycznymi:

X = rsinfcosp,
y = rsinfsinp,
z
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Aby dokona¢ separacji czesci radialnej i katowej w réwnaniu
Schrodingera dla sferycznie symetrycznej energii potencjalnej
przetransformujemy operator V2, ktéry we wspétrzednych
kartezjanskich ma postac

> = o o0 0 o o0 0 0? 0? 02

2 g . g S — . _ e — JEE— —_
Vi=Vev [ax’ay’az] {8X’8y’8z} Ox? +8y2 + 0z2’
do wspdtrzednych sferycznych.

Zrézniczkujmy zwiazki transformacyjne pomiedzy wspdtrzednymi
kartezjanskimi a sferycznymi:

X = rsinfcosp,
y = rsinfsinp,
V4 =
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Aby dokona¢ separacji czesci radialnej i katowej w réwnaniu
Schrodingera dla sferycznie symetrycznej energii potencjalnej
przetransformujemy operator V2, ktéry we wspétrzednych
kartezjanskich ma postac

> = o o0 0 o o0 0 0? 0? 02

2 g . g S — . _ e — JEE— —_
Vi=Vev [ax’ay’az] {8X’8y’8z} Ox? +8y2 + 0z2’
do wspdtrzednych sferycznych.

Zrézniczkujmy zwiazki transformacyjne pomiedzy wspdtrzednymi
kartezjanskimi a sferycznymi:

X = rsinfcosp,
y = rsinfsinp,
z = rcosf.
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x =rsinfcosp, y=rsinfsingp, z=rcost
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x =rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcost =
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x =rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcost =

9
or
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x =rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcost =

9
or
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x =rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcost =

0 Ox 0 Oy d 0z90

or ~ orox " oroy " oroz
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x =rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcost =

0 Ox 0 Oy d 0z90

or = orox " oroy " oroz
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x =rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcost =

0 Ox 0 Oy d 0z90

or ~ orox " oroy " oroz

: 0
= sinfcos Yo
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x =rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcost =

0 _ %o o 020
or — Ordx Ordy 0Oroz

: 0 ... 0
= sinfcos Yo + sin @sin apa—y
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x =rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcost =

0 _ %o o 020
or — Ordx Ordy 0Oroz

: 0 ... 0 0
= sm@coswa + sin@sin apa—y + COSH@?
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x =rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcost =

g  0x9d 09yo 0z0
or ~ orox oroy oroz
= sin@coswg—l—sinﬁsin ap£+cose2
Ox dy 0z’
0
a0
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x =rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcost =

g  0x9d 09yo 0z0
or ~ orox oroy oroz
= sin@coswg—l—sinﬁsin ap£+cose2
Ox dy 0z’
a J—
% =
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x =rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcost =

g  0x9d 09yo 0z0
ar ~ arox "aray " oroz
= sin@coswg—l—sinﬁsin ap£+cose2
Ox dy 0z’
g  0x0 9y o 0z0
90~ @0ox 000y 000z
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x =rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcost =

g  0x9d 09yo 0z0
ar ~ arox "aray " oroz
= sin@coswg—l—sinﬁsin ap£+cose2
Ox dy 0z’
g  0x0 9y o 0z0
90~ @0ox 000y 000z
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x =rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcost =

0 Ox 0 Oy d 0z90

ar = arox " aray  oroz
: 0 ... 0 0
= &n&coswa—|—sm95mapa—y+c059$,
0 _ oxo dyo 0:0
00  000x 000y 000z

0
= rcosfcos Yo
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x =rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcost =

0 Ox 0 Oy d 0z90

ar = arox " aray  oroz
: 0 ... 0 0
= &n&coswa—|—sm95mapa—y+c059$,
0 _ oxo dyo 0:0
00  000x 000y 000z

0 .0
= rcos@cosg06—+rc050$mgpa—
X y
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x =rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcost =

0 Ox 0 Oy d 0z90

ar = arox " aray  oroz
: 0 ... 0 0
= &n&coswa—|—sm95mapa—y+c059$,
0 _ oxo dyo 0:0
00  000x 000y 000z

0 .0 .
= rcos@cosgo—+rcos€smgpa— —rsind
Yy

Ox 0z’
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x =rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcost =

0 _ x0 o 020
ordx Ordy 0ro0z

ar
: 0 ... 0 0
= &n&coswa—|—sm95mapa—y+c059$,
0 _ oxo dyo 0:0
20  000x 000y 000z
0 .0 .
= rcochosgoa+rcosesmgpa—rsmﬁa,
K
D
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x =rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcost =

0 Ox 0 Oy d 0z90

ar ~ arox  ordy oroz
: 0 ... 0 0

= &n&coswa—|—sm95mapa—y+c059$,
0 _ oxo dyo 0:0
20  000x 000y 000z

= rcochosgo(i+rcos€sing0;y—rsinﬁaz,
9 _
do

Réwn. Schrodingera we wspétrz. sferycznych 18/61



x =rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcost =

0 Ox 0 Oy d 0z90

ar ~ arox  ordy oroz
: 0 ... 0 0
= &n&coswa—|—sm95mapa—y+c059$,
0 _ x0 oyo 020
20  000x 000y 000z
0 .0 .
= rcochosgoa+rcosesmgpa—rsmﬁa,
0 _ x0 yo 020
do  0p0dx Opdy O¢0z
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x =rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcost =

0 Ox 0 Oy d 0z90

ar ~ arox  ordy oroz
: 0 ... 0 0
= &n&coswa—|—sm95mapa—y+c059$,
0 _ x0 oyo 020
20  000x 000y 000z
0 .0 .
= rcochosgoa+rcosesmgpa—rsmﬁa,
0 _ x0 yo 020
do  0p0dx Opdy O¢0z
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x =rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcost =

0 Ox 0 Oy d 0z90

ar ~ arox  ordy oroz
: 0 ... 0 0
= &n&coswa—|—sm95mapa—y+c059$,
0 _ x0 oyo 020
20  000x 000y 000z
0 .0 .
= rcochosgoa+rcosesmgpa—rsmﬁa,
0 _ x0 yo 020
do  0p0dx Opdy O¢0z

= —rsinfsin Yo
X
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x =rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcost =

0 Ox 0 Oy d 0z90

ar ~ arox  ordy oroz
: 0 ... 0 0
= &n&coswa—|—sm95mapa—y+c059$,
0 _ x0 oyo 020
20  000x 000y 000z
0 .0 .
= rcochosgoa+rcosesmgpa—rsmﬁa,
0 _ x0 yo 020
do  0p0dx Opdy O¢0z

= rsint9sin<p8 +rsin9cos<,oa
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Podsumujmy wyniki

2 = sinfcos 2—|—sin95in 2—|—cos€8

ar ¥ ox "oy 9z’

889 = rcosecoscpai—i—rcosesin(paa—rsmﬁaz
3 = —rsin@sin g—i—rsin@cos 2

do Yox *an‘
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Podsumujmy wyniki

2 = sinfcos 2—|—sin95in 2—|—cos€8

ar ¥ ox "oy 9z’

889 = rcosﬁcos«pai—i-rCOS@SingOaa—rSInﬁaz
3 = —rsin@sin g—i—rsin@cos 2

do Yox *an‘

Aby odwrécié te zwiagzki obliczmy kombinacje

rsin «92 + cosf— =

or 00
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Podsumujmy wyniki

2 = sinfcos 2—|—sin95in 2—|—cos€8

ar ¥ ox "oy 9z’

889 = rcosﬁcos«pai—i-rCOS@SingOaa—rSInﬁaz
3 = —rsin@sin g—i—rsin@cos 2

do Yox *an‘

Aby odwrécié te zwiagzki obliczmy kombinacje

0 0 0 .0 0
rsin «95 + cos 9% —=rsin 6 (coscpax + sin goay) + rsin GCOSGE
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Transformacja do wspstrzednych sferyCaCHN.

Podsumujmy wyniki

2 = sinfcos E—|—sin95in 3—|—cos€8

ar ¥ ox "oy 9z’

889 = rcochos«paax—i-rCOSGSimp;—rSInﬁaz
3 = —rsin@sin g—i—rsin@cos 2

do ¥ ox *an‘

Aby odwrécié te zwiagzki obliczmy kombinacje

0 0 0 .0 0
rsin GE + cos 9% —=rsin 6 (coscpax + sin goay) + rsin QCOSGE

+ rcos® 6 <cos goaax + sin goéi/) — rsin 0cos€§z
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rsin GQ —I—COSHQ =r (cos 2 + sin 6)
ar a0 ¥ ox Pay)
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rsin GQ —I—cos@g (cos 9 + sin 6)
or 0 Yox Yoy )
Obliczmy kombinacje

sin @ sin (rsmé?8 + cos— 0 ) + cos i
v p) a0 Yo,
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rsin GQ —I—cos@g (cos 9 + sin 6)
or 0 Yox Yoy )
Obliczmy kombinacje

sin @ sin (rsmé?8 + cos— 0 ) + cos i
v p) a0 Yo,
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rsmﬁg—l—cong (cos 2—I—sin 6)
ar a0 ¥ ox Pay)

Obliczmy kombinacje
sinf@sin (rsm 088 + cos 0;) + cos 9088@

= sinfsiny (rcosap 0 + rsing 8)
= B 3y
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rsmﬁg—l—cong (cos 2—I—sin 6)
ar a0 ¥ ox Pay)

Obliczmy kombinacje

sinf@sin (rsm 02 + cos— 0 ) + cosgpg
or 00 Op
= sinfsiny (r cos cpz + rsin <p8)
Ox Oy

_l’_
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rsmﬁg—l—cong (cos 2—I—sin 6)
ar a0 ¥ ox Pay)

Obliczmy kombinacje
sinf@sin (rsm 088 + cos 0;) + cos 9088@
= sinfsin (rcos 2 + rsin 8)

... 0 . 0
4+ cosyp —rsm95m<pa+rsm9cosgo@
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rsmﬁg—l—cong (cos 2—I—sin 6)
ar a0 ¥ ox Pay)

Obliczmy kombinacje
sinf@sin (rsm 088 + cos 0;) + cos 9088@
= sinfsin (rcos 2 + rsin 8)

... 0 . 0
4+ cosyp —rsm95m<pa+rsm9cosgo@
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rsmﬁg—l—cong (cos 2—I—sin 6)
ar a0 ¥ ox Pay)

Obliczmy kombinacje
sinf@sin (rsm 088 + cos 0;) + cos 9088@
= sinfsin (rcos 2 + rsin 8)
( ... 0 . 0 )
4+ cosp | —rsinfsinp— + rsinf cosp—
0x dy
= rsinf (sin2<p + cos? (p) 88)/ =
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rsmﬁg—l—cong (cos 2—I—sin 6)
ar a0 ¥ ox Pay)

Obliczmy kombinacje

sin @ sin (rsm 02 + cos— 0 ) + cos 9
v ar a0 Yo,
= sinfsin (rcos 2 + rsin 8)
... 0 . 0
4+ cosyp (—rsm 0 sin p— + rsin 6 cos go)
0x dy
= rsinf (sin2<p + cos? (p) 88)/ = rsin 9;/.
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Otrzymali$my réwno$é

sin@sin <rsin 92 + c0506> + cos i = rsin Gﬁ
? ar 90 Yoo Ay’
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Otrzymali$my réwno$é

sin@sin <rsin 92 + c0506> + cos i = rsin Gﬁ
? ar 90 Yoo Ay’

Dzielac obustronnie przez rsin 6 otrzymamy

cosp O

i—Sinesin 2—i—lcosesin 34-
- Yor Ty 700

dy rsinf 0y’
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Otrzymali$my réwno$é

sin@sin <rsin 92 + c0506> + cos ﬁ = rsin Gﬁ
? ar 90 Yoo Ay’

Dzielac obustronnie przez rsin 6 otrzymamy

0 <indsi 0 n 1cos€s' 0 L Cose 0
— =sinfsinp— + — inp— —.
dy Yar Ty Y o0 rsinf 0y
Z réwnania % = —rsinfsin gp%+rsin0cosg0% otrzymamy
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Otrzymali$my réwno$é

sin@sin <rsin 92 + c0506> + cos ﬁ = rsin Gﬁ
? ar 90 Yoo Ay’

Dzielac obustronnie przez rsin 6 otrzymamy

0 sin 0 si 0 + 1cos€s' 0 + cosp O
— =sinfsinp— + — inp— —.
dy Yar Ty Y o0 rsinf 0y
Z réwnania % = —rsinfsin go% + rsin @ cos ga% otrzymamy
8 _
ox
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Otrzymali$my réwno$é

o0 ay’

sinfsin ¢ <rsin 92 + c0506> + cosc,o2 =rsin6 0
or Oy y

Dzielac obustronnie przez rsin 6 otrzymamy

<indsi 0 n 1cos€s' 0 n cosp O

=sinfsinp— + — inp— —.

dy Yar Ty Y o0 rsinf 0y

Z réwnania 8635 = —rsinfsin go% + rsin @ cos ga% otrzymamy
9 _ cosp d 1 0

ox sinp dy a rsin@sincp%
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Otrzymali$my réwno$é

sinfsin ¢ <rsin 9% + cosG(%) + cos cp;p = rsin Gay.

Dzielac obustronnie przez rsin 6 otrzymamy

0 sin 0 si 0 + 1cos€s' 0 + cosp O
=sinfsinp— + = inp— —.
dy Yar Ty Y o0 rsinf 0y
Z réwnania 8635 = —rsinfsin go% + rsinGcosgo% otrzymamy
9 cosp J 1 0
Ox  sinpdy rsinfsinpdyp
0
Ox
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Otrzymali$my réwno$é

sinfsin ¢ <rsin 9% + cosG(%) + cos cp;p = rsin Gay.

Dzielac obustronnie przez rsin 6 otrzymamy

0 sin 0 si 0 + 1cos€s' 0 + cosp O
=sinfsinp— + = inp— —.
dy Yar Ty Y o0 rsinf 0y
Z réwnania 8635 = —rsinfsin go% + rsinGcosgo% otrzymamy
9 cosp J 1 0
Ox  sinpdy rsinfsinpdyp
a J—
ox
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Otrzymali$my réwno$é

sinfsin ¢ <rsin 9% + cosG(%) + cos cp;p = rsin Gay.

Dzielac obustronnie przez rsin 6 otrzymamy

0 sin 0 si 0 + 1cos€s' 0 + cosp O
=sinfsinp— + = inp— —.
dy Yar Ty Y o0 rsinf 0y
Z réwnania 8635 = —rsinfsin go% + rsin @ cos ga% otrzymamy
9 cosp J 1 0
Ox  sinpdy rsinfsinpdyp
0 sin f cos 0 +1cost9cos 0 +C052¢_1 9
= ] _— _ —_— —_—m
Ox Por Ty Y 96 rsinfsing Oy’
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co po uproszczeniu daje

— =sinfcos g—klcosecos 2— sincpg
ox Yor T Y90 rsinf oo’
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co po uproszczeniu daje

— =sinfcos g—klcosecos 2— sincpg
ox Yor T Y90 rsinf oo’

Skorzystajmy z réwnania

0

— = sinfcos é+sin05in Q—I—COSG—
or ¥ ox Soay

0z’

=
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co po uproszczeniu daje

— =sinfcos g—klcosecos 2— sincpg
ox Yor T Y90 rsinf oo’

Skorzystajmy z réwnania

ﬁ = sinfcos é+sin05in Q—I—COSG—

or ¥ ox Soay 0z’
0

= cosf— =

0z
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co po uproszczeniu daje

— =sinfcos g—klcosecos 2— sincpg
ox Yor T Y90 rsinf oo’

Skorzystajmy z réwnania

0

— = sinfcos é+sin05in Q—I—COSG—
or ¥ ox Soay

0z’

= cos&é—g—sinHCOS 2—sin<9sin ﬁ
dz  Or Y ox S00}/'
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co po uproszczeniu daje

_ o 1 0 sinp 0
Ix —S|n9coscpa+;c059cosg080

rsinf dp’
Skorzystajmy z réwnania

0

— = sinfcos é+sin05in 2—|—cos{9
or ¥ ox Soay

5)

= cos¢92 4 — sin f cos 2—sin<9sin 2
oz  Or Y ox S00}/'

Zadanie. Pokazaé, ze po prostych obliczeniach otrzymamy

o 5,0 1 0
cosﬁg = cos Gar - ;sm&cosG%
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co po uproszczeniu daje

_ o 1 0 sinp 0
Ix —S|n9coscpa+;c059cosg080

rsinf dp’
Skorzystajmy z réwnania

0

— = sinfcos é+sin05in 2—|—cos{9
or ¥ ox Soay

5)

= cos¢92 4 — sin f cos 2—sin<9sin 2
oz  Or Y ox S00}/'

Zadanie. Pokazaé, ze po prostych obliczeniach otrzymamy

o 5,0 1 0 J
cosﬁgfcos Qar—;smecosﬁ% = i
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co po uproszczeniu daje

— =sinfcos g—klcosecos 2— sincpg
ox Yor T Y90 rsinf oo’

Skorzystajmy z réwnania

0

— = sinfcos é+sin05in Q—I—cose—
or ¥ ox Soay

0z’
= cos&% :gr—sinHCOS@;L—sianingoa@y.

Zadanie. Pokazaé, ze po prostych obliczeniach otrzymamy

o  ,,0 1. 0 o
cosﬁgfcos 95—;sm9cosﬁ% = E—Cosear— Pyt
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Podsumujmy wyniki

0 . o 1 0 sinp 0

x S|n9coscpa+?cosﬁcosgp%— rsinG%’
0 .0 1 .0 cosp O

oy = sm05|ng05—|—;c0505mg0%+ rsinG%’
0 0 sinf 0

9 = COSQE_T%

Réwn. Schrodingera we wspétrz. sferycznych 23/61



Transformacja do wspstrzednych sferyCaCHN.

Podsumujmy wyniki

L. sin 6 cos 2—Flcosecos 9 _sing 9
ox 908r r @80 rsinf 0y’
L. sin @ sin g—i—lcosHsin E+ cos¢ 9
dy Yor T Y o0 rsin oy’
9 cos 92 _sind o
2 or r 06
Zadanie. Korzystajac z powyzszych wzoréw pokazaé, ze
0? 52 52
2 = a 9 —_—F R
VT ox? - dy? + 0z2
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Transformacja do wspstrzednych sferyCaCHN.

Podsumujmy wyniki

L. sin 6 cos 2—Flcosecos 9 _sing 9
ox 908r r @80 rsinf 0y’
L. sin @ sin g—i—lcosHsin E+ cos¢ 9
dy Yor T Y o0 rsin oy’
9 cos 92 _sind o
2 or r 06
Zadanie. Korzystajac z powyzszych wzoréw pokazaé, ze
0? 52 52
2 = a 9 —_—F R
VT ox? - dy? + 0z2
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Podsumujmy wyniki

0 . o 1 0 sinp 0
x sm9cos<pa+?c059cosg0%— rsinG%’
0 .0 1 .0 cosp O
oy = sm05|ng05—|—;c0505mg0%+ rsinG%’
0 0 sinf 0

9 = COSQE_T@

Zadanie. Korzystajac z powyzszych wzoréw pokazaé, ze

0? 0? 0?
2 —_— [ [ —_—
veo= Ox? + Oy? + 0z2

S LA T AT
- r20r or r2sin 6 00 00 r2sin 0 0?2’
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kartezjanskie sktadowe operatora orbitalnego momentu pedu
wyrazaja sie wzorami:
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kartezjanskie sktadowe operatora orbitalnego momentu pedu
wyrazaja sie wzorami:

L, =
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kartezjanskie sktadowe operatora orbitalnego momentu pedu
wyrazaja sie wzorami:
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kartezjanskie sktadowe operatora orbitalnego momentu pedu
wyrazaja sie wzorami:

. 0 . .0 0
Ly, = —ih (y — z) =—ih <— sin i ctg&coscpagp> ,
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kartezjanskie sktadowe operatora orbitalnego momentu pedu
wyrazaja sie wzorami:

. 0 . .0 0
Ly, = —ih (y — z) =—ih <— sin i ctg&coscpagp> ,
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kartezjanskie sktadowe operatora orbitalnego momentu pedu
wyrazaja sie wzorami:

. 0 0 . .0 0
Lx —ih (yaz_za)/) = —ih (—smw(%—ctgecosw&D) ,
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kartezjanskie sktadowe operatora orbitalnego momentu pedu
wyrazaja sie wzorami:

. 0 . .0 0
Lx —ih (yﬁz_za)/) = —ih <—Sln¢%—ctg0coscpag0>,
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kartezjanskie sktadowe operatora orbitalnego momentu pedu
wyrazaja sie wzorami:

. 0 0 . .0 0

Ly —ih (yaz — Zay> =—ih <— sin 4p% — ctg&coscpagp> ,
. 0 0 . 0 .0

L, = —ih (28x — X@z) = —ih (coscpaa — ctgfsin SO&p) ,
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kartezjanskie sktadowe operatora orbitalnego momentu pedu
wyrazaja sie wzorami:

. 0 0 . .0 0

Ly —ih (yaz — Zay> =—ih <— sin 4p% — ctg&coscpagp> ,
. 0 0 . 0 .0

L, = —ih (28x — X@z) = —ih (coscpaa — ctgfsin SO&p) ,
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kartezjanskie sktadowe operatora orbitalnego momentu pedu
wyrazaja sie wzorami:

. 0 0 . .0 0

Ly —ih (yaz — Zay> =—ih <— sin 4p% — ctg&coscpagp> ,
. 0 0 . 0 .0

L, = —ih (28x — X@z) = —ih (coscpaa — ctgfsin SO&p) ,
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kartezjanskie sktadowe operatora orbitalnego momentu pedu
wyrazaja sie wzorami:

0 0 0
L, = - 9 ON_ o . O LAY
lh(yaz Zay> /h( sm<p60 ctg&coswagD)
. 0 0 . 0 .0
L, = —ih (28x — X@z) = —ih (coscpaa — ctgfsin go&p> )
0 0
Lz = —Ih(Xay—ya)()_
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kartezjanskie sktadowe operatora orbitalnego momentu pedu
wyrazaja sie wzorami:

—sin <p£ — ctgdcos cpa>
00 Oy

'\
<

1

|
S
/N
N
|
|

x
N
N———
||
Sr
TN N

COS P— 0 — ctgfsinp— 0 )
00 0
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kartezjanskie sktadowe operatora orbitalnego momentu pedu
wyrazaja sie wzorami:

0 0 0
Ly = —i — —z— — — — —
ih (y(?z z ) /h( sm<p60 ctg&coscpagp>
L, = —ih(zai—x) lh(coscpae ctg&smgoaa)
0 0 0
Lz = — _— _— = — B
ih (X(?y y@x) lh&P
a kwadrat operatora orbitalnego momentu pedu wyraza sie
wzorem:
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kartezjanskie sktadowe operatora orbitalnego momentu pedu
wyrazaja sie wzorami:

0 0 0
Ly = —i — —z— — — — —
lh(yaz z ) /h( sm<p60 ctg&coscpagp>
L, = —ih(zai—x) lh(coscpae ctg&smgoaa)
0 0 0
Lz = — _— _— = — B
ih (X(?y y@x) lh&P
a kwadrat operatora orbitalnego momentu pedu wyraza sie
wzorem:
[2 =
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kartezjanskie sktadowe operatora orbitalnego momentu pedu
wyrazaja sie wzorami:

Ly = —ih (y(jz - za> —ih <— sin <p% — ctg 6 cos cpi)

L, = —ih (28 — x) —ih (coscp — ctgfsinp— 0 )
Y ox 00 0
0 0 ) _ 0

¢’

a kwadrat operatora orbitalnego momentu pedu wyraza sie
wzorem:

P=12+12+12=
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kartezjanskie sktadowe operatora orbitalnego momentu pedu
wyrazaja sie wzorami:

. 0 0 0
Ly —ih (yaz — z) —ih <— sin <p% — ctgdcos w(?gp)
L = —ih (28 - x) —ih (cos ctg 6 sin g )
v = dx Pog ~ BUSNYH,

. 0 0 0
Lz = —ih (Xay—yax> = ha

a kwadrat operatora orbitalnego momentu pedu wyraza sie
wzorem:

1 9 o 1 02
mo 2 2 2 _ _p2|_ - 7 — —s— 5
=L+l +tl=-n [sin@@@ (Sm089> * sin® § 02
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Zadanie. Pokaza¢, ze trzecia sktadowa orbitalnego momentu pedu
i kat azymutalny spetniaja nastepujaca relacje komutacji

[p, L] = ih.
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Zadanie. Pokaza¢, ze trzecia sktadowa orbitalnego momentu pedu
i kat azymutalny spetniaja nastepujaca relacje komutacji

[p, L] = ih.

Jaka wobec tego relacje nieoznaczonosci otrzymamy dla tych
wielkosci?
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Réwnanie Schrodingera dla sferycznie symetrycznej energii
potencjalnej

m?
™ Veu(r)+ V (r)u(r) = Eu(r)
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Réwnanie Schrodingera dla sferycznie symetrycznej energii
potencjalnej

m?
™ Veu(r)+ V (r)u(r) = Eu(r)

we wspotrzednych sferycznych ma postaé

S LAY TN TS S )
2m | 2ar \" ar r2sin6oa > 99 r2sin 6 02 r

+V (r)u(r) = Eu(r).
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Réwnanie Schrodingera dla sferycznie symetrycznej energii
potencjalnej

m?
™ Veu(r)+ V (r)u(r) = Eu(r)

we wspotrzednych sferycznych ma postaé

S LAY TN TS S )
2m | 2ar \" ar r2sin6oa > 99 r2sin 6 02 r

+V (r)u(r) = Eu(r).

gdzie u(r) = u(r,0, ).
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Réwnanie Schrodingera dla sferycznie symetrycznej energii
potencjalnej

m?
™ Veu(r)+ V (r)u(r) = Eu(r)

we wspotrzednych sferycznych ma postaé

S LAY TN TS S )
2m | 2ar \" ar r2sin6oa > 99 r2sin 6 02 r
V() () = Eu(?)

gdzie u(r) = u(r,0,¢). Podstawmy

u(r,0,0) = R(r)Y(0,¢),
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wéwczas otrzymamy
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wéwczas otrzymamy

R yd (r2dR>
2m | r2dr dr
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wéwczas otrzymamy

(v d (aaRy R0 0ny
2m | r2dr r dr r?sin @ 060 sin 00
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wéwczas otrzymamy

_Piyd <r2dR> Ra(- ay) R &Y
2m | r2dr dr r2sinf 00 r2sin? 6 Oy?
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wéwczas otrzymamy

“om | rzar \" ar r2sin 6 00 r2sin? § 92
+ V(r)RY = E RY,

h? [Yd<2dR> R a<_ aY) R 8%Y
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wéwczas otrzymamy

_Piyd <r2dR> _R 9 ( : ay) R &Y
2m | r2dr dr r2sinf 00 r2sin? 6 Oy?
+ V(r)RY = E RY,

gdzie w pierwszym wyrazie po lewej stronie réwnania zastapiliSmy
pochodng czastkowa przez pochodna zwyczajna,
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wéwczas otrzymamy

_Piyd <r2dR> _R 9 ( : ay) R &Y
2m | r2dr dr r2sinf 00 r2sin? 6 Oy?
+ V(r)RY = E RY,

gdzie w pierwszym wyrazie po lewej stronie réwnania zastapiliSmy
pochodna czastkowa przez pochodna zwyczajna, gdyz funkcja R(r)
zalezy tylko od zmiennej r.
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wéwczas otrzymamy

_Piyd <r2dR> _R 9 ( : ay) LR &Y
2m | r2dr dr r2sinf 00 r2sin? 6 Oy?
+ V(r)RY = E RY,

gdzie w pierwszym wyrazie po lewej stronie réwnania zastapiliSmy
pochodna czastkowa przez pochodna zwyczajna, gdyz funkcja R(r)
zalezy tylko od zmiennej r.

Dzielac obie strony przez RY i mnozac przez r’ otrzymamy

2m | R Or or Ysin6a6 "' o0 Y sin? 6 02

+V(r)r* =E r.
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Rozseparujmy zmienne

h? 1 0 (/. Y 1 9%y
—_ | — <sm 9) + v 2,73
2m | Ysinf 00 Y sin“ 0 Oy

= o R (r2(35> +[E—V(n]r.
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Rozseparujmy zmienne

h2[16< av) 1 8%y
= (sin ) T

2m | Y'sin6 00 00 Y sin? 6 Op?
R 1d »dR
~ R () FIE VN

Mnozac obustronnie przez 7 dostaniemy

LD ()L
Y sin6 00 00 Y sin? 0 O¢?

C1d [,dRY  2m )
s (PG )+ E- v,
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Rozseparujmy zmienne

h2[16< av) 1 8%y
= (sin ) T

2m | Y'sin6 00 00 Y sin? 6 Op?
R 1d »dR
~ R () FIE VN

Mnozac obustronnie przez 7 dostaniemy

LD ()L
Y sin6 00 00 Y sin? 0 O¢?

C1d [,dRY  2m )
s (PG )+ E- v,

Lewa strona réwnania zalezy tylko od zmiennych katowych, a
prawa tylko od r.
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Dlatego obie strony musza by¢ réwne statej separacji, ktéra
oznaczymy .
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Dlatego obie strony musza by¢ réwne statej separacji, ktéra
oznaczymy .
Rozwazmy najpierw czes¢ radialna.

1d [ ,dR\ 2m ,
Rdr(r dr)—i-hz [E-V(n]rr=A\
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Dlatego obie strony musza by¢ réwne statej separacji, ktéra
oznaczymy .
Rozwazmy najpierw czes¢ radialna.

1d [ ,dR\ 2m ,
Rdr(r dr)—i-hz [E-V(n]rr=A\

Pomnézmy obie strony przez r—R; wtedy dostaniemy
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Dlatego obie strony musza by¢ réwne statej separacji, ktéra
oznaczymy .
Rozwazmy najpierw czes¢ radialna.

Ld (adr

2m 5
Ear rdr)—i- 5> [E=V(nN]rr=A\

h2

Pomnézmy obie strony przez r—R; wtedy dostaniemy

1d [ ,dRY [2m AL
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Rozwazmy teraz czes¢ katowa.

2
1 0 ( 8Y> 1 0°Y N

 Ysin6 06 smﬁﬁ  Ysin26 92 -
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Rozwazmy teraz czes¢ katowa.

1 a( 8Y> 1 9%Y

 Ysin6 06 smﬁﬁ  Ysin26 92 -

Mnozac obie strony przez h2Y otrzymamy
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Rozwazmy teraz czes¢ katowa.

1 9 ( 8Y> 1 9%Y
00

= Y spely . = " _
Ysingag \" Y sin? 6 0?2

Mnozac obie strony przez h2Y otrzymamy
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Rozwazmy teraz czes¢ katowa.
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Mnozac obie strony przez h2Y otrzymamy
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Rozwazmy teraz czes¢ katowa.

1 a( 8Y> 1 9%Y
00

A (TN i I
Ysingag \" Y sin? 6 0?2
Mnozac obie strony przez h2Y otrzymamy

1 0 oY 1 9%y
2 |2 (singSl )+ ST 2y
lsin&@@ (S'” 89) Taneopr| =)

Przypomnijmy wzér na kwadrat operatora orbitalnego momentu
pedu we wspdtrzednych sferycznych:

10/ 9\, 1
lsin@@@ *90) T sin?0 052
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Widzimy, ze cze$¢ katowa réwnania Schrodingera w przypadku
symetrii sferycznej jest rownaniem wtasnym kwadratu orbitalnego
momentu pedu

Y(6,9) = XY (6,).
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Widzimy, ze cze$¢ katowa réwnania Schrodingera w przypadku
symetrii sferycznej jest rownaniem wtasnym kwadratu orbitalnego
momentu pedu

Y(6,9) = XY (6,).

Réwnanie katowe

W% Slnei 7+)\YZO

1 3( 3Y> 1 9%Y
00 sin § 0?2

mozemy dalej rozseparowaé na cze$é biegunowa

Réwn. Schrodingera we wspétrz. sferycznych 31/61



Widzimy, ze cze$¢ katowa réwnania Schrodingera w przypadku
symetrii sferycznej jest rownaniem wtasnym kwadratu orbitalnego
momentu pedu

Y(6,9) = XY (6,).
Réwnanie katowe

1 0 oY 1 9%2Y
= 9 (gl ) S Ly =
sinf 00 (sm 69> sin § 0?2 + 0

mozemy dalej rozseparowaé na cze$é biegunowa i czes$é
azymutalna.
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Widzimy, ze cze$¢ katowa réwnania Schrodingera w przypadku
symetrii sferycznej jest rownaniem wtasnym kwadratu orbitalnego
momentu pedu

Y(6,9) = XY (6,).

Réwnanie katowe

W% Slnei 7+)\YZO

1 3( 3Y>+ 1 9%Y
00 sin § 0?2

mozemy dalej rozseparowaé na cze$é biegunowa i czes$é
azymutalna.
W tym celu podstawmy

Y(07 90) =
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Widzimy, ze cze$¢ katowa réwnania Schrodingera w przypadku
symetrii sferycznej jest rownaniem wtasnym kwadratu orbitalnego
momentu pedu

Y(6,9) = XY (6,).

Réwnanie katowe

W% Slnei 7+)\YZO

1 3( 3Y>+ 1 9%Y
00 sin § 0?2

mozemy dalej rozseparowaé na cze$é biegunowa i czes$é
azymutalna.
W tym celu podstawmy

Y(0,0) =0(0)®(p).
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Woéwczas réwnanie katowe

1 0 oY 1 9°Y
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Réwn. Schrodingera we wspétrz. sferycznych 32/61



Woéwczas réwnanie katowe

1 0 oY 1 9°Y
sin 0 06 (S'”989> snZg a2 AT =0

przyjmie postaé
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Woéwczas réwnanie katowe

2
1 a( av> L2Y vy g

sn6 a0 "0 ) T nze a2

przyjmie postaé

24 (s)
sin 6 do !
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Woéwczas réwnanie katowe

2
1 a( av> L2V Ly g

sinf 90 Sme% sin § 02
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2 4 (gl®) O o
sinf dé dé sin? § dg?
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Woéwczas réwnanie katowe

1 9 oY 1 9%y
- P y —
sin 0 00 (S'”989> sn2go2 AV
przyjmie postaé
¢ d doe 0 d%¢
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sinf9 df <SI Hde) sin 0dg0 +46
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Woéwczas réwnanie katowe

1 9 oY 1 9%y
- P y —
sin 0 00 (S'”989> sn2go2 AV
przyjmie postaé
¢ d doe 0 d%¢
I av b —
sinf9 df <SI Hde) sin 0dg0 +46 0.
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Woéwczas réwnanie katowe

2
! a@mﬁy> : aY+AY_0

sinf 90 00 sin § 02
przyjmie postaé

2
® d( cm) o O &0 op 0,

sind do sin 9@ sin? § dp?

Podzielmy obie strony przez ©® i pomnézmy przez sin® 6, wtedy
otrzymamy
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Woéwczas réwnanie katowe

1 0 oY 1 9%y
- P y _
sin0 9 (S'”989> sntgogz AT =0
przyjmie postaé
¢ d do o d%¢
a av b —
sianG(sI Hdﬁ) sin 0dg0 +46 0.
Podzielmy obie strony przez ©® i pomnézmy przez sin® 6, wtedy
otrzymamy
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Woéwczas réwnanie katowe

1 9 oY 1 9%y
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sin 0 00 (S'”989> sn2go2 AV
przyjmie postaé
¢ d doe 0 d%¢
I av b —
sin@ do <SI Hdﬁ) sin 0dg0 +46 0.

Podzielmy obie strony przez ©® i pomnézmy przez sin® 6, wtedy
otrzymamy
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Woéwczas réwnanie katowe

1 9 oY 1 9%y
Y or Y —
sin 0 00 (S'”989> sn2go2 AV
przyjmie postaé
¢ d doe 0 d%¢
I av b —
sin@ do <SI Hdﬁ) sin 0dg0 +46 0.

Podzielmy obie strony przez ©® i pomnézmy przez sin® 6, wtedy
otrzymamy
sing d ( d@) 1 d%¢
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Woéwczas réwnanie katowe

1 9 oY 1 9%y
Y or Y —
sin 0 00 (S'”989> sn2go2 AV
przyjmie postaé
¢ d doe 0 d%¢
I av b —
sin@ do <SI Hdﬁ) sin 0dg0 +46 0.

Podzielmy obie strony przez ©® i pomnézmy przez sin® 6, wtedy
otrzymamy
sing d ( d@) 1 d%¢

+¢d2+)\sm 6 =0.
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Rozdzielmy zmienne

sind d /. dO© 5, 1d%®
o @ <Sm0d€> + A sin 97_5?902
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Rozdzielmy zmienne

sind d /. dO© o, 1d%¢
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Rozdzielmy zmienne

sind d /. dO© - 1 d%o
o @ <S|n 0(19) + A sin“0 = _$d7<p2 = v = const.
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Rozdzielmy zmienne

_1d%
& d?

= v = const.

sind d /. dO© o,
o @ <Sm0d€>+/\ sin“ 6 =

Kazda ze stron jest funkcja tylko jednej zmiennej katowej,
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Rozdzielmy zmienne

_ld%e
& d?

= v = const.

sind d /. dO© o,
o @ <Sm0d€>+)\ sin“ 6 =

Kazda ze stron jest funkcja tylko jednej zmiennej katowej, dlatego
obie strony musza by¢ réwne statej, ktdra oznaczymy v.
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Rozwazmy najpierw réwnanie

1d
ddgz "
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Rozwazmy najpierw réwnanie

1d
ddgz "

Mnozac obie strony przez ® otrzymamy réwnanie na czes$é
azymutalna funkcji falowej
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Rozwazmy najpierw réwnanie
1d%®
—_——— =
® dy?

Mnozac obie strony przez ® otrzymamy réwnanie na czes$é
azymutalna funkcji falowej

d?o
digoz +I/¢ =0.
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Czes¢ biegunowa natomiast ma postac

sindd /. dO© . 2
?@ <S|n0de>+>\ Sin 0—1/,
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Czes¢ biegunowa natomiast ma postac

sindd /. dO© . 2
?@ <S|n0de>+>\ Sin 0—1/,

a po przemnozeniu przez © i podzieleniu przez sin?§ mozemy ja
zapisa¢ w formie

1 d /. d© v
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Réwnanie na czes¢ azymutalng funkcji falowej

d?o
d7802+y¢:0
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Réwnanie na czes¢ azymutalng funkcji falowej

d?o
d7802+y¢:0

mozemy tatwo scatkowad.
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Réwnanie na czes¢ azymutalng funkcji falowej

d?o
d7802+y¢:0

mozemy tatwo scatkowaé. Jesli v = 0, to rozwiazanie ogblne ma
postad

®(¢) = A+ Be,

gdzie A i B s3a statymi dowolnymi.
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Réwnanie na czes¢ azymutalng funkcji falowej

d?o
d7802+y¢:0

mozemy tatwo scatkowaé. Jesli v = 0, to rozwiazanie ogblne ma
postad

®(¢) = A+ Be,

gdzie A i B s3a statymi dowolnymi.
Jedli v # 0,
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Réwnanie na czes¢ azymutalng funkcji falowej

d?o
d7802+y¢:0

mozemy tatwo scatkowaé. Jesli v = 0, to rozwiazanie ogblne ma
postad

®(¢) = A+ Be,

gdzie A i B s3a statymi dowolnymi.
Jesli v # 0, to podstawiajac ® = € ¥ otrzymamy
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Réwnanie na czes¢ azymutalng funkcji falowej

d?o
d7802+y¢:0

mozemy tatwo scatkowaé. Jesli v = 0, to rozwiazanie ogblne ma
postad

®(¢) = A+ Be,

gdzie A i B s3a statymi dowolnymi.
Jesli v # 0, to podstawiajac ® = € ¥ otrzymamy

V4r=0

Réwn. Schrodingera we wspétrz. sferycznych 36/61



Réwnanie na czes¢ azymutalng funkcji falowej

d?o
d7802+y¢:0

mozemy tatwo scatkowaé. Jesli v = 0, to rozwiazanie ogblne ma
postad

®(¢) = A+ Be,

gdzie A i B s3a statymi dowolnymi.
Jesli v # 0, to podstawiajac ® = € ¥ otrzymamy

Y+r=0 = +=-v=
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Réwnanie na czes¢ azymutalng funkcji falowej

d?o
d7802+y¢:0

mozemy tatwo scatkowaé. Jesli v = 0, to rozwiazanie ogblne ma
postad

®(¢) = A+ Be,

gdzie A i B s3a statymi dowolnymi.
Jesli v # 0, to podstawiajac ® = € ¥ otrzymamy
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Réwnanie na czes¢ azymutalng funkcji falowej

d?o
d7802+y¢:0

mozemy tatwo scatkowaé. Jesli v = 0, to rozwiazanie ogblne ma
postad

®(¢) = A+ Be,

gdzie A i B s3a statymi dowolnymi.
Jesli v # 0, to podstawiajac ® = € ¥ otrzymamy

Y+r=0 = fy2:—1/:{ it
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Réwnanie na czes¢ azymutalng funkcji falowej

d?o
d7802+y¢:0

mozemy tatwo scatkowaé. Jesli v = 0, to rozwiazanie ogblne ma
postad

®(¢) = A+ Be,

gdzie A i B s3a statymi dowolnymi.
Jesli v # 0, to podstawiajac ® = € ¥ otrzymamy

Y+r=0 = 72:—1/:{ v, dla
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Réwnanie na czes¢ azymutalng funkcji falowej

d?o
d7802+y¢:0

mozemy tatwo scatkowaé. Jesli v = 0, to rozwiazanie ogblne ma
postad

®(¢) = A+ Be,

gdzie A i B s3a statymi dowolnymi.
Jesli v # 0, to podstawiajac ® = € ¥ otrzymamy

Y+r=0 = 72:_,/:{ v, dla v <0,
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Réwnanie na czes¢ azymutalng funkcji falowej

d?o
d7802+y¢:0

mozemy tatwo scatkowaé. Jesli v = 0, to rozwiazanie ogblne ma
postad

®(¢) = A+ Be,

gdzie A i B s3a statymi dowolnymi.
Jesli v # 0, to podstawiajac ® = € ¥ otrzymamy

lv|, dla v <0,

2 2
YV+r=0 = y'=-v=
{ ‘]/‘7
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Réwnanie na czes¢ azymutalng funkcji falowej

d?o
d7802+y¢:0

mozemy tatwo scatkowaé. Jesli v = 0, to rozwiazanie ogblne ma
postad

®(¢) = A+ Be,

gdzie A i B s3a statymi dowolnymi.
Jesli v # 0, to podstawiajac ® = € ¥ otrzymamy

2 . 2 _ ‘V‘, dla I/<O,
v+rv=0 = ~ = 1/—{ — v, da
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Réwnanie na czes¢ azymutalng funkcji falowej

d?o
d7802+y¢:0

mozemy tatwo scatkowaé. Jesli v = 0, to rozwiazanie ogblne ma
postad

®(¢) = A+ Be,

gdzie A i B s3a statymi dowolnymi.
Jesli v # 0, to podstawiajac ® = € ¥ otrzymamy

lv|, dla v <0,

2 _ 2_
vHr=0 = at=-v {—\y\, dla v > 0.
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W takim razie

) £V, dla v <O,
T £V, dla v >o0.
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W takim razie

) £V, dla v <O,
T £V, dla v >o0.

i rozwigzanie ogblne ma postaé
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W takim razie

) £V, dla v <O,
T £V, dla v >o0.

i rozwigzanie ogblne ma postaé

() = {
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W takim razie

) £V, dla v <O,
T £V, dla v >o0.

i rozwigzanie ogblne ma postaé

iV Ivle e—iVIvle
¢(90)={ GV + 0,
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W takim razie

) £V, dla v <O,
T £V, dla v >o0.

i rozwigzanie ogblne ma postaé

CelVIM# 4 pe=iVIVle dla
() =
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W takim razie

) £V, dla v <O,
T £V, dla v >o0.

i rozwigzanie ogblne ma postaé

CeVIM9 4 De=iVIMe dla v >0,
() =
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W takim razie

) £V, dla v <O,
T £V, dla v >o0.

i rozwigzanie ogblne ma postaé

o) = CeVIM9 4 De=iVIMe dla v >0,
? EeVIM¢ 4 Fe=V¥Ie,
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W takim razie

) £V, dla v <O,
T £V, dla v >o0.

i rozwigzanie ogblne ma postaé

o) = CeVIM9 4 De=iVIMe dla v >0,
v EeVIV# 4 Fe=VIMe,  dla
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W takim razie

) £V, dla v <O,
T £V, dla v >o0.

i rozwigzanie ogblne ma postaé

o) = CeVIM9 4 De=iVIMe dla v >0,
EeVIVe 4 Fe Ve, dla v <0,
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W takim razie

) £V, dla v <O,
T £V, dla v >o0.

i rozwigzanie ogblne ma postaé

o) = CeVIM9 4 De=iVIMe dla v >0,
EeVIVe 4 Fe Ve, dla v <0,

gdzie C,D, E i F s3 statymi dowolnymi.
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W takim razie

) £V, dla v <O,
T £V, dla v >o0.

i rozwigzanie ogblne ma postaé

o) = CeVIM9 4 De=iVIMe dla v >0,
EeVIVe 4 Fe Ve, dla v <0,

gdzie C, D, E i F s3 statymi dowolnymi. Obliczmy pochodna
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W takim razie

) £V, dla v <O,
T £V, dla v >o0.

i rozwigzanie ogblne ma postaé

o) = CeVIM9 4 De=iVIMe dla v >0,
EeVIVe 4 Fe Ve, dla v <0,

gdzie C, D, E i F s3 statymi dowolnymi. Obliczmy pochodna

¥(p) = {
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W takim razie

) £V, dla v <O,
T £V, dla v >o0.

i rozwigzanie ogblne ma postaé

o) = CeVIM9 4 De=iVIMe dla v >0,
EeVIVe 4 Fe Ve, dla v <0,

gdzie C, D, E i F s3 statymi dowolnymi. Obliczmy pochodna

cb’(s0)={ lvicevie
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W takim razie

) £V, dla v <O,
T £V, dla v >o0.

i rozwigzanie ogblne ma postaé

o) = CeVIM9 4 De=iVIMe dla v >0,
EeVIVe 4 Fe Ve, dla v <0,

gdzie C, D, E i F s3 statymi dowolnymi. Obliczmy pochodna

CD'(SO):{ iVpICeVIe — i\ /Ip]De= Ve,
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W takim razie

) £V, dla v <O,
T £V, dla v >o0.

i rozwigzanie ogblne ma postaé

o) = CeVIM9 4 De=iVIMe dla v >0,
EeVIVe 4 Fe Ve, dla v <0,

gdzie C, D, E i F s3 statymi dowolnymi. Obliczmy pochodna

<bf($0):{ iv/plceVe — i\/[p[De= Ve, dla
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W takim razie

) £V, dla v <O,
T £V, dla v >o0.

i rozwigzanie ogblne ma postaé

o) = CeVIM9 4 De=iVIMe dla v >0,
EeVIVe 4 Fe Ve, dla v <0,

gdzie C, D, E i F s3 statymi dowolnymi. Obliczmy pochodna

(D,(SO):{ i/r|CeVIMle — i u[De= V¢ dla v >0,
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W takim razie

) £V, dla v <O,
T £V, dla v >o0.

i rozwigzanie ogblne ma postaé

o) = CeVIM9 4 De=iVIMe dla v >0,
EeVIVe 4 Fe Ve, dla v <0,

gdzie C, D, E i F s3 statymi dowolnymi. Obliczmy pochodna

i/r|CeVIMle — i u[De= V¢ dla v >0,

() ={ eV
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W takim razie

) £V, dla v <O,
T £V, dla v >o0.

i rozwigzanie ogblne ma postaé

o) = CeVIM9 4 De=iVIMe dla v >0,
EeVIVe 4 Fe Ve, dla v <0,

gdzie C, D, E i F s3 statymi dowolnymi. Obliczmy pochodna

i/r|CeVIMle — i u[De= V¢ dla v >0,

*(¢) :{ JIV[EeVMe — JTplFeVIe,
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W takim razie

) £V, dla v <O,
T £V, dla v >o0.

i rozwigzanie ogblne ma postaé

o) = CeVIM9 4 De=iVIMe dla v >0,
EeVIVe 4 Fe Ve, dla v <0,

gdzie C, D, E i F s3 statymi dowolnymi. Obliczmy pochodna

i/r|CeVIMle — i u[De= V¢ dla v >0,

() = B — V]
VIv|EeVIP® — /|v|Fe~ VIVI¥] dla
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W takim razie

) £V, dla v <O,
T £V, dla v >o0.

i rozwigzanie ogblne ma postaé

o) = CeVIM9 4 De=iVIMe dla v >0,
EeVIVe 4 Fe Ve, dla v <0,

gdzie C, D, E i F s3 statymi dowolnymi. Obliczmy pochodna

i/r|CeVIMle — i u[De= V¢ dla v >0,

() = B — V]
VIv|EeVIP® — /|v|Fe~ VIVI¥] dla v <0.
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Zaréwno rozwiazanie ®(p), jak i jego pochodna ®'(¢) musza byé
ciggte w przedziale [0, 27),
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Zaréwno rozwiazanie ®(p), jak i jego pochodna ®'(¢) musza byé
ciggte w przedziale [0, 27), dlatego musi zachodzi¢

o(0) = lim o) i ¥(0)= lim &)
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Zaréwno rozwiazanie ®(p), jak i jego pochodna ®'(¢) musza byé
ciggte w przedziale [0, 27), dlatego musi zachodzi¢

o(0) = lim o) i ¥(0)= lim &)

Dla v < 0 otrzymujemy stad warunki

E+F = Ee\/mQﬂ' + Fe—\/m~27r,
VIVIE — IVIF = \/WEe\/mQTr — \/mFe—\/mWf.
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Zaréwno rozwiazanie ®(p), jak i jego pochodna ®'(¢) musza byé
ciggte w przedziale [0, 27), dlatego musi zachodzi¢

o(0) = lim o) i ¥(0)= lim &)

Dla v < 0 otrzymujemy stad warunki
E+F = EeVIVI2m 4 pe=v/Ivl2m,
VIIE = VIIF = EeVI2 —  J]Fe= VI,
Po podzieleniu drugiego réwnania przez \/|v| otrzymamy

E+F = EeVil2r Fe_\/m'%,
E—F = Ee v|-2m _ Fe— |V|'271"
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Dodajac, a nastepnie odejmujac drugie réwnanie od pierwszego
otrzymamy sprzeczne warunki

2F = 2EeVI2T
2F = 2Fe VI,
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Dodajac, a nastepnie odejmujac drugie réwnanie od pierwszego
otrzymamy sprzeczne warunki

2F = 2EeVI2T
2F = 2Fe VI,

Dlatego rozwigzanie to musimy odrzucic.
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Dodajac, a nastepnie odejmujac drugie réwnanie od pierwszego
otrzymamy sprzeczne warunki

2E = 2EeVl2r
2F = 2Fe VI,

Dlatego rozwigzanie to musimy odrzucic.
Dla v > 0 otrzymamy warunki

C+D = CelVIvler De_i\/m'2”,
iWI(C—D) = iyl (CeVI2m — peiviviar),
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Dodajac, a nastepnie odejmujac drugie réwnanie od pierwszego
otrzymamy sprzeczne warunki

2E = 2EeVl2r
2F = 2Fe VI,

Dlatego rozwigzanie to musimy odrzucic.
Dla v > 0 otrzymamy warunki

C+D = CelVIvler De_i\/m'2”,

iVIVI(C=D) = iy (CelVI2m — pe-ivivin)

ktére po przedzieleniu drugiego réwnania przez iy/|v| sprowadzaja
sie do
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C+D = Ce' |l/|-27r+Defi |1/|-27r’
C—D = C(Cé |1/|-27r_De—i |1/|~27r_

Réwn. Schrodingera we wspétrz. sferycznych 40/61



C+D = Ce' |l/\-27r+Defi |1/|-27r’
C—D = C(Cé |V\-27r_De—i |1/|~27r_

Dodajac, a nastepnie odejmujac stronami otrzymamy uktad

{
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C+D = Ce' |l/\-27r+Defi |1/|-27r’
C—D = C(Cé |V\-27r_De—i |1/|~27r_

Dodajac, a nastepnie odejmujac stronami otrzymamy uktad

{2C
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C+D = Ce' |l/\-27r+Defi |1/|-27r’
C—D = C(Cé |V\-27r_De—i |1/|~27r_

Dodajac, a nastepnie odejmujac stronami otrzymamy uktad

{2C:
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C+D = Ce' |l/\-27r+Defi |1/|-27r’
C—D = C(Cé |V\-27r_De—i |1/|~27r_

Dodajac, a nastepnie odejmujac stronami otrzymamy uktad

{2C = 2CelVlar
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C+D = Ce' |l/\-27r+Defi |1/|-27r’
C—D = C(Cé |V\-27r_De—i |1/|~27r_

Dodajac, a nastepnie odejmujac stronami otrzymamy uktad

2C = 2Ce'Vllar
2D
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C+D = Ce' |l/\-27r+Defi |1/|-27r’
C—D = C(Cé |V\-27r_De—i |1/|~27r_

Dodajac, a nastepnie odejmujac stronami otrzymamy uktad

2C = 2Ce'Vllar
2D =
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C+D = Ce' |l/\-27r+Defi |1/|-27r’
C—D = C(Cé |V\-27r_De—i |1/|~27r_

Dodajac, a nastepnie odejmujac stronami otrzymamy uktad

2C = 2Ce'Vllar
2D = 2De VI,
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C+D = Ce' |l/\-27r+Defi |1/|-27r’
C—D = C(Cé |V\-27r_De—i |1/|~27r_

Dodajac, a nastepnie odejmujac stronami otrzymamy uktad

2C = 2Ce'Vllar -
2D = 2De VI,
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C+D = Ce' |l/\-27r+Defi |1/|-27r’
C—D = C(Cé |V\-27r_De—i |1/|~27r_

Dodajac, a nastepnie odejmujac stronami otrzymamy uktad

2C = 2Ceéf |zz\-27r7 el \1/|-27r:17
=
2D = 2De VI2m
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C+D = Ce' |l/\-27r+Defi |1/|-27r’
C—D = C(Cé |V\-27r_De—i |1/|~27r_

Dodajac, a nastepnie odejmujac stronami otrzymamy uktad

{2C — 2Cef |zz\-27r7 - { el \1/|-27r:17

2D = 2De |l/|~27'(" —i |1/\~27r:17

€
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C+D = Ce' |l/\-27r+Defi |1/|-27r’
C—D = C(Cé |V\-27r_De—i |1/|~27r_

Dodajac, a nastepnie odejmujac stronami otrzymamy uktad

{2C — 2Cef |zz\-27r7 - { el \1/|-27r:17

2D = 2De |l/|~27'(" —i |1/\~27r:17

€

a wiec musi zachodzi¢ /|v| = m,
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C+D = Ce' |l/\-27r+Defi |1/|-27r’
C—D = C(Cé |V\-27r_De—i |1/|~27r_

Dodajac, a nastepnie odejmujac stronami otrzymamy uktad

{2C — 2Cef |zz\-27r7 - { el \1/|-27r:17

2D = 2De |l/|~27'(" —i |1/\~27r:17

€

a wiec musi zachodzi¢ /|v| = m, gdzie m jest liczbg naturalna,
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C+D = Ce' |l/\-27r+Defi |1/|-27r’
C—D = C(Cé |V\-27r_De—i |1/|~27r_

Dodajac, a nastepnie odejmujac stronami otrzymamy uktad

{2C — 2Cef |l/"27l', - { el \1/|-27r:17

2D = 2De |l/|~27'(" —i |V‘~27T:17

€

a wiec musi zachodzi¢ /|v| = m, gdzie m jest liczbg naturalna,
gdyz pierwiastek kwadratowy jest liczba nieujemna
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C+D = Ce' |l/\-27r+Defi |1/|-27r’
C—D = C(Cé |V\-27r_De—i |1/|~27r_

Dodajac, a nastepnie odejmujac stronami otrzymamy uktad

{2C = 2Cef |y\-27r, - { el \1/|-27r:17
€

2D = 2De |l/|~27'(" —iy/|v]-2m _ 1,
a wiec musi zachodzi¢ /|v| = m, gdzie m jest liczbg naturalna,

gdyz pierwiastek kwadratowy jest liczbg nieujemnga i rozpatrujemy
przypadek v > 0.
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Przypomnijmy, ze dla v = 0 rozwigzanie ma postaé

d(p) =A+ By

Réwn. Schrodingera we wspétrz. sferycznych 41/61



Przypomnijmy, ze dla v = 0 rozwigzanie ma postaé

blp)=A+Bp = ¥(p)=B
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Przypomnijmy, ze dla v = 0 rozwigzanie ma postaé

blp)=A+Bp = ¥(p)=B

i warunki ciagtosci dla funkcji falowej i jej pochodnej sprowadzaja
sie do

Réwn. Schrodingera we wspétrz. sferycznych 41/61



Przypomnijmy, ze dla v = 0 rozwigzanie ma postaé

blp)=A+Bp = ¥(p)=B

i warunki ciagtosci dla funkcji falowej i jej pochodnej sprowadzaja
sie do

A=A+B-2r
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Przypomnijmy, ze dla v = 0 rozwigzanie ma postaé

blp)=A+Bp = ¥(p)=B

i warunki ciagtosci dla funkcji falowej i jej pochodnej sprowadzaja
sie do

A=A+B.2r i B=B8,
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Przypomnijmy, ze dla v = 0 rozwigzanie ma postaé

blp)=A+Bp = ¥(p)=B

i warunki ciagtosci dla funkcji falowej i jej pochodnej sprowadzaja
sie do

A=A+B.2r i B=B8,

co jest spetnione tylko dla B = 0.
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Przypomnijmy, ze dla v = 0 rozwigzanie ma postaé

blp)=A+Bp = ¥(p)=B

i warunki ciagtosci dla funkcji falowej i jej pochodnej sprowadzaja
sie do

A=A+B.2r i B=B8,

co jest spetnione tylko dla B = 0. Rozwigzanie ma zatem postac
funkcji statej

P(p) = A.
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Zauwazmy, ze jest to szczegdlny przypadek rozwigzania dla v > 0

d)(gO) = Ceim(p + Deiim(p, gdZie m = 17 27
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Zauwazmy, ze jest to szczegdlny przypadek rozwigzania dla v > 0
(@) = Ce™? + De=™? | gdzie m=1,2, ...

jesli tylko dopuscimy mozliwosé¢ m = 0.
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Zauwazmy, ze jest to szczegdlny przypadek rozwigzania dla v > 0
(@) = Ce™? + De=™? | gdzie m=1,2, ...

jesli tylko dopuscimy mozliwosé¢ m = 0.

Zauwazmy réwniez, ze kazde z liniowo niezaleznych rozwigzan

mozemy zapisa¢ w formie

Pm(p) = Ce™, gdzie m=0,+1,+2, ..,
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Zauwazmy, ze jest to szczegdlny przypadek rozwigzania dla v > 0
(@) = Ce™? + De=™? | gdzie m=1,2, ...

jesli tylko dopuscimy mozliwosé¢ m = 0.

Zauwazmy réwniez, ze kazde z liniowo niezaleznych rozwigzan

mozemy zapisa¢ w formie

Pm(p) = Ce™, gdzie m=0,+1,+2, ..,

a wiec m jest dowolnga liczba catkowita.
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Stata C mozemy dobraé tak, aby funkcja () byta unormowana
w przedziale [0, 27).
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Stata C mozemy dobraé tak, aby funkcja () byta unormowana
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Stata C mozemy dobraé tak, aby funkcja () byta unormowana
w przedziale [0, 27).

2m 2m
[10n(@)? de= [ creimecem aip =
0 0
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Stata C mozemy dobraé tak, aby funkcja () byta unormowana
w przedziale [0, 27).

27 27 27
[10n(@)F dp = [ cremimeceime ap = |CP [dp =
0 0 0
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Stata C mozemy dobraé tak, aby funkcja () byta unormowana
w przedziale [0, 27).

27 27 2
[10n(@)? do= [ cremimocem ap = |CP [do=|CP 2r =
0 0 0
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Stata C mozemy dobraé tak, aby funkcja () byta unormowana
w przedziale [0, 27).

27 27 27
J10n(@)P de = [ cremmecem ap = |CP [dp= |cf? 2n =1.
0 0 0
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Stata C mozemy dobraé tak, aby funkcja () byta unormowana
w przedziale [0, 27).

27 27 27
[10n(@)? do= [ cremimocem ap— | [dp=|CP 2r =1
0 0 0

: : . , 1.
W takim razie mozemy wybra¢ C = (27)~2 i unormowane
rozwigzania czesci azymutalnej réwnania Schrodingera
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Stata C mozemy dobraé tak, aby funkcja () byta unormowana
w przedziale [0, 27).

27 27 27
[10n(@)? do= [ cremimocem ap— | [dp=|CP 2r =1
0 0 0

: : . , 1.
W takim razie mozemy wybra¢ C = (27)~2 i unormowane
rozwigzania czesci azymutalnej réwnania Schrodingera

d’¢
ﬁ—i-V(D:O, gdzie v=m?,
2
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Stata C mozemy dobraé tak, aby funkcja () byta unormowana
w przedziale [0, 27).

27 27 27
[10n(@)? do= [ cremimocem ap— | [dp=|CP 2r =1
0 0 0

: : . , 1.
W takim razie mozemy wybra¢ C = (27)~2 i unormowane
rozwigzania czesci azymutalnej réwnania Schrodingera

d’¢
ﬁ—i-V(D:O, gdzie v=m?,
2
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Stata C mozemy dobraé tak, aby funkcja () byta unormowana
w przedziale [0, 27).

27 27 27
[10n(@)? do= [ cremimocem ap— | [dp=|CP 2r =1
0 0 0

: : . , 1.
W takim razie mozemy wybra¢ C = (27)~2 i unormowane
rozwigzania czesci azymutalnej réwnania Schrodingera

d’¢
ﬁ—i-V(D:O, gdzie v=m?,
2

maja postal

™ gdzie m=0,+1,42, ...
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Wréémy do réwnania na cze$¢ biegunowa funkgcji falowe;j
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Wréémy do réwnania na cze$¢ biegunowa funkgcji falowe;j

1 d /. d© v
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Wréémy do réwnania na cze$¢ biegunowa funkgcji falowe;j

1 d /. d© v

Podstawmy

cosf = w,
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Wréémy do réwnania na cze$¢ biegunowa funkgcji falowe;j

1 d /. d© v

Podstawmy

cosf =w, ©O(0) = P(w)
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Wréémy do réwnania na cze$¢ biegunowa funkgcji falowe;j

1 d /. d© v

Podstawmy

cosf =w, O)=Pw) = —=
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Wréémy do réwnania na cze$¢ biegunowa funkgcji falowe;j

1 d /. d© v

Podstawmy

d dcosf d
cosd =w, O(F)=Pw) = W= a0 dw

Réwn. Schrodingera we wspétrz. sferycznych 44/61



Wréémy do réwnania na cze$¢ biegunowa funkgcji falowe;j

1 d - de v
n6do (S'”Hde) + (A‘ sm) ©=

Podstawmy

cos =w, Of)=Pw) = —= —:—sinﬂi
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Wréémy do réwnania na cze$¢ biegunowa funkgcji falowe;j

1 d /. d© v

Podstawmy

cos =w, Of)=Pw) = —= —:—sinﬂi

2

oraz uwzglednijmy, ze v = m*, wéwczas otrzymamy
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Wréémy do réwnania na cze$¢ biegunowa funkgcji falowe;j

1 d /. d© v

Podstawmy

d dcosf d . d
COSQ—W7 @(9)—P(W) = @— d@ diw— —Slngdiw

oraz uwzglednijmy, ze v = m?, wéwczas otrzymamy

[— sin Qdi (— sin? GdZ(W))]

w w
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Wréémy do réwnania na cze$¢ biegunowa funkgcji falowe;j

1 d /. d© v

Podstawmy

d dcosf d . d
COSQ—W7 @(9)—P(W) = @— d@ diw— —Slngdiw

oraz uwzglednijmy, ze v = m?, wéwczas otrzymamy

sii& {_Sinedcj/v <_Sin29d2f/vW))] * (A_ 1 Ti,z) P(w) =
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Wréémy do réwnania na cze$¢ biegunowa funkgcji falowe;j

1 d /. d© v

Podstawmy

d dcosf d . d
COSQ—W7 @(9)—P(W) = @— d@ diw— —Slngdiw

oraz uwzglednijmy, ze v = m?, wéwczas otrzymamy

1 Cd o, dP(w) m? B
g {—sm&dw (—sm 6 T )] +</\— T w2 P(w) =0,

Réwn. Schrodingera we wspétrz. sferycznych 44/61



a po prostych przeksztatceniach nasze réwnanie przyjmuje postaé

diw [(1 - W2) d/;ng)} 4 <)\ : _m2w2> P(w) = 0.
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a po prostych przeksztatceniach nasze réwnanie przyjmuje postaé

diw [(1 - W2) d/;ng)} 4 <)\ : _m2W2> P(w) = 0.

Zauwazmy, ze

0 € [0, ]
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a po prostych przeksztatceniach nasze réwnanie przyjmuje postaé

diw [(1 - W2) d/;ng)} 4 <)\ : _m2W2> P(w) = 0.

Zauwazmy, ze

0el0,7r] = w=cosbe[-1,1].
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a po prostych przeksztatceniach nasze réwnanie przyjmuje postaé

diw [(1 - W2> d/;ng)} 4 <)\ : _m2W2> P(w) = 0.

Zauwazmy, ze

0el0,7r] = w=cosbe[-1,1].

Réwnanie na P(w) jest réwnaniem rézniczkowym drugiego rzedu,
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a po prostych przeksztatceniach nasze réwnanie przyjmuje postaé

diw [(1 - W2> d/;ng)} 4 <)\ : _m2W2> P(w) = 0.

Zauwazmy, ze
0el0,7r] = w=cosbe[-1,1].

Réwnanie na P(w) jest réwnaniem rézniczkowym drugiego rzedu,
dlatego posiada dwa liniowo niezalezne rozwigzania.
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a po prostych przeksztatceniach nasze réwnanie przyjmuje postaé

diw [(1 - W2> d/;ng)} 4 <)\ : _miv2> P(w) = 0.

Zauwazmy, ze

0el0,7r] = w=cosbe[-1,1].
Réwnanie na P(w) jest réwnaniem rézniczkowym drugiego rzedu,

dlatego posiada dwa liniowo niezalezne rozwigzania.
Na ogdét oba te rozwigzania sg nieskonczone przy w — +1,
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a po prostych przeksztatceniach nasze réwnanie przyjmuje postaé

diw [(1 - W2> d/;ng)} 4 <)\ : _miv2> P(w) = 0.

Zauwazmy, ze

0el0,7r] = w=cosbe[-1,1].

Réwnanie na P(w) jest réwnaniem rézniczkowym drugiego rzedu,
dlatego posiada dwa liniowo niezalezne rozwigzania.

Na ogdt oba te rozwigzania sa nieskonczone przy w — +1, a wiec
sg niefizyczne.
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Rozwigzania skonczone przy w — =1 istnieja dla

A=I(I+1),
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Rozwigzania skonczone przy w — =1 istnieja dla
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Rozwigzania skonczone przy w — =1 istnieja dla
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Rozwigzania skonczone przy w — =1 istnieja dla

A=I(I+1), gdzie 1=0,1,2,..

Nasze réwnanie przyjmuje wtedy postaé

< [(1— w?) dFd’(V;V)} iy - 112] P(w) = 0.
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Rozwigzania skonczone przy w — =1 istnieja dla

A=I(I+1), gdzie 1=0,1,2,..

Nasze réwnanie przyjmuje wtedy postaé

% [(1— w?) dFd’(V;V)} i+ 1) - 112] P(w) = 0.

Rozwazmy najpierw réwnanie dla m = 0.
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Rozwigzania skonczone przy w — =1 istnieja dla

A=I(I+1), gdzie 1=0,1,2,..

Nasze réwnanie przyjmuje wtedy postaé

L[]

I(1+1) - 112] P(w) = 0.

Rozwazmy najpierw réwnanie dla m = 0.

% [(1 - Wz) d’;(v‘t'/)] + (I +1)P(w) = 0.
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Rozwigzania skonczone przy w — =1 istnieja dla

A=I(I+1), gdzie 1=0,1,2,..

Nasze réwnanie przyjmuje wtedy postaé

L[]

I(1+1) - 112] P(w) = 0.

Rozwazmy najpierw réwnanie dla m = 0.

% [(1 - Wz) d’;(v‘t'/)] + (I +1)P(w) = 0.

Rozwigzaniem tego réwnania sa wielomiany Legendre’a.
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Wielomiany Legendre’a mozna zdefiniowal poprzez tzw. wzér
Rodriguesa
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Wielomiany Legendre’a mozna zdefiniowal poprzez tzw. wzér
Rodriguesa

1 d /
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Wielomiany Legendre’a mozna zdefiniowal poprzez tzw. wzér
Rodriguesa

1 d /

Zadanie. Pokazaé, ze tak okreslone wielomiany spetniajg réwnanie
rézniczkowe

diw [(1 -~ w?) dz(vzv)] 4 1(1+ 1)P(w) = 0.
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Wielomiany Legendre’a mozna zdefiniowal poprzez tzw. wzér
Rodriguesa

1 d I

Zadanie. Pokazaé, ze tak okreslone wielomiany spetniajg réwnanie
rézniczkowe

diw [(1 -~ w?) dlji(v:/)] 4 1(1+ 1)P(w) = 0.

Wskazéwka. Przeprowadzi¢ dowdd indukcyjny rézniczkujac
(I + 1)-krotnie tozsamos¢

(0 1) g (2 1) =2 1)
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z wykorzystaniem wzoru Leibnitza

d” s () dMu(x)d"Mv(x)
dxn [u()vO] = Z (m) dxm  dxn—m

m=0
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z wykorzystaniem wzoru Leibnitza

d” s () dMu(x)d"Mv(x)
dxn [u()vO] = Z (m) dxm  dxn—m

m=0

Zadanie. Pokaza¢, ze wielomiany Legendre'a P(w), I =0,1,2, ...,
s ortogonalne na przedziale domknietym [—1,1],
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z wykorzystaniem wzoru Leibnitza

d” s () dMu(x)d"Mv(x)
dxn [u()vO] = Z (m) dxm  dxn—m

m=0

Zadanie. Pokaza¢, ze wielomiany Legendre'a P(w), I =0,1,2, ...,
s ortogonalne na przedziale domknietym [—1, 1], tzn. ze

1
/ P(w)Py(w) dw = 0, dla [#£1.
1
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Stowarzyszone funkcje Legendre’'a P/"(w) dla / =0,1,2,...i
catkowitych m, |m| </, definiujemy na odcinku [—1, 1]
nastepujacym wzorem
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Stowarzyszone funkcje Legendre’'a P/"(w) dla / =0,1,2,...i
catkowitych m, |m| </, definiujemy na odcinku [—1, 1]
nastepujacym wzorem

m Sm| dlm
PI(w) = (1= w?)*" o Py(w).
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Stowarzyszone funkcje Legendre’'a P/"(w) dla / =0,1,2,...i
catkowitych m, |m| </, definiujemy na odcinku [—1, 1]
nastepujacym wzorem

L il
Aml A7 p .

P,’”(w):(l—wz) ety

Zadanie. Pokaza¢, ze stowarzyszone funkcje Legendre'a P/"(w)
spetniaja réwnanie rézniczkowe

[0

m2 m
0+1)— 7 | PP(w) =0,

Réwn. Schrodingera we wspétrz. sferycznych 49/61



Stowarzyszone funkcje Legendre’'a P/"(w) dla / =0,1,2,...i
catkowitych m, |m| </, definiujemy na odcinku [—1, 1]
nastepujacym wzorem

L il
Aml A7 p .

P,’”(w):(l—wz) ety

Zadanie. Pokaza¢, ze stowarzyszone funkcje Legendre'a P/"(w)
spetniaja réwnanie rézniczkowe

Lo )

m2 m
0+1)— 7 | PP(w) =0,

dw

dla/=0,1,2,... i catkowitych m, |m| < .
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Wiskazéwka. Oznaczyé

wowczas

Pr(w) = (1- W2)% " w).

Obliczy¢ pierwsza i drugg pochodng i wstawié¢ do réwnania.
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Wiskazéwka. Oznaczyé

wowczas

Pr(w) = (1- W2)%‘"" v(w).

Obliczy¢ pierwsza i drugg pochodng i wstawié¢ do réwnania.
Zadanie. Pokaza¢, ze stowarzyszone funkcje Legendre'a P/"(w)
spetniaja nastepujaca relacje ortogonalnosci na odcinku [—1,1]

1
R S ()|
/1P' (w)PP(w) dw = 5.7 (7 o
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Stad wynika, ze stowarzyszone funkcje Legendre’a P/"(w) mozna
unormowa¢ mnozac je przez czynnik normalizacyjny

o _[2+1 (I — |m|)! 2
™2 (1 [m))!
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Stad wynika, ze stowarzyszone funkcje Legendre’a P/"(w) mozna
unormowa¢ mnozac je przez czynnik normalizacyjny

2041 (/—ym\)!r

Cim = [ 2 I+ |m))

Wobec tego unormowane rozwigzania czesci katowej réwnania
Schrodingera

+AY=0

a( 8Y> 1 02y
00

! sinf +
- inp - 7"
sinf 90 sin? § Op?

maja postac

Réwn. Schrodingera we wspétrz. sferycznych 51/61



tzw. funkcji kulistych,
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tzw. funkcji kulistych, albo harmonik sferycznych
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tzw. funkcji kulistych, albo harmonik sferycznych

Y/m(ev 90) =
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tzw. funkcji kulistych, albo harmonik sferycznych

Yim(0,9) = & CmP["(cos )P m(y)
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tzw. funkcji kulistych, albo harmonik sferycznych

Yim(0,9) = & CmP["(cos )P m(y)
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tzw. funkcji kulistych, albo harmonik sferycznych

Yim(0,9) = & CmP["(cos )P m(y)
1
2

B {2/+1(/—]m|)!}
T 2 (x| m])
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tzw. funkcji kulistych, albo harmonik sferycznych

Yim(0,9) = &€ CmP"(cos0)Pn,(p)
241 (= |m)!E . im
= { 5 (/+]m|)!} P (cos@)(zﬂ)% e'my
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tzw. funkcji kulistych, albo harmonik sferycznych

Yim(0,0) = € CmP["(cos0)P ()
1
_ 2/+1 (I_’m|)lj|2 pm imep
= g[ 2 Ux|m)] (cos@ %e
2[+1 (I —|m|
Pm
[ 47 (/—Hm\)'} "(cos) e
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tzw. funkcji kulistych, albo harmonik sferycznych

Yim(0,0) = & CmP["(cos8)®n(y)
1
_ 172 )
_ 5{2/“(/ ym|)r m(cose L img
2 (I+|m])! (27)2

20+1 (I |m|

Pm
[zm (/—Hm\)'} "(cosd) e

gdzie wprowadzili§my dodatkowy czynnik
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tzw. funkcji kulistych, albo harmonik sferycznych

Yim(0,0) = & CmP["(cos8)®n(y)
1
_ 172 )
_ 5{2/“(/ ym|)r m(cose L img
2 (I+|m])! (27)2

20+1 (I |m|

Pm
[zm (/—Hm\)'} "(cosd) e

gdzie wprowadzili§my dodatkowy czynnik

R
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tzw. funkcji kulistych, albo harmonik sferycznych

Yim(0,0) = & CmP["(cos8)®n(y)
1
_ 172 )
_ 5{2/“(/ ym|)r m(cose L img
2 (I+|m])! (27)2

20+1 (I |m|

Pm
[zm (/—Hm\)'} "(cosd) e

gdzie wprowadzili§my dodatkowy czynnik

e = { (_1)m’

Réwn. Schrodingera we wspétrz. sferycznych 52/61



tzw. funkcji kulistych, albo harmonik sferycznych

Yim(0,0) = & CmP["(cos8)®n(y)
1
_ 172 )
_ 5{2/“(/ ym|)r m(cose L img
2 (I+|m])! (27)2

20+1 (I |m|

Pm
[zm (/—Hm\)'} "(cosd) e

gdzie wprowadzili§my dodatkowy czynnik

8_{ (-1)™, dla
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tzw. funkcji kulistych, albo harmonik sferycznych

Yim(0,0) = € CmP["(cos0)P ()
1
_ 2/+1 (I_’m|)lj|2 pm imep
= g[ 2 Ux|m)] (cos@ %e
2[+1 (I —|m|
Pm
[ 47 (/—Hm\)'} "(cos) e

gdzie wprowadzili§my dodatkowy czynnik

E =

{ (=1)™, dla m>0
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tzw. funkcji kulistych, albo harmonik sferycznych

Yim(0,0) = & CmP["(cos8)®n(y)
1
_ 172 )
_ 5{2/“(/ ym|)r m(cose L img
2 (I+|m])! (27)2

20+1 (I |m|

Pm
[zm (/—Hm\)'} "(cosd) e

gdzie wprowadzili§my dodatkowy czynnik

{ (=1)™, dla m>0
g = 1
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tzw. funkcji kulistych, albo harmonik sferycznych

Yim(0,0) = € CmP["(cos0)P ()
1
_ 2/+1 (I_’m|)lj|2 pm imep
= g[ 2 Ux|m)] (cos@ %e
2[+1 (I —|m|
Pm
[ 47 (/—Hm\)'} "(cos) e

gdzie wprowadzili§my dodatkowy czynnik

[ da m>o0
- 1, dla
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tzw. funkcji kulistych, albo harmonik sferycznych

Yim(0,0) = € CmP["(cos0)P ()
1
_ 2/+1 (I_’m|)lj|2 pm imep
= g[ 2 Ux|m)] (cos@ %e
2[+1 (I —|m|
Pm
[ 47 (/—Hm\)'} "(cos) e

gdzie wprowadzili§my dodatkowy czynnik

[ da m>o0
- 1, dla. m<0
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Taki wybér czynnika ¢ jest mozliwy, gdyz funkcje Yin(0, ¢) sa
okreslone z doktadnoscig do fazy zespolone;j.
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Taki wybér czynnika ¢ jest mozliwy, gdyz funkcje Yin(0, ¢) sa
okreslone z doktadnoscig do fazy zespolone;j.
Zadanie. Pokaza¢, ze

Ygo = (ﬁ)% s Y20 = (16%)% (3C0529 — 1) s
Yi0 = (fﬁ)% cosf, Yoi1 = =+ i%?)% sin9cos€eii¢’,
Yie1=F (83;)% sinfet’?, Yo, = (3157r)% sin? fet2iv,
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Taki wybér czynnika ¢ jest mozliwy, gdyz funkcje Yin(0, ¢) sa
okreslone z doktadnoscig do fazy zespolone;j.
Zadanie. Pokaza¢, ze

YOOZ (ﬁ)%, Y20: (16%)% (3C0529—1),
Yi0 = (%)% cosf, Yoi1 = =+ %f sin 6 cos Geii¢’,
1 :

3\2 ' 15 . 2 '
Yit1 = F (87r) sinfet?, Yo, = (327 sin? fe®2i®,

Zadanie. Pokaza¢é, ze przy odbiciu przestrzennym

—

r— —r
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Taki wybér czynnika ¢ jest mozliwy, gdyz funkcje Yin(0, ¢) sa
okreslone z doktadnoscig do fazy zespolone;j.
Zadanie. Pokaza¢, ze

YOOZ (ﬁ)%, Y20: (16%)% (3C0529—1),
Yi0 = (%)% cosf, Yoi1 = =+ %f sin 6 cos Geii¢’,
1 :

_ 3\2 ey gati _ (15 22 E2i
Yig1 = F (87r) sinfe™¥, Yoio = (327 sin© fe™='¥.
Zadanie. Pokaza¢é, ze przy odbiciu przestrzennym
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Taki wybér czynnika ¢ jest mozliwy, gdyz funkcje Yin(0, ¢) sa
okreslone z doktadnoscig do fazy zespolone;j.
Zadanie. Pokaza¢, ze

YOOZ (ﬁ)%, Y20: (16%)% (3C0529—1),
Yi0 = (%)% cosf, Yoi1 = =+ (§7>% sin 6 cos Geii¢’,
Yl:tl = F (8%)% sin GGiiw, Y2:|:2 = (312%)% sin2 eei2igo'

Zadanie. Pokaza¢é, ze przy odbiciu przestrzennym

r— —r < r —r,
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Taki wybér czynnika ¢ jest mozliwy, gdyz funkcje Yin(0, ¢) sa
okreslone z doktadnoscig do fazy zespolone;j.
Zadanie. Pokaza¢, ze

YOOZ (ﬁ)%, Y20: (16%)% (3C0529—1),
Yi0 = (%)% cosf, Yoi1 = =+ %f sin 6 cos Geii¢’,
1 :

_ 3\2 ey gati _ (15 22 E2i
Yig1 = F (87r) sinfe™¥, Yoio = (327 sin© fe™='¥.
Zadanie. Pokaza¢é, ze przy odbiciu przestrzennym

rFr— —-r < r —r, 06— 7m—0,
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Taki wybér czynnika ¢ jest mozliwy, gdyz funkcje Yin(0, ¢) sa
okreslone z doktadnoscig do fazy zespolone;j.
Zadanie. Pokaza¢, ze

YOOZ (ﬁ)%, Y20: (16%)% (3C0529—1),
Yi0 = (%)% cos 6, Yoi1 = =+ %f sin 6 cos Oeii¢’,
1 :

_ 3\2 ey gati _ (15 22 E2i
Yig1 = F (87r) sinfe™¥, Yoio = (327 sin© fe™='¥.
Zadanie. Pokaza¢é, ze przy odbiciu przestrzennym

r— —r < r—r 0 —-71-0, p—om+yp
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Taki wybér czynnika ¢ jest mozliwy, gdyz funkcje Yin(0, ¢) sa
okreslone z doktadnoscig do fazy zespolone;j.
Zadanie. Pokaza¢, ze

YOOZ (ﬁ)%, Y20: (16%)% (3C0529—1),
Yi0 = (%)% cos 6, Yoi1 = =+ %f sin 6 cos Oeii¢’,
1 :

2 . H 1 . H
Yit1 = F (8%) sinfet?, Yo, = (3257r sin? fe*2iv,
Zadanie. Pokaza¢é, ze przy odbiciu przestrzennym
r— —r < r—r 0 —-71-0, p—om+yp

zachodzi Y, (7 — 0,7 + ) = (—1)I Yim (0, ¢),
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tzn., ze dla I =0,2,4,... sferyczne harmoniki Y),(0, ) sa
funkcjami parzystymi,
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tzn., ze dla I =0,2,4,... sferyczne harmoniki Y),(0, ) sa
funkcjami parzystymi, a dla / =1, 3,5, ... — funkcjami
nieparzystymi.
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tzn., ze dla I =0,2,4,... sferyczne harmoniki Y),(0, ) sa
funkcjami parzystymi, a dla / =1, 3,5, ... — funkcjami
nieparzystymi.

Zauwazmy, ze wniosek ten dotyczy réwniez funkgcji

U(r’ 0, 90) = R(r)Y/m(ev 90)7

bedacej rozwigzaniem réwnania Schrodingera dla sferycznie
symetrycznej energii potencjalnej,
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tzn., ze dla I =0,2,4,... sferyczne harmoniki Y),(0, ) sa
funkcjami parzystymi, a dla / =1, 3,5, ... — funkcjami
nieparzystymi.

Zauwazmy, ze wniosek ten dotyczy réwniez funkgcji

U(r’ 0, 90) = R(r)Y/m(ev 90)7
bedacej rozwigzaniem réwnania Schrodingera dla sferycznie

symetrycznej energii potencjalnej, gdyz r = |r] nie ulega zmianie
przy odbiciu przestrzennym.
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Przypomnijmy, ze cze$¢ katowa réwnania Schrodingera dla
sferycznie symetrycznej energii potencjalnej jest réwnaniem
wiasnym kwadratu orbitalnego momentu pedu

L2Y(0,9) = AR2Y (0, ),
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Przypomnijmy, ze cze$¢ katowa réwnania Schrodingera dla
sferycznie symetrycznej energii potencjalnej jest réwnaniem
wiasnym kwadratu orbitalnego momentu pedu

L2Y(0,9) = AR2Y (0, ),

a harmoniki sferyczne Y),(0, ¢), gdzie / =0,1,2,...,a m</, s3
rozwigzaniem tego réwnania dla A = /(/ + 1),
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Przypomnijmy, ze cze$¢ katowa réwnania Schrodingera dla
sferycznie symetrycznej energii potencjalnej jest réwnaniem
wiasnym kwadratu orbitalnego momentu pedu

L2Y(0,9) = AR2Y (0, ),

a harmoniki sferyczne Y),(0, ¢), gdzie / =0,1,2,...,a m</, s3
rozwigzaniem tego réwnania dla A = /(/ + 1), a wiec mozemy
napisaé

L2Yim(0, ) = I(1+ 1) K2 Yim(0, ).
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Przypomnijmy réwniez postac trzeciej sktadowej orbitalnego
momentu pedu we wspbtrzednych sferycznych
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Przypomnijmy réwniez postac trzeciej sktadowej orbitalnego
momentu pedu we wspbtrzednych sferycznych
0

L, = —ih—
I 8@
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Przypomnijmy réwniez postac trzeciej sktadowej orbitalnego
momentu pedu we wspbtrzednych sferycznych
0

L, = —ih—
I 8@

i obliczmy

Lz Ylm(ea 90) =
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Przypomnijmy réwniez postac trzeciej sktadowej orbitalnego
momentu pedu we wspbtrzednych sferycznych

0
L, = —ih—
I 8@
i obliczmy
9 -
L, Ylm(ea 90) = - lh% [6 ClmPI (COS H)CDm((P)]
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Przypomnijmy réwniez postac trzeciej sktadowej orbitalnego
momentu pedu we wspbtrzednych sferycznych

0
L, = —ili—
I 8@

i obliczmy

LYim(60) = — iha‘l [ CimPI" (€05 6)® m(0)]
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Przypomnijmy réwniez postac trzeciej sktadowej orbitalnego
momentu pedu we wspbtrzednych sferycznych

0
L, = —ih—
,6@

i obliczmy

Lz Ylm(ev 90) - lhi [6 ClmPI (COS 9) ( )]
1

= —ihe CpP[" (cos@) 0 (\ﬁe’m‘”)
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Przypomnijmy réwniez postac trzeciej sktadowej orbitalnego
momentu pedu we wspbtrzednych sferycznych

0
L, =—ih—
i o
i obliczmy
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Przypomnijmy réwniez postac trzeciej sktadowej orbitalnego
momentu pedu we wspbtrzednych sferycznych

0
L, = —ih—
i 9
i obliczmy
LZY/m(H, 90) = hi [6 ClmPI (COSH) ( )]
0 1
= —ihe CuPM(cosf)— (e’m‘”)
1ne / I ( )a \/77_‘_
1 .
= mhe CinP" (cosH)E me

= mh Ylm(ev 90)
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Widzimy, ze harmoniki sferyczne sa réwniez funkcjami wtasnymi
trzeciej sktadowej orbitalnego momentu pedu,
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Widzimy, ze harmoniki sferyczne sa réwniez funkcjami wtasnymi
trzeciej sktadowej orbitalnego momentu pedu, czego nalezato sie
spodziewaé, gdyz obserwable te komutuja [L?, L,] = 0.
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Widzimy, ze harmoniki sferyczne sa réwniez funkcjami wtasnymi
trzeciej sktadowej orbitalnego momentu pedu, czego nalezato sie
spodziewaé, gdyz obserwable te komutuja [E2, L,]=0.
Podsumujmy
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Widzimy, ze harmoniki sferyczne sa réwniez funkcjami wtasnymi
trzeciej sktadowej orbitalnego momentu pedu, czego nalezato sie
spodziewaé, gdyz obserwable te komutuja [E2, L,]=0.
Podsumujmy

EZ y/m(ev 90)
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Widzimy, ze harmoniki sferyczne sa réwniez funkcjami wtasnymi
trzeciej sktadowej orbitalnego momentu pedu, czego nalezato sie
spodziewaé, gdyz obserwable te komutuja [E2, L,]=0.
Podsumujmy

L2Yim(0,9) =
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Widzimy, ze harmoniki sferyczne sa réwniez funkcjami wtasnymi
trzeciej sktadowej orbitalnego momentu pedu, czego nalezato sie
spodziewaé, gdyz obserwable te komutuja [E2, L,]=0.
Podsumujmy

[lem(e,@) = I(/ + 1) h2 Y/m(07¢)7
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Widzimy, ze harmoniki sferyczne sa réwniez funkcjami wtasnymi
trzeciej sktadowej orbitalnego momentu pedu, czego nalezato sie
spodziewaé, gdyz obserwable te komutuja [E2, L,]=0.
Podsumujmy
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Lz Ylm(ea SO)

Réwn. Schrodingera we wspétrz. sferycznych 57/61



Widzimy, ze harmoniki sferyczne sa réwniez funkcjami wtasnymi
trzeciej sktadowej orbitalnego momentu pedu, czego nalezato sie
spodziewaé, gdyz obserwable te komutuja [E2, L,]=0.
Podsumujmy
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Widzimy, ze harmoniki sferyczne sa réwniez funkcjami wtasnymi
trzeciej sktadowej orbitalnego momentu pedu, czego nalezato sie
spodziewaé, gdyz obserwable te komutuja [E2, L,]=0.
Podsumujmy

[Qy/m(ev 90) = I(/ + 1) h2 Y/m(ea 30)7
LZ Y/m(ea SO) = mh \//m(ea Lp)a
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Widzimy, ze harmoniki sferyczne sa réwniez funkcjami wtasnymi
trzeciej sktadowej orbitalnego momentu pedu, czego nalezato sie
spodziewaé, gdyz obserwable te komutuja [E2, L,]=0.
Podsumujmy

[Qy/m(ev 90) = I(/ + 1) h2 Y/m(ea 30)7
LZ Y/m(ea SO) = mh \//m(ea Lp)a

albo w notacji Diraca
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Widzimy, ze harmoniki sferyczne sa réwniez funkcjami wtasnymi
trzeciej sktadowej orbitalnego momentu pedu, czego nalezato sie
spodziewaé, gdyz obserwable te komutuja [E2, L,]=0.
Podsumujmy

[Qy/m(ev 90) = I(/ + 1) h2 Y/m(ea 30)7
LZ Y/m(ea SO) = mh \//m(ea Lp)a

albo w notacji Diraca
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Widzimy, ze harmoniki sferyczne sa réwniez funkcjami wtasnymi
trzeciej sktadowej orbitalnego momentu pedu, czego nalezato sie
spodziewaé, gdyz obserwable te komutuja [E2, L,]=0.
Podsumujmy

[Qy/m(ev 90) = I(/ + 1) h2 Y/m(ea 30)7
LZ Y/m(ea SO) = mh \//m(ea Lp)a

albo w notacji Diraca
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Widzimy, ze harmoniki sferyczne sa réwniez funkcjami wtasnymi
trzeciej sktadowej orbitalnego momentu pedu, czego nalezato sie
spodziewaé, gdyz obserwable te komutuja [E2, L,]=0.
Podsumujmy

[Qy/m(ev 90) = I(/ + 1) h2 Y/m(ea 30)7
LZ Y/m(ea SO) = mh \//m(ea Lp)a

albo w notacji Diraca
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Widzimy, ze harmoniki sferyczne sa réwniez funkcjami wtasnymi
trzeciej sktadowej orbitalnego momentu pedu, czego nalezato sie
spodziewaé, gdyz obserwable te komutuja [E2, L,]=0.
Podsumujmy

[Qy/m(ev 90) = I(/ + 1) h2 Y/m(ea 30)7
LZ Y/m(ea SO) = mh \//m(ea Lp)a

albo w notacji Diraca

2 im) = I(I+1) K |Im),
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Widzimy, ze harmoniki sferyczne sa réwniez funkcjami wtasnymi
trzeciej sktadowej orbitalnego momentu pedu, czego nalezato sie
spodziewaé, gdyz obserwable te komutuja [E2, L,]=0.
Podsumujmy

[Qy/m(ev 90) = I(/ + 1) h2 Y/m(ea 30)7
LZ Y/m(ea SO) = mh \//m(ea Lp)a

albo w notacji Diraca

2 im) = I(I+1) K |Im),
L, |Im)y =
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Widzimy, ze harmoniki sferyczne sa réwniez funkcjami wtasnymi
trzeciej sktadowej orbitalnego momentu pedu, czego nalezato sie
spodziewaé, gdyz obserwable te komutuja [E2, L,]=0.
Podsumujmy

[Qy/m(ev 90) = I(/ + 1) h2 Y/m(ea 30)7
LZ Y/m(ea SO) = mh \//m(ea Lp)a

albo w notacji Diraca

2 im) = I(I+1) K |Im),
L, |Im) = mh |Im),
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Widzimy, ze harmoniki sferyczne sa réwniez funkcjami wtasnymi
trzeciej sktadowej orbitalnego momentu pedu, czego nalezato sie
spodziewaé, gdyz obserwable te komutuja [E2, L,]=0.
Podsumujmy

L2Yim(0,0) = 1(1+1) BYim(6, ),
LzYlm(eaSO) = mh Y/m(eatp)v

albo w notacji Diraca

2 im) = I(I+1) K |Im),
L, |Im) = mh |Im),

gdzie | =10,1,2, ...
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Widzimy, ze harmoniki sferyczne sa réwniez funkcjami wtasnymi
trzeciej sktadowej orbitalnego momentu pedu, czego nalezato sie
spodziewaé, gdyz obserwable te komutuja [E2, L,]=0.
Podsumujmy

L2Yim(0,0) = 1(1+1) BYim(6, ),
LzYlm(eaSO) = mh Y/m(eatp)v

albo w notacji Diraca

2 im) = I(I+1) K |Im),
L, |Im) = mh |Im),

gdzie | =0,1,2,...1i m=0,+1,...,+/.
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Ortogonalnos$¢ harmonik sferycznych dla / # I" i m = m’ wynika
bezposrednio z ortogonalnoéci stowarzyszonych funkcji Legendre'a.
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Ortogonalnos$¢ harmonik sferycznych dla / # I" i m = m’ wynika
bezposrednio z ortogonalnoéci stowarzyszonych funkcji Legendre'a.
Pokazemy, ze sa one ortogonalne dla m # m'.
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Ortogonalnos$¢ harmonik sferycznych dla / # I" i m = m’ wynika
bezposrednio z ortogonalnoéci stowarzyszonych funkcji Legendre'a.
Pokazemy, ze sa one ortogonalne dla m # m’. Rzeczywiscie,
obliczmy
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Ortogonalnos$¢ harmonik sferycznych dla / # I" i m = m’ wynika
bezposrednio z ortogonalnoéci stowarzyszonych funkcji Legendre'a.
Pokazemy, ze sa one ortogonalne dla m # m’. Rzeczywiscie,
obliczmy

Im|I'm") =
(
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Ortogonalnos$¢ harmonik sferycznych dla / # I" i m = m’ wynika
bezposrednio z ortogonalnoéci stowarzyszonych funkcji Legendre'a.
Pokazemy, ze s3 one ortogonalne dla m # m’. Rzeczywiscie,
obliczmy

T 27
mlt'm')y = [sin0 a0 [ de Vin(6.2)Yim 6. 0)
0 0
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Ortogonalnos$¢ harmonik sferycznych dla / # I" i m = m’ wynika
bezposrednio z ortogonalnoéci stowarzyszonych funkcji Legendre’a

Pokazemy, ze s3 one ortogonalne dla m # m’. Rzeczywiscie,
obliczmy

T 27
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0 0
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Ortogonalnos$¢ harmonik sferycznych dla / # I" i m = m’ wynika
bezposrednio z ortogonalnoéci stowarzyszonych funkcji Legendre’a

Pokazemy, ze s3 one ortogonalne dla m # m’. Rzeczywiscie,
obliczmy

T 27
mlt'm')y = [sin0 a0 [ de Vin(6.2)Yim 6. 0)
0 0

1
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Ortogonalnos$¢ harmonik sferycznych dla / # I" i m = m’ wynika
bezposrednio z ortogonalnoéci stowarzyszonych funkcji Legendre’a

Pokazemy, ze s3 one ortogonalne dla m # m’. Rzeczywiscie,
obliczmy

T 27
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Ortogonalnos$¢ harmonik sferycznych dla / # I" i m = m’ wynika
bezposrednio z ortogonalnoéci stowarzyszonych funkcji Legendre'a.

Pokazemy, ze s3 one ortogonalne dla m # m’. Rzeczywiscie,
obliczmy

T 27
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0 0

1
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Ortogonalnos$¢ harmonik sferycznych dla / # I" i m = m’ wynika
bezposrednio z ortogonalnoéci stowarzyszonych funkcji Legendre'a.

Pokazemy, ze s3 one ortogonalne dla m # m’. Rzeczywiscie,
obliczmy

T 27
mlt'm')y = [sin0 a0 [ de Vin(6.2)Yim 6. 0)
0 0

1
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-1

27
27
0

—_——

0 dla m#m’

Réwn. Schrodingera we wspétrz. sferycznych 58/61



Ortogonalnos$¢ harmonik sferycznych dla / # I" i m = m’ wynika
bezposrednio z ortogonalnoéci stowarzyszonych funkcji Legendre'a.

Pokazemy, ze s3 one ortogonalne dla m # m’. Rzeczywiscie,
obliczmy

T 27
mlt'm')y = [sin0 a0 [ de Vin(6.2)Yim 6. 0)
0 0

1
€' Cim Cpr oy /dcos@ P"(cos 0) P} (cos 0)
-1
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Wobec tego warto$¢ wtasna / jest (2/ 4 1)-krotnie zdegenerowana,
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Wobec tego warto$¢ wtasna / jest (2/ 4 1)-krotnie zdegenerowana,
gdyz dla kazdego /
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Wobec tego warto$¢ wtasna / jest (2/ 4 1)-krotnie zdegenerowana,
gdyz dla kazdego / istnieje 2/ 4 1 ortogonalnych funkcji wtasnych
odpowiadajacych

m=0,+1,.., £l
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Wobec tego warto$¢ wtasna / jest (2/ 4 1)-krotnie zdegenerowana,
gdyz dla kazdego / istnieje 2/ 4 1 ortogonalnych funkcji wtasnych
odpowiadajacych

m=0,+1,.., £l

Liczba / = 0,1,2, ... nosi nazwe
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Wobec tego warto$¢ wtasna / jest (2/ 4 1)-krotnie zdegenerowana,
gdyz dla kazdego / istnieje 2/ 4 1 ortogonalnych funkcji wtasnych

odpowiadajacych
m=0,+1, .. %/

Liczba / = 0,1,2, ... nosi nazwe liczby kwantowe] orbitalnego
momentu pedu,
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Wobec tego warto$¢ wtasna / jest (2/ 4 1)-krotnie zdegenerowana,

gdyz dla kazdego / istnieje 2/ 4 1 ortogonalnych funkcji wtasnych
odpowiadajacych

m=0,+1, .. %/
Liczba / = 0,1,2, ... nosi nazwe liczby kwantowe] orbitalnego

momentu pedu,
a liczbe m nazywamy
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Wobec tego warto$¢ wtasna / jest (2/ 4 1)-krotnie zdegenerowana,

gdyz dla kazdego / istnieje 2/ 4 1 ortogonalnych funkcji wtasnych
odpowiadajacych

m=0,+1,.., £l

Liczba / = 0,1,2, ... nosi nazwe liczby kwantowe] orbitalnego
momentu pedu,

a liczbe m nazywamy magnetyczna liczbg kwantowa.
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Wobec tego warto$¢ wtasna / jest (2/ 4 1)-krotnie zdegenerowana,
gdyz dla kazdego / istnieje 2/ 4 1 ortogonalnych funkcji wtasnych
odpowiadajacych

m=0,+1,.., £l

Liczba / = 0,1,2, ... nosi nazwe liczby kwantowe] orbitalnego
momentu pedu,

a liczbe m nazywamy magnetyczna liczbg kwantowa.

Ta nazwa stanie sie jasna w dalszej czesci kursu.
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Ortogonalno$¢ funkcji wiasnych orbitalnego momentu pedu wigze
sie $cisle z faktem, ze jest on operatorem hermitowskim.
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Ortogonalno$¢ funkcji wiasnych orbitalnego momentu pedu wigze
sie $cisle z faktem, ze jest on operatorem hermitowskim.
Obliczmy

A

1
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Ortogonalno$¢ funkcji wiasnych orbitalnego momentu pedu wigze
sie $cisle z faktem, ze jest on operatorem hermitowskim.
Obliczmy

L= (egxipe)' =

Réwn. Schrodingera we wspétrz. sferycznych 60/61



Ortogonalno$¢ funkcji wiasnych orbitalnego momentu pedu wigze
sie $cisle z faktem, ze jest on operatorem hermitowskim.
Obliczmy

L = (eiogpd)’ = equpl] =
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Ortogonalno$¢ funkcji wiasnych orbitalnego momentu pedu wigze
sie $cisle z faktem, ze jest on operatorem hermitowskim.
Obliczmy

L,T. = (5,-J-k><jpk)T = €ijkP}:XjT = EijkPkXj =
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Ortogonalno$¢ funkcji wiasnych orbitalnego momentu pedu wigze
sie $cisle z faktem, ze jest on operatorem hermitowskim.
Obliczmy

L = (egwgp)’ = eiplx) = eipiog = e (ypic — ihdj)
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Ortogonalno$¢ funkcji wiasnych orbitalnego momentu pedu wigze
sie $cisle z faktem, ze jest on operatorem hermitowskim.
Obliczmy

L = (egwgp)’ = eiplx) = eipiog = e (ypic — ihdj)
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Ortogonalno$¢ funkcji wiasnych orbitalnego momentu pedu wigze
sie $cisle z faktem, ze jest on operatorem hermitowskim.
Obliczmy

L = (egwgp)’ = eiplx) = eipiog = e (ypic — ihdj)
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Ortogonalno$¢ funkcji wiasnych orbitalnego momentu pedu wigze
sie $cisle z faktem, ze jest on operatorem hermitowskim.
Obliczmy

L,T' = (6:'J'k><jpk)T = €IjkP}:XJ-T = €ijkPkXj = Eijk (XjPk — iMdjk)
= eijXpk = Li, dla i=1,23.
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Ortogonalno$¢ funkcji wiasnych orbitalnego momentu pedu wigze
sie $cisle z faktem, ze jest on operatorem hermitowskim.
Obliczmy

L,T' = (6:'J'k><jpk)T = €IjkP}:XJ-T = €ijkPkXj = Eijk (XjPk — iMdjk)
= eijXpk = Li, dla i=1,23.

Wykorzystujac ten wynik mozemy obliczy¢

®)'-
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Ortogonalno$¢ funkcji wiasnych orbitalnego momentu pedu wigze
sie $cisle z faktem, ze jest on operatorem hermitowskim.
Obliczmy

L,T' = (6:'J'k><jpk)T = €IjkP}:XJ-T = €ijkPkXj = Eijk (XjPk — iMdjk)
= eijXpk = Li, dla i=1,23.

Wykorzystujac ten wynik mozemy obliczy¢

(p)T = (LiL)' =
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Ortogonalno$¢ funkcji wiasnych orbitalnego momentu pedu wigze
sie $cisle z faktem, ze jest on operatorem hermitowskim.
Obliczmy

L,T' = (6:'J'k><jpk)T = €IjkP}:XJ-T = €ijkPkXj = Eijk (XjPk — iMdjk)
= eijXpk = Li, dla i=1,23.

Wykorzystujac ten wynik mozemy obliczy¢

() = (uit' = tie] =
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Ortogonalno$¢ funkcji wiasnych orbitalnego momentu pedu wigze
sie $cisle z faktem, ze jest on operatorem hermitowskim.
Obliczmy

L,T' = (6:'J'k><jpk)T = €IjkP}:XJ-T = €ijkPkXj = Eijk (XjPk — iMdjk)
= eijXpk = Li, dla i=1,23.

Wykorzystujac ten wynik mozemy obliczy¢

(p)T = (LiLi)]L = L}LL:.f — 1.l =
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Ortogonalno$¢ funkcji wiasnych orbitalnego momentu pedu wigze
sie $cisle z faktem, ze jest on operatorem hermitowskim.
Obliczmy

L,T' = (6:'J'k><jpk)T = €IjkP}:XJ-T = €ijkPkXj = Eijk (XjPk — iMdjk)
= eijXpk = Li, dla i=1,23.

Wykorzystujac ten wynik mozemy obliczy¢

(P)T = (L) =it =L =12
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Ortogonalno$¢ funkcji wiasnych orbitalnego momentu pedu wigze
sie $cisle z faktem, ze jest on operatorem hermitowskim.
Obliczmy

L = (egwgp)’ = eiplx) = eipiog = e (ypic — ihdj)

= EijkXjPk = L,', dla /= 1,2,3.
Wykorzystujac ten wynik mozemy obliczy¢
(P)T = (L) =it =L =12

Widzimy, ze zaréwno wszystkie sktadowe operatora orbitalnego
momentu pedu,
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Ortogonalno$¢ funkcji wiasnych orbitalnego momentu pedu wigze
sie $cisle z faktem, ze jest on operatorem hermitowskim.
Obliczmy

L = (egwgp)’ = eiplx) = eipiog = e (ypic — ihdj)

= EijkXjPk = L,', dla /= 1,2,3.
Wykorzystujac ten wynik mozemy obliczy¢
(P)T = (L) =it =L =12

Widzimy, ze zaréwno wszystkie sktadowe operatora orbitalnego
momentu pedu, jak i jego kwadrat s3 operatorami hermitowskimi.
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Woczesniej pokazalismy, ze wektory wtasne operatora
hermitowskiego odpowiadajace réznym wartosciom wtasnym sa
ortogonalne.
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