
MECHANIKA KLASYCZNA I RELATYWISTYCZNAZestaw 31. Pokaza¢, »e siª� Lorentza
F = q

(

E +
1

c
v × B

)dziaªaj¡
¡ na 
z¡stk� o masie m i ªadunku elektry
znym q w polu elektromagnety
znymo nat�»eniu E i induk
ji B:
E (r, t) = −∇ϕ (r, t) −

1

c

∂A (r, t)

∂t
, B (r, t) = ∇×A (r, t) ,gdzie ϕ(r, t) i A(r, t) s¡ odpowiednio poten
jaªami skalarnym i wektorowym, mo»nawyprowadzi¢ z poten
jaªu uogólnionego posta
i

V (r,v, t) = q

(

ϕ (r, t) −
1

c
A (r, t) · v

)

.2. W opar
iu o równania Lagrange'a II rodzaju napisa¢ równania ru
hu dla podwójnegowahadªa matematy
znego (patrz rysunek).
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Wahadªo z drgaj¡
yn punktem zawieszenia3. Punkt zawieszenia wahadªa matematy
znego wykonuje na osi x drgania harmoni
zneposta
i
x(t) = A sin Ωt, A, Ω = const.(patrz rysunek).(a) Korzystaj¡
 z równa« Lagrange'a II rodzaju napisa¢ równanie ru
hu.



(b) Rozwi¡za¢ równanie ru
hu dla maªy
h wy
hyle« i warunków po
z¡tkowy
h:
ϕ(0) = ϕ̇(0) = 0.4. Pokaza¢ niezmienni
zo±¢ równa« Lagrange'a II rodzaju przy transforma
ji 
e
howaniafunk
ji Lagrange'a L (q, q̇, t) = L (q1, ..., q3N−k, q̇1, ..., q̇3N−k, t):

L (q, q̇, t) → L (q, q̇, t) +
d

dt
F (q, t),gdzie F (q, t) = F (q1, ..., q3N−k, t) jest dowoln¡ ró»ni
zkowaln¡ funk
j¡ wspóªrz�dny
huogólniony
h i 
zasu.5. Rozwa»my ukªad N punktów materialny
h z k równaniami wi�zów holonomi
zny
h.(a) W przypadku wi�zów skleronomi
zny
h i je±li nie dokonujemy transforma
ji doporuszaj¡
y
h si� ukªadów odniesienia, równania transforma
yjne

ri = ri (q1, . . . , q3N−k) , i = 1, . . . , N,nie zale»¡ jawnie od 
zasu. Pokaza¢, »e energia kinety
zna jest wów
zas jednorodn¡funk
j¡ kwadratow¡ pr�dko±
i uogólniony
h q̇i, i = 1, . . . , 3N − k,
T =

N
∑

i=1

1

2
miṙ

2

i =
3N−k
∑

j,l=1

ajlq̇j q̇l ,gdzie wspóª
zynniki ajl nie zale»¡ od pr�dko±
i.(b) W przypadku wi�zów reonomi
zny
h lub je±li dokonujemy transforma
ji do poru-szaj¡
y
h si� ukªadów odniesienia, równania transforma
yjne
ri = ri (q1, . . . , q3N−k, t) , i = 1, . . . , N,zale»¡ jawnie od 
zasu. Pokaza¢, »e wów
zas energia kinety
zna wyra»a si� wzorem

T = a +
3N−k
∑

j=1

aj q̇j +
3N−k
∑

j,l=1

ajlq̇j q̇l ,gdzie wspóª
zynniki a, aj i ajl nie zale»¡ od pr�dko±
i.6. (a) Nie
h F (x, y, z) b�dzie funk
j¡ jednorodn¡ n-tego rz�du, tzn.
F (λx, λy, λz) = λnF (x, y, z) .Pokaza¢, »e

x
∂

∂x
F (x, y, z) + y

∂

∂y
F (x, y, z) + z

∂

∂z
F (x, y, z) = nF (x, y, z) .(b) Pokaza¢, »e przy speªnieniu warunków okre±lony
h w zadaniu 4(a)

3N−k
∑

j=1

∂T

∂q̇j

q̇j = 2T .


