
MECHANIKA KLASYCZNA I RELA TYWISTYCZNA

Zesta w 1

1. W ektory w przestrzeni tró jwymiaro w ej; ilo czyn sk alarn y , ilo czyn w ektoro wy dw ó c h w ek-

toró w; przykªady wielk o±ci �zyczn yc h opisyw an yc h przez ilo czyn sk alarn y lub w ektoro wy .

2. De�niujem y tensor symetryczn y � ij (delt¦ Kronec k era)

� ij =

(
1; dla i = j;
0; dla i 6= j

:

(a) P ok aza¢ na przykªadac h, »e dla do w olnej wielk o±ci o skªado wyc h A1 , A2 , A3 zac ho-

dzi

3X

j =1

A j � ij � A j � ij = A i ; i = 1; 2; 3:

(b) Uzasadni¢, »e ilo czyn sk alarn y dw ó c h w ektoró w a = [ a1; a2; a3] i b = [ b1; b2; b3]
wyra»a si¦ wzorem

a � b =
3X

i =1

ai bi � ai bi = � ij ai bj �
3X

i;j =1

� ij ai bj :

Uwaga! P ogrubion¡ czcionk ¡ oznaczono w ektory w przestrzeni 3-wymiaro w ej. W punk-

tac h (a) i (b) wpro w adzono k on w encj¦ sumacyjn¡ p olega j¡c¡ na sumo w aniu p o p o wta-

rza j¡cyc h si¦ indeksac h w ilo czynie.

3. De�niujem y tensor an t ysymetryczn y " ijk (tzw. pseudotensor Levi-Civit y)

" ijk =

(
sgn(i; j; k ); jesli liczby (i; j; k ) tworza permutacje zbioru f 1; 2; 3g;

0; w pozostalych przypadkach:

(a) Udo w o dni¢, »e i -ta skªado w a ilo czyn u w ektoro w ego w ektoró w a i b wyra»a si¦

wzorem

(a � b) i =
3X

j;k =1

" ijk aj bk � " ijk aj bk :

(b) K orzysta j¡c z wªasno±ci wyznacznik a udo w o dni¢ to»samo±¢

" ijk " lmn =

�
�
�
�
�
�
�

� il � im � in

� jl � jm � jn

� kl � km � kn

�
�
�
�
�
�
�
:

(c) K orzysta j¡c z (b) udo w o dni¢ to»samo±¢

3X

i =1

" ijk " imn � " ijk " imn = � jm � kn � � jn � km :



Uwaga! W punktac h (a) i (c) p ono wnie wyk orzystano k on w encj¦ sumacyjn¡ p olega j¡c¡

na sumo w aniu p o p o wtarza j¡cyc h si¦ indeksac h w ilo czynie.

4. Udo w o dni¢ nast¦puj¡ce to»samo±ci w ektoro w e:

(A � B ) � C = ( A � C) B � (B � C) A ;

A � (B � C) = ( A � C) B � (A � B ) C;

A � (B � C) = B � (C � A ) = C � (A � B )

5. Krzyw olinio w e ortogonalne ukªady wsp óªrz¦dn yc h:

(a) bieguno wy ,

(b) sferyczn y ,

(c) cylindryczn y .

Obliczy¢ jak obian y przej±cia o d wsp óªrz¦dn yc h k artezja«skic h do k a»dego z wymienio-

n yc h ukªadó w.

6. P ok aza¢, »e ró wnania wi¦zó w ró»niczk o wyc h

dxA + r cos' d = 0 (1)

dyA + r sin' d = 0 (2)

z omó wionego na wykªadzie przykªadu kr¡»k a to cz¡cego si¦ p o pªaszczy¹nie nie s¡ caª-

k o w alne.

Wskazówka: Do opisu p oªo»enia kr¡»k a u»yw ali±m y pi¦ciu wsp óªrz¦dn yc h: xA ; yA ; '; �;  .

Czy istniej¡ ró»niczk o w alne funcje f i (xA ; yA ; '; �;  ) , i = 1; 2, takie »e lew e stron y ró w-

na« (1) i (2) b yªyb y o dp o wiednio ic h ró»niczk ami zup eªn ymi?

7. W oparciu o I I zasad¦ dynamiki Newtona wypro w adzi¢ ró wnania ruc h u dla

(a) punktu ±lizga j¡cego si¦ p o w ewn¦trznej p o wierzc hni sto»k a o k ¡cie rozw arto±ci �
(patrz wykªad),

(b) dla w ahadªa matemat ycznego ze sw ob o dnie ±lizgaj¡cym si¦ punktem za wieszenia.

8. Rozwi¡za¢ ró wnania ruc h u dla w ahadªa matemat ycznego ze sw ob o dnie ±lizga j¡cym si¦

punktem za wieszenia w przybli»eni maªyc h w aha«. Zaªo»y¢ w arunki p o cz¡tk o w e p ostaci

x1(0) = _x1(0) = _' (0) = 0 ; ' (0) = ' 0:


